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PROLOGO.
i

,  t

E l fin que me t e  prepuesto al escribir el pre
sente tratado de ¿Geometría elemental no ha sido otro 
que el de formar; un breye compendio, que sirva de 
guia en la enseñanza de dicha ciencia, y  así he 
consultado la brevedad en los razonamientos, dejan
do siempre lu^ar á la esplicacion del profesor. Este  
método me ha parecido preferible ya  para dejar á 
los profesorés.mayor. Jiberjtad, y a  también para que 
los discípulos se fijen mas en sus- esplicaciones, y  ten
gan que1 aplicarlas al .texto cuando hagan su estudio 
particular. A sí se . evita d e camino el que se habi
túen los jóvenes á estudiar solo de memoria sin ejer
cicio alguno del entendimiento, lo cual impide el desarro
llo de este, y  es contra el fin lógico del;cultivo de-ian  
importante ciencia. N o se crea sinembargo que là breve- -  
dad que he consultado, haya llegado ásepararme del. 
camino que Euclides trazára; nada ménos que eso; an 
te todo, he procurado la exactitud y  precisión1 en las de- * 
mostrácioñes y  el riguroso enlace doctrinal de ellas, jun
to con la buena disposicipn y; .mas , conveniente órden 
de los diferentes tratados ó partes de la  obra. Este ri
gor demostrativo nos ha obligado á separamos del mé
todo común en la teoría de las paralelas (*) y  en la de las 
relaciones entre dos circunferencias. , ; ' >

Los ejercicios ó problemas colocados al fin debe
rán irse resolviendo después de aquellos capítulos con 
quienes dicen relación, siendo este trabajo de la ma
yor importancia. E n  primer lugar servirá mucho pa
ra que se grave en el ánimo de los jóvenes la doctrina 
del texto, y  en  segundo llegará á hacerles ameno é in
teresante el estudio de las Matemáticas.; , . », , , , >• .‘H w* * * * *
—  < '  • • • ' • •  - • ■ • • •  .  1 *• ■ ■ ■ ■(*) Partiendo de la definición de las .paralelas dada por Enclideŝ  nunca se demostrará su célebre postulado, pues una proposición negativa no puede oonducir por sí á conclusiones * positivas. Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



Pero ’fiay en ello otra véhtaja que es superior á 
las anteriores: la de desarrollar de tal ufanera la inteli
gencia t dedos ¿alumnos, fque les haga adquirir el talen - 

vto de inven^ipn, mediante el cual sabrán aplicar los 
¿principios f deda ciencia ála solución de sus cuestiones 
¡prácticas, relacionando vcpn conveniencia de órden las 
¡ideas adquiridas, .infiriendo de ellas otras y disponién
dole también parajhacer ulteriores adelantos si han de 
proseguir en. el estudio , de las ciencias Matemáticas.

Deseando quemo se -malogre el cuidado que en 
beneficio de la juventud he puesto en da formación de 

«este libro, no .dejaré ,dó recomendar ;á los profesores 
.cuanto contribuyo una ,prudente .severidad en los 
exámenes de [los alumnos á da .mas sólida instrucción 
de estos .y á..sus-verdaderos progresos, toda vez que el 
acceso a clases superiores -nunca llegue a, permitirse 
midntras -no ,̂e encuéntren radicados en las materias . 
que les sirven -de V fundamento.'' J ' f r

: Antes de poner tciuiino á esta introducción debo 
cumplir ,con uh deber de gratitud; vdando las mas ea-.. 
presi vas gracias al P. Cappa por’lá/bondadosa coopera
ción que me ha prestado á fin de que el estilo y len
guaje de esta obra sea cual conyiene al objeto déla ,w J ■ i-" * {.i.! - •. * ' *•* *1 *» íf '.misma.

\  ' y .
.¡Quito, octubre.30 de 1873.
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N * » INTRODUCCION.

**»
I. Nociones fundamentales.

¿ ' , - \  - ' >' 1 ' ' 1

El objeto de la Geometría es manifestar las propiedades de 
la cantidad extensa.—La extensión completa que primeramente se 
nos representa, es el cuerpo con sus tres dimensiones, largo, an
cho y grueso; es decir con todas las dimensiones posibles..

Si en un cuerpo físico cualquiera, hacemos abstracción de la 
materia, tendremos el cuerpo geométrico con solo las tres dimen
siones, longitud, latitud y altura (ó profundidad). Si en el cuer
po geométrico consideramos solo sus límites, tendremos el con
cepto de las superficies; estas, por tanto, tienen dos solas di
mensiones. Los límites de las superficies se llaman líneas, y solo 
tienen longitud. , .

Los límites de las líneas son puntos, y no tienen dimensión 
alguna, sino solaménte dicen relaciones á las cantidades extensas 
y entre sí; y por eso se pueden llamar cantidades en sentido 
analógico.

Aunque en los cuerpos se pueden representar muchas infini
tas superficies, no se componen sinembargo de estas: lo mismo 
debe entenderse de las superficies respecto de las líneas, y de 
estas respecto de los puntos. Declarado con esto el objeto ma
terial, pasemos al formal, que es la investigación científica de las 
propiedades y relaciones de las figuras geométricas y se refieren 
á la forma, magnitud y situación.

Aunque la Geometría, es verdad, tiene por propiedades fun
damentales las que á todo entendimiento desarrollado son paten
tes, no obstante convendrá dar de ellas definiciones claras y dis
tintas, para que, como las demas ciencias, tenga un fundamento 
sólido y fijo.

I o Llamamos cuerpo geométrico al que tiene tres extensio
nes, largo, ancho y grueso, ó longitud latitud y altura.

2? La superficie tiene solamente dos extensiones, longitud y 
latitud.

3? La línea tiene una sola extensión, longitud.
4? El punto no tiene extensión alguna, puesto que es el lí

mite de la línea, luego es un. ser relativo para determinar el 
lugar.
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5? Cada dirección está determinada por dos plintos, y dice un 
respecto directo é inmediato entre aquellos.

6? La línea recta tiene en toda su extensión una sola dirección 
luego la dirección y  la recta son conceptos objetivamente idénticos.

Cor. 1. Entre dos puntos hay una sola recta posible, puesto 
que¿ una sola es la dirección.

Cor. 2. Si dos rectas tienen dos puntos 6 una parte común, 
son idénticas, luego dos rectas pueden cortarse en un solo punto. 

Cor. 3. La recta es el camino mas corto entre dos puntos. 
Explicación. La recta entre dos puntos dice un respecto di

recto é inmediato ó la unión inmediata y directa de aquellos, 
luego dice la distancia mas corta; y por eso todas las otras líneas 
que no tienen una sola dirección, forman entre dos puntos un 
camino mas largo que la recta.

7? Línea curva es aquella que no tiene parte alguna recta, 
y el origen de' aquella se puede representar por un punto que se 
mueve continuamente en otra dirección.

8o La línea compuesta de rectas y curvas se llama mista.
9o La superficie plana ó el plano tiene esta propiedad dis

tintiva, que todas las líneas rectas, que unen dos puntos cuales
quiera, están según toda su extensión en e <tn superficie. Como la 
recta es la extensión mas sencilla del orden primero, así el plano 
la del orden segundo, y por eso su extensión es en todas partes la 
misma y en el mismo sentido.

10? Superficie curva es la que no tiene ninguna parte plana 
y su origen se puede representar por una línea sea recta 6 curva, 
que moviéndose mude continuamente de plañó.

11° La superficie mista contiene superficies planas y curvas.
■ .> . ..j U' ' : rr 1 j. w ; - U  ' y  ' ol*i v - - ¿, ;-*•

. II. División.* * ’
#

La Geometría se divide en plana y del espacio; la una trata 
las extensiones en el mismo plano, la otra cómo están en el espa
cio; luego la segunda supone la primera.

Para ver cómo hemos distribuido las materias en particular, 
consúltese el índice; generalmente hemos tratado en primer lugar 
los elementos constitutivos de las figuras, después las propiedades 
y por último las relaciones que hay entre aquellas.

Notemos que la Geometría moderna no trata mas líneas 
curvas que el círculo, porque esta curva es muy sencilla y tiene 

.. muchas relaciones con la recta.
Círculo es una figura plana totalmente cerrada de una cur

va, cuyos puntos todos equidistan de otro interior llamado cen
tro. La curva se llama circunferencia, la distancia igual del centro 
radio, y una parte cualquiera de la circunferencia arco.

Los matemáticos antiguos han tratado también las líneas 
curvas, porque todavía no se conocía con la extensión de ahora la 
Geometría analítica, método mas acomodado y fecundo para las 
curvas.
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. III. Axiomas ó principios generales-
Los axiomas son los misinos que en el .Álgebra:
1? Toda cantidad es igual á sí misma,
2? Una cantidad igual puede ponerse en lugar do otra igual, 
3? Dos cantidades que son iguales a una tercera son iguales 

entre sí.
4? El todo es igual á sus partes juntas,
5? El todo es mayor que cada una de sus partes,
6? Las partes son menores que el todo.
7? Si con cantidades iguales se hacen operaciones igualos los 

resultados serán iguales.

. IV. Signos, V
\ •* ■ - * 

A ~ B ; A semejante á B
r  * , ■ <- - _ !  j

A ^ B ; A paralela á B 

<̂ f denota un ángulo 

R un ángulo recto

y ' i' I *JW J
A=B;b\. es igual áB

A^>B; A mayor B 

A<C[B;4'A menor B 

A-|-B; A mas B 

A—B; A menos B 

A | B; A perpendicular á B 

A = B : A]congruente’(idéntic.) conB

' -P1 ¿\ denota un triángulo 

Q  denota un cuadrado 

Rctg. denota un rectángulo.

N ota, Llamamos á dos figuras semejantes, usando el signo 
(~ ), si tienen la misma forma. Se les dice iguales con relación al 
Álgebra, aplicando el signo (= ) , si tienen el mismo valor aun
que no téngan la misma forma. En este caso otros dicen equi
valentes. Finalmente, les llamamos congruentes (idénticas), unien
do el signo de la semejanza é igualdad (= )  si tienen juntamente 
el mismo valor y la misma forma, de manera que se cubran per
fectamente. ' .

La otra denominación hasta ahora usada puede ser exacta, 
considerando, solo la Geometría elemental y haciendo abstracción 
del Álgebra, lo que no parece justo. Pero confrontándola con la 
del Álgebra no es lógica, porque allí la palabra “ igual” y su sig
no (= )  dicen solamente una conveniencia en el valor no en la for
ma: así en ¡; í •
V-VÍÍÍ li} - * ’ i a2—b 2=(a-j-b) (a—b)

se vé evidentemente que la forma es distinta, puesto que el pri
mer miembro es una diferencia y el segundo un producto.

Ademas seria menester leer la expresión a X i>= cX (l> de 
manera en sentido algébrico que en ol geométrico: una vez “ igual”
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otra vez “equivalente” , lo que cierto no conviene
Finalmente los antiguos matemáticos de Espafia usaban la 

palabra “ igual’* para denotar dos figuras que tienen la misma 
area aunque no la misma forma. (Véase Kresa S. J. catedrático 
de Matemáticas en el Colegio imperial de Madrid 1G89).

Por esto hemos restituido á la palabra “igual” su antiguo 
sentido matemático, é introducido la otra “ congruente,” que tam
bién se usa en la lengua latina, italiana, inglesa, alemana &a. La 
cuestión es matemática no filológica.

V- Método.
En la Geometría como en cada ciencia averiguamos las pro

piedades por medio de la demostración. Las definiciones y axio
mas constituyen el fundamento de las demostraciones. Una verdad 
así demostrada se llama teorema y sirve para demostrar otros 
teoremas.

La demostración puede ser directa ó indirecta: direda si 
demostramos la verdad propuesta, pero indirecta si demostramos 
la imposibilidad del contradictorio.

Las demostraciones deben ser geométricas y no puramente 
algébricas, es decir, no por verdades que principalmente sirvan 
para las cantidades discretas.

Por ejemplo, no parece bien el aplicar inmediatamente el teo
rema de las proporciones numéricas: “Elproducto de los térmi
nos medios es igual al producto de los extremos,” diciendo: “ lue
go en una proporción de líneas rectas el rectángulo formado 
de los términos extremos La razón es evidente, pues la Geome
tría es una ciencia independiente del Algebra, aunque tiene una 
íntima conexión con aquella.

Con eso no diremos que no se pueden aplicar verdades que 
se han demostrado en general de todas las cantidades, sean nu
méricas, geométricas ú otras, aunque se traten especialmente en 
el Algebra; con tal que la demostración sea acomodada á la ín
dole de la Geometría elemental.

En cada teorema podemos distinguir hipótesis y tesis; la 
hipótesis espresa el sujeto completo, y la tésis el predicado de la 
proposición. Muchas veces el sujeto completo se enuncia como una 
condición y por eso se llama hipótesis.

Es costumbre poner corolarios, que son verdades, que s* 
siguen inmediatamente del teorema propuesto; pero si estas ver
dades se siguieran mediatamente, aunque es útil el saberlas, no 
son generalmente de grande importancia.

El orden de los teoremas exige no solo una lógica conse
cuencia sino que naturalmente se sucedan uñosa otros; si eeto 
falta habrá solo aglomeración de verdades matemáticas.

Aunque la Geometría sea absolutamente completa tratando 
solos los teoremas, pero no es perfecta si faltan los problemas, 
al menos elementales, pues constituyen una parte integral de la 
Geometría.
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»

XJn problema geométrico exige determinar gráficamente por 
cantidades dadas una figura geométrica; puede ocurrir el cons
truir, por ejemplo un triángulo, como también trazar líneas, de
terminar ángulos y puntos.

La solución de los problemas no ha de ser purameñte mecá
nica sino sobre todo científica, así abraza cuatro partes:

1* Análisis, que descubre el modo de ejecutarla construcción, 
indicando las relaciones entre las cautidades dadas y constru- 
yendas.

2a Construcción que ejecuta lo que se ha propuesto.
3a Demostración, que manifiesta ser verdadera la solución que 

ha dado la construcción y no presenta dificultad alguna si el aná
lisis es buena.

4? Determinación, que averigua las condiciones con las cua- 
, les el problema es posible, y cuántas soluciones diversas tenga.

La construcción y la demostración son partes esenciales. El 
análisis es necesario en los problemas mas difíciles, pero general
mente no es en los elemental es, porque en estos el modo de cons
truir es mas ó ménos manifiesto. La determinación supone mu
chas veces la trigonometría y un manejo práctico en las fórmulas 
trigonométricas, luego no se exige sino á los discípulos aprove-, 
diados.
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\ 1PARTE PRIMERA.

GEOMETRIA PLANA.
* i « J* 1 ' Ù *  /  r ‘ , v  î r  f . î

--------------------------------- ----------------------------------■---------------------' ' . f
Í  w  a '

1 C A P I T U L O  I... <w i A »*•,•■> m, - 1

’ Relaciones entre línea3 rectas.

\ •' í
§. I o ÁNGULOS.

.Explicaciones.
I a Se llama ángulo la magnitud de la inclinación de dos rec

tas que concurren en un punto. Las rectas se llaman lados y 
el punto de concurso vértice. El ángulo se designa por tres letras 
ó por una letra, (fig. 1) <£CAB, <£a, si no hay equivo
cación.

La magnitud de un ángulo depende de la inclinación de los 
lados y no de la magnitud de estos.

2* Se llaman ángulos adyacentes los que tienen un lado co
mún y los otros dos en línea recta (fig. 2) <£BAC y CAD.

3a Un ángulo que es igual á su ad}'acente se llama ángulo 
recto (fig. 3) <£BAC.

4“ Por analogía se llama (fig. 3) la recta BAD respectiva
mente á un punto A ángulo tendido.

oa Si dos rectas se cortan, forman ángulos opuestos por el 
vértice, los que tienen el vértice común y sus lados respectivos en 
linca recta (fig. 4) a  y y ; y ó.

Ga Los ángulos adyacentes también se llaman suplementa
rios, porque, como veremos, la suma de dos ángulos adyacentes 
es igual'á dos rectos.

7a Dos ángulos cuya suma es igual á un recto se llaman com
plementarios (fig. 5) ocj/3.

8a Todo ángulo menor que un recto se llama agudo (fig. 4) 
si es mayor que un recto se llama obtuso (fig. 4) <£/?. Ademas 

so dividen todos los ángulos en cóncavos y convexos: cóncavos
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los que son menores que dos rectos (fig. *1) /i; convezo« los quo
son mayores que dos íectos (fig. C) <^/?.

9“ Una recta que forma con otra un ángulo recto, s¿ dice 
perpendicular ó normal á esta (fig. 3) CA | BD. ' .

10a Bisectriz de un ángulo es la recta, que le divide en d^s 
partes iguales (fig. 7) DB bisectriz de <£ABG,

* ' * l f» '• . ' . ■ * • ' , ‘ K \ ' * . .11
J . . -

Teor* 1- (fig* S) Todos los ángulos rectos son iguales.

Hip.<£ABC=R y ^ A 'B 'C ^ R ,
Tes.<£ABC=A'B7C7

Dem. Prolongados los lados CB y C'B' sobre B y B ' y jjo- 
niendo B7 en B, de modo que B'C7 siga la dirección do BC y por 
consiguiente B'D' la de BD (Introd. I, 6. cor. 2), decimos que B'A ' 
coincidirá con BA; porque; cualquier otra posición de B'A' por 
ejemplo, como en la figura BA7 es imposible, puesto que seria;

ademas
luego

&  V< £ Á 'B C < A B C ' • ’
< A 'B C = A 'B D  y <£ABC=ABD (Iiip.) 

<£A'BD<^ABD lo que es absurdo.
■ti »% Y  W v .  ■ te i ■ r- ) i i »' 1 i j - « v ’ * -v - T i

Cor. Un ángulo tendido es igual á dos rectos.

Teor. 2- (fig. 9). La suma délos ángulos adyacentes es igual 
á dos rectos. ’ ‘ * f ' r ‘ 1} i : , ' ‘ ,v! 1 ■ r

V W V . , , i *'

, Hip- <£BAC y <£CAD son adyacentes 6 BAD línea recta.
Tes. <£BAC+CAD=2R. /

Dem.Siendo EAJ_DB será <£BAE=EAD —R 
de donde; <£BAE+EAD==2R
pero: <£B AC+CAD =BAE+EAD
luejo <£BAC+OAD=2B.

Cor. 1? La suma de todos los ángulos que se pueden formar 
á un lado de una recta y que tengan el mismo vértice es igual 
á 2R. La demostración es la misma que en el teor.

Cor. 2o La suma de todos los ángulos formados al rededor 
de un punto es igual á 4R; pues prolongando un lado cualquiera 
tendremos que valdrán también 2R los ángulos formados por la 
parte inferior del lado prolongado, y como los de la superior va
len también dos rectos, todos juntos valen 4R.

Cor. 3? Si la suma de dos ángulos que tienen el vértice y el 
Jado medio común, es igual á 2R, los otros dos lados estarán en 
línea recta (fig. 10). Siendo fr—}—yÉf= 2R, y prolongando BA sobre 
A, el ángulo que resulta es neces aña mente <T/?, porque debo 
ser un ángulo que añadido al sea igual á 2R.
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TeOr. 3* (fig* !#)• Si dos ángulos son iguale«, strán también 
iguales sus ángulos respectivamente adyacentes.

Hip. 1? <^ar=a7, 2? a, fi y ,/$ ' ángulos adyacentes.
Je*. < ÍP —P'

Dem <^a'-f-/c,= « /+ /S '= 2R  (liip.)
pero . <!fa— a
luego <£/?=;6'.

. * * t

Teor.4* (fig. 11). Ángulos opuestos por el vértice «on iguales.

Hip.<£ary « ', y (Tson ángulos por el vértice opuestos.
Tes.<̂ a=*=a', < /* = /? '

Dem. parte 1? / ? = 2 R = <*’-{-ft(1-2)
luego < ^ a = a '

parte 2* ^ 4  /̂ ==2R=/3 -|-ít (X» 2)
luego

í ■ ’ ■* ‘ , , *

Teor. 5. (fig* 12). En un punto de una recta no puede levan
tarse mas que una sola perpendicular.

4

Tes, Si CP I AB no lo será CD'

Dem. Si CDJ_AB se sigue que<^DCB=R 
luego <£ D 'C B < R  y 'd )'C A > R
luego CD> nunca es perpendicular á AB.

• „

§. 2* RECTAS PARALELAS.
«

Explicaciones. v 1
1“ Pos rectas se llaman paralelas si tienen la misma direc

ción, es decir, si la una es la norma para la otra en su situación.
Cor, 1. Por un punto fuera de una recta no se puede trazar 

sino una sola paralela á esta, porque la recta tiene una sola di
rección.

Cor. 2. Si tenemos una recta situada en un plano y tomamos 
en dicho plano un punto, la recta que pase por este punto y sea 
paralela á la dada, estará toda ella en dicho plano.

Si no fuere evidente sirva para demostrarlo:
La extensión de un plano es la misma en todas sus partes 

y en el mismo sentido; pero si la recta trazada no estuviera en 
este plano, el plano no tendría su extensión del mismo modo 
que la tiene en la parte donde se halla la primera recta, porque 
no podría tener en esta parte 1a misma dirección.
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* '
*' J _ t 1 ¿ é i i '  ’ 1 ' ,

Cor. 3. Dos rectas paralelas no se pueden cortar por • mas 
que se prolonguen, porque dos rectas que se cortan, no tienen la 
misma dirección.

g*. Las rectas no paralelas se llaman convergentes d diver
gentes: convergentes cuando se aproximan, divergentes cuando 
se separan. v ,

3 a Dos rectas cortadas por una tercera forman 4 pares do 
ángulos correspondientes, de alternos y de opuestos (íig. 13).

J n- n ' , ’ r i' * * - i
-C ’ i ' t >

Correspondientes son: a, ab./? c , < b d .

fin temos rud b,y
Alternos: •] Opuestos:

(externos cL« c ^

Los correspondientes tienen posiciones respectivamente se
mejantes, los alternos totalmente contrarios, los opuestos tienen 
posiciones contrarias solo relativamente á las rectas cortadas.

I

x > ’ 1 .  ̂ -"i * " . ;" f ; '» -t * ■ " 9 1 J 4 , . r  r I
, f 1

T eor. 6- (%* 13). Si una recta corta á otras dos, de modo, que 
dos ángulos alternos sean iguales, también los otros alternos y 
los correspondientes lo serán, y la suma de los opuestos es igual, á
m .- ' . • ; , • • -

Hvp. <̂ Ca— d. . . ,
¿* i•

.Tes,parte 1" <pb==y, d = a , c=j3. ■ ;
¿ * 1 '. ‘ i  » V . -

parte 2tt < fa = n ', b =Jj,c= y , d =á\

^  parte <£a-f- y= 2E , b-fd=2IL  

c-|-.a'=±2R, d -f  y fc2R .

f internos b,d 

(externos c d,/?

jVenu para la parte Ia parala parte 2" a

a -f-b=y-j-d=2R  
X>ero ñ = ó  (hip.)
luego b—

* t

para la parte 3“ a-f*^=2R
, « i  *

<5-f/=2R  (I. 2) 

pero ñ=S  (hip.)
I I

luego a-|-y=2R

Cor. Si una ecuación 
las demas ecuaciones lo

ar=ó (I. 4)
pero a = d  (liip.) 
luego a=o*.

Las demas demostraciones se
rán un buen ejercicio para los 
discípulos.

en la tesis propuesta tiene lugar, todas 
tendrán también.

[Es un buen ejercicio para los discípulos].
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Teor. 7* (flg* Í4). Si una recta corta á una de dos paralelas
eortará también á la otra.

*
4  ■ | *

Hip. A B ^D E  y CF corta DE en C.
. Tes. CF prolongada cortará AB.

Dem. Supongamos las tres rectas indefinidamente prolongadas, 
y veremos que para que toda la parte infinita de la recta CE paso á 
la parte superior de CF, es necesario que la CE varíe su dirección 
primitiva; puesto que para estar sobre CF será menester que la 
CE mude su dirección relativamente á CF.

Ahora moviéndose solamente CE paralelamente á sí misma 
hasta coincidir con AB, no ha variado la dirección relativa entré 
CE y CF, porque no se ha hecho en CE alguna mudanza en la 
dirección, sino solamente en el lugai\

Luego toda la parte de la recta CE no ha pasado á la parto 
superior de CF, y por eso estará CE cortada por CF también en 
su nueva posición, es decir en la recta AB; luego CF corta AB.

Teor* 8- (fig* Id). Si dos rectas, por mas que se prolonguen 
no se encuentran, son paralelas.

• f

H¡p. AB y DE* no se encuentran &a.
Tes. AB 4: DE. < i . >
Dem. Si no fuese DE=f: AB podría trazarse en un punto C de 

la recta DE una paralela a AB, sea CF, luego cortaría según el 
Teor. 7 ED á la recta AB, lo que es contra la hipótesis.

• r
\

Teor. 9* (fig* 15). Si una recta corta á otras dos de. modo 
que los ángulos altemos sean iguales, las dos rectas son paralelas.

Hip. <£a =  d. *
Tes. CD £  COr.

Dem. Porque si a — ó,también será (I. G), luego las dos
figuras DABD' y C'BAC son idénticas, porque tienen todos sus 
elementos iguales y de la misma manera colocados; y por eso 
si CD y C'D/ se cortarían á la derecha de AB, también se corta- 
rian á la izquierda; pero esto es imposible, luego no se pueden 
cortar en parte alguna.,

Cor. 1. Lo mismo tendremos si los ángulos correspondientes 
son iguales, ó si la suma de dos ángulos opuestos es igual á dos 
rectos; porque en esta hipótesis serán también los ángulos al
ternos iguales (I. 6. Cor.)

Cor. 2. Dos rectas perpendiculares á una tercera son parale
las, puesto que forman ángulos correspondientes iguales.

Cor 3. Por un punto situado fuera de una recta, una sola 
perpendicular puede bajarso á dicha recta; porque ti hubiera
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ademas de esta otra, ambas serian paralelas (Cor. 2), lo que es 
absurdo.

\. «

Teor. 10* (fig-16). Si una recta corta á dos paralelas, los 
ángulos alternos y correspondientes son iguales; la suma de los 
opuestos es igual á dos rectos.

Hip. AB + A'B'.
Tes. <£/?==* &a.

Dem. No siendo <^/3=a sea <^b=o', luego seria CD^: AB y 
habría por un punto E dos rectas paralelas a AB; lo que es ab
surdo. Pero si los alternos son iguales, también los correspon
dientes lo serán, y la suma de los opuestos sera igual á dos rec
tos (1.6). *

Cor. Una recta perpendicular á una de dos paralelas es tam
bién perpendicular á la otra (fig. 17).

v / » ‘
#V

Teor. 11. (fig. 18). Dos rectas paralelas á una tercera son pa
ralelas entre sí-

• Hip. AB + E F y  C D ^ E F ^ -ra r^
Tes. AB + CD. í  U  rv . V , y ?í C; ‘ i

• | Vi*. 1 *
Dem.' Siendo GH la secame de tres rectas tendremos: * • • \4é ► » *\ •/? * • " • v . V K ■ t \

\ 1 V r/ ' LX> * ,r
<La = y  y < Z fi= y § L 10), luego < ;«== 

de donde AB + CD .......
r  ti

§.3? CONSECUENCIAS ACERCA BE LOS ÁNGULOS 
. CONSIDERADOS EN Si Y EN LAS FIGURAS. **

Explicación.
Las figuras de que trata la Geometría plana son especial

mente las que están terminadas por rectas, luego: el triángulo 
que es una superficie totalmente limitada por tres rectas, el 
cuadrilátero, que es una superficie totalmente limitada por cuatro 
rectas, y en general los polígonos, es decir, superficies planas to
talmente limitadas por rectas, son objeto de la Geometría.

Las rectas se llaman lados, la suma de todos los lados perí
metro, y el punto donde concurren dos lados, se dice vértice; 
luego los polígonos tienen siempre tantos vértices, cuantos lados.

La recta que une dos vértices no adyacentes, se llama diagonal.
Los polígonos se dividen en convexos y cóncavos: convexos 

(fig. 23) aquellos cuyo perímetro no puede ser cortado por una • 
recta mas que en dos puntos, cóncavos (fig. 24) cuyo perímetro 
puede serlo en dos y mas puntos.
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- 12-
¡ t ,

Pura distinguir los polígonos de mas do cimiro lados se di
cen polígonos con cinco, seis, siete &a (n) lados; 6 pentágono el 
cjue tiene cinco, exágono el que tiene seis, decágono el que tiene 
diez, pentedeeágono el que tiene quince lados,

N ota. N o pondremos un capítulo especial de los polígonos en 
general, porque sus propiedades elementales son consecuencias 
inmediatas de las del triángulo.

i * J '' I , - i 1 !

%

Teor. 12. (fig. 10)* Dos ángulos formados por lados respecti
vamente paralelos son iguales 6 suplementarios.

Caso primero: los lados son paralelos dos á dos en un mismo 
sentido.

Hip. AB + A'B', AC^A'C '.
Tes. <JBAC=B'A'C '.

Dem. Júntese A con A7 y serán:
% •

<£BAD=B'A 'D  (I, 10.)
y <^CAD=C/A'D

luego: ’ BAD— CAD=BA/D— C'A'D
es decir: BAC=B/A'C/ . .

Caso segxindo: los lados paralelos tienen sentidos opuestos.
Dem. Formando del ángulo B'A'C' el ángulo opuesto por el 

vértice EA'F, tendremos la condición, y por eso <£BAC=EA/F.
Caso tercero: dos lados paralelos tienen el mismo sentido, y  

* los otros dos sentido contrario.
Dem. Formando del ángulo B'A'C' el ángulo suplementario 

B'A'E, tendremos la .condición, y por eso <^B'Á'E-|-BAC=2R.
t • " ’ * % *

Teor. 13* (fig. 20). Dos ángulos formados por lados respec
tivamente perpendiculares son iguales ó suplementarios.

/  ' Advertencia.Tomemos el caso mas sencillo, esto es que los
vértices coincidan en un mismo punto, y los lados sean perpen
diculares como en la figura

*

Hip.DB | AB y EBJ_CB • -
Tts, <£ABC-f-EBD=2R ,

Dem, <£ABC+CBE-}-EBD +D BA=4R (I. 2. cor. 2j. 
pero: <£C BE=R y <¿D B A =R  (hip.)
luego: * <£ABC-fEBD= 2R

Acerca de los otros casos sabemos que todos los ángulos, 
cuyes lados son perpendiculares á las rectas AB y CB, tienen 
sus lados paralelos á los del ángulo DBE (I. 9. cor. 2), y por eso 
son iguales ó suplementarios del ángulo DBE (1.12). Pero un ángu-
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*

lo que es suplementario de ángulo DBE, es igual á <^ABC, y el que 
os igual á <£DBE, es suplementario de <^[CBA.

Por ejemplo, <¡[HF(r es suplm. de DBE, luego igual $ ABC 
y <jrHFJ es igual á DBE, luego suplementario de ABC.

N ota. En un caso especial es fácil determinar si son suple
mentarios ó iguales.

- 1 3 -

Teor. 14- (fig* 21). La suma de los tres ángulos de un trián
gulo valen juntos dos rectos.

*

Tes. j3-\-y=2IÍ.
• « , * <

Dem. Trazando por el punto C la recta MN paralela á AB 
tendremos:

y /?= /? ' (I. 10)
ademas: /3 '= 2 R  (I. 2 cor. 1)
luego: a - ) -y  +  /?=2R .

Cor. 1. Un triángulo no puede tener mas que un ángulo rec
to ú obtuso.

Cor. 2. Dados dos ángulos de un triángulo .se conoce el 
tercero.

TeOr* 15* (fig. 22). Los ángulos de un cuadrilátero valen 
juntos cuatro rectos.

/ Tes. < B + D + B C D + D A B = 4 R .

y
luego
ó

Dem. <£B-
<£d -

B-
B-

-BCA+BAC=2R (I. 14).
-ACD-f CAD= 2R
-D +(BCA+ACD)+(BAC+CAD)==1R 
-D +B C D +B A D =4R .

Teor. 16- (fig* 23). La suma de todos los ángulos de un po
lígono convexo con (n) lados es igual á (n—2) veces dos rectos.

Dem. En un polígono convexo con (n) lados se pueden tra
zar de un vértice (n—2) diagonales, que dividirán todo el polígo
no en (n—2) triángulos, cuyos ángulos componen los del polí
gono. Pero los ángulos de cada triángulo valen juntos dos rectos.

Luego la suma de los ángulos de todoá los triángulos ó del 
polígono es igual á (n—2) veces dos rectos. (Véase la fig. 23).

Cor. (fig. 24). La suma de todos los ángulos de un polígono 
cóncavo con (n) lados es también igual ,á (n—2) veces dos rec
tos. La demostración general es un poco complicada; pero en 
casos concretos puede fácilmente descomponerse en (n—2) trián
gulos. (Véasela fig. 24).
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C A P I T U L O  II. 

Triángulos.

i

§ 4" PE OPIEDADES DE LOS LADOS Y ÁNGULOS EN
UN TRLÍNGULO.

Exploraciones.
1? Sabemos ya que el triángulo es una figura plana totalmen

te limitada por tres rectas.
2? Base es uno cualquiera de sus lados; vértice el punto do 

intersección de los otros dos; altura la perpendicular bajada desde 
el vértice á la base ó su prolongación.

3" Un triángulo es equiláterosi tiene todos sus tres lados 
iguales, isósceles, si tiene dos lados iguales, y escaleno, si todos
los lados son desiguales.

4a Un triángulo se llama rectángulo, si tiene un ángulo recto, 
obtusángulo, si un ángulo es obtuso, acutángulo, si todos los ángu
los son agudos.

5a Los lados que en el triángulo rectángulo forman el ángulo 
recto se llaman catetos, y el lado opuesto al ángulo recto - 
tenusa.

6a Un ángulo externo dé un triángulo se forma por un lado 
del triángulo y la prolongación de otro; luego, es suplementario 
del ángulo interior adyacente.

. : j t  ■ *, r 1 • *

Teor. 1. (fig- 25). El ángulo externo de un triángulo es igual 
á la suma de los dos ángulos opuestos interiores.

Tes. <£DCB=A +  B. '
* i •* ‘ » * f' r t f *

Dem. < £A + B + A C B = 2 R (I,1 4 ) .
ademas: <£DCB -f- ACB=2R
de donde: <£DCB + A C B = A + B + A C B  
luego: <^DCB=A-f-B. »

Cor. Los ángulos agudos de un triángulo rectángulo son 
complementarios.

v * . l , ■

’ ' r  |" j ■ *

Teor* 2* (fig- 2G). En un triángulo isósceles se oponen a los 
lados iguales ángulos iguales.

Hip. AC=BC.Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



JDem. Siendo CD la bisectriz del ángulo ACB, y haciendo 
que gire el /\CDB al rededor de CD, coincidirá BC con AC, por
que, el ángulo BCD=ACD y BC=AC, y por eso también DB 
con DA (Introd. I. G cor. 2); luego coincidirá el ángulo B con A, 
es decir, el ángulo A = B .  ̂ *

Cor. Un triángulo equilátero es también equiángulo, y cada 
ángulo igual á gK.

r

Teor* 3 (fig. 27). En todo triángulo á mayor lado se opone 
mayor ángulo.

Tea. <jrA=B.

Hip B C >A B .
Tes.4<£BAC>BCA.

* Dem. Tomando BD =BA y uniendo D con A tendremos: 
<^BDA=BAD, pero <£BD A>BCA (II. 1) 

luego <£BAD^>BCA y mucho mas lo será el ángulo BAC.

Cor. Solo el ángulo que se opone al mayor lado puede ser 
obtuso ó recto.

' ' —  l - ,
, , \  #

Teor- 4* A los ángulos iguales de un triángulo so oponen 
lados iguales.

Dem. Si un lado opuesto fuera mayor que otro, el ángulo 
respectivamente opuesto seria mayor (II 3), lo que es contra la 
hipótesis.

Teor* 5 . En todo triángulo á mayor ángulo se opone mayor 
lado.

Dem. Se opone al ángulo mayor ó maj-or lado ó igual ó me
nor; no puede ser igual, véase el Teor. 2, tampoco menor por ser 
contra el Teor. 3, luego mayor.

Cor. 1. En todo triángulo rectángulo la hipotenusa es el lado 
mayor. *

Cor. 2. La distancia mas corta entre un punto y una recta 
es la perpendicular que los une; porque toda otra recta será hi

potenusa en un triángulo, cuyo cateto es la perpendicular f̂ig. 28).

Teor» 6 29). En todo triángulo un lado es menor quo
la suma de los otros dos y mayor que su diferencia.

Tes. parte 1“ A C < A B + B C ; parte 2? A C > B C —AB.
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Dzm,para la parte 1" 
Prolongando CB basta A' 

de modo que B A '=B A  será: 
<£BAA '=BA 'A  (II 2) 

ademas: <^rCAA'>BAA' 
luego: ^TC A A '^B A 'A
luego: CA' ^>ÁC (II. 5)
6 AB+BC > A C

Dem. para la parte 2U 
Sea B A "= B A

luego <£BAA"=AA"B (II 2) 
luego: A A " B < 3  (1.14cor. 1) 

„  CA"A > R  
„ CA"A > C A A ''-

AC > C A "  
ó AC > C B — AB.

i

Cor. 1 (% . 30). Si tíos triángulos tienen un lado común y  
los otros dos hacia nn mismo frente, de modo que el uno com
prenda al otro la suma de los lados que mas so apartan del común, 
es mayor que la do los mas próximos, • ,

Dan. Prolongúese AD hasta cortar BC en F, y será;

A D +D C <A D +D E -|-E C <A B -)-B E -j-E C  
ó A D +D C <A B -}-B C

•Nota. <£A D C >A E C >A B C .

Cor. 2 (fig. 31). Si dos polígonos convexos tienen un lado 
común y los otros hacia un mismo frente, do modo que el uno 
comprenda, al otro, la suma de los lados que mas 6e apartan del 
común es mayor que la de los mas próximos.

Decimos AC-|-CD-j-DB>AE-¡-EF-}-FG-j-GB.

Dem 'A C -fC H > A E + E H  
EH f  H D +D  J > E F + P  J 

FJ+JK >F G -|-G K  
G K + K B > G B

luego: A C + C H + E H + H D + D J + F J + J K + G K + K B  # 

> A E -(-E H + E F + F J + F G + G K -l-G B
1 ' f i- ■ 1 K» ®

luego: A C + C D + D B > A E + E F + F G -| -G B . .

§. 5" CONGRUENCIA (IDENTIDAD) DE LOS TRIÁNGULOS,

é

JSxpl Dos polígonos se llaman congruentes (idénticos), si 
sobrepuestos coinciden, y  por eso tienen todos sus elementos res
pectivamente iguales y  del mismo modo dispuestos#
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M Respectivamente iguales” denota solamente que un elemento en
uno es igual a un elemento en otro.

Y ' '■ • 1 : . . * ;
Teor. 7- (fig- 32). Dos triángulos son congruentes si tienen 

dos lados respectivamente iguales ó igual el ángulo comprendido.

ffip AC=A'G',AB=A'B ',
Tes. /\AtiCSéA'B’ G'. ♦ * * 7 B #

Dem. Colocando el vértice A' sobre A y A'C7 sobre AC caerá 
A B' sobre AB, por ser iguales los ángulos A ' y A y los lados 
A'B' y AB (iiip.); luego los tres vértices del AA'B'G' coincidirán 
con los del A  ABC, y por eso AABCí^A 'B 'C .

Cor. Para la congruencia de los triángulos rectángulos^ basta 
que tengan los catetos respectivamente iguales.

-U .* .

Teor. 8. (fig. 32). Dos triángulos son congruentes si tienen 
Un lado igual y los ángulos adyacentes respectivamente iguales.

hip. AB=A'B ', < A = A ' y B = B '.
Tes.AABCs^AB'C'.

Dem. Colocando A'B' sobre AB de modo que coincida A' con 
A?y B' con B, seguirá A'C' la dirección de AC y B'C' la de BC, 
por ser el ángulo A'=*=A y B '= B ; luego el tercer vértice Cx coin
cidirá con C por ser el punto de la intersección de AC y BC, 
luegojA A B C ^A B ' C'. ‘ *>

Cor. Para coincidir los triángulos rectángulos, basta que ten* 
gan respectivamente iguales la hipotenusa y un ángulo agudo.

' • '
~t Teor. 9. (fig. 33). Dos triángulos son congruentes, si tienen 
los tres lados respectivamente iguales.

Hip.AB=A'B ', B C =B /C/, CA=C'A'.
Tes.\AA B C ^A B 'C '.

Dem."¡Si endo AB el lado mayor en el A ^B C  y por eso A'B' el 
en el A-á/B'C' sabemos que los ángulos A yB  son agudos ( I I 3 cor.), 
luego también A' y B' lo serán.

Ahora coloquemos A'B' sobre AB, de modo que coincida A' 
con A y B'tconJ;B, y que caiga el vértice C' á diferente lado que 
C; luego serán <^CBC'<^2R y CAC'<[2R y por eso la recta CC' 
cortará á AB. ..

Así dispuestos los triángulos darán:

— 17—
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luego: 
luego: 
es decir:

— 18—
BC=BC' y AC=AC' (liip.) 

<£C'CA=CC'A y C'CB^CC'B (II 2). 
<£C'CA+C'CB=CC/A +  CC'B. 
<¡;ACB=AC'B=A'C 'B/.

< . »- .
Luego tenemos dos triángulos que tienen dos lados respocti- 

Tamente iguales 6 igual el ángulo comprendido, y por tanto son 
congruentes (II 7).

Cor. Para coincidir los triángulos equiláteros, basta que ten
gan un lado respectivamente igual.

' »• • * • ' * ' ** # . . ’ . „ — '■ t •
Teor. 10. (%• 31). Dos triángulos son congruentes, si tienen 

dos lados respectivamente iguales é igual el ángulo, que so opo
ne al mayor lado. „ ,. ..1 t

JJip. AC=A'C ', BC=B'C ', <£B =B ' 
ademas A C > B C  y A 'C '>B 'C '. ,

Tes. ^ABCSáA'B'C'.

Dem. Pongamos el <^B' sobre B de modo que B'C' so ajus
te con BC, luego C' caerá en C, por ser B'C'— BO (hip), y B'A' 
seguirá la dirección de BAl; ahora digo que A' caerá precisamente 
sobre A, y no á la derecha en D, ni á la izquierda enD '; pues si 
no lo fuese,

sea 1? k! en D; de donde: 
. C D =C/A/=C A  

luego CAD=CDA

pero < ¡fC D A >B  (n  1.) 
luego < £C A D >B  
luego C B > C A  ( I I 5.) 

lo que es contra la hipótesis

ó sea 2? A! en D '; de donde: 

C D '=C 'A '=C A  
luego <^CD'A=CAD/ '  
pero < £C A D '> B  ( I I 1.) 
luego <^CD'A]>B 

luego C B > C D ' (LE 5.)
ó C B > C A

lo que es contra la hipótesis.*

Luego caerá precisamente A' sobre A y por eso

♦AABC^A'B'C'.

Cor. Dos triángulos rectángulos son congruentes^ si tienen 
respectivamente iguales la hipotenusa y un cateto.
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• t S. G? RELACIONES ENTRE TRIANGULOS QUE TIENEN
COMUNES SOLO DOS ELEMENTOS.

»* \ ’ ‘ r ;  ' K v -  •

0* t ;j*' ■ f * i í t 'í; “*’• * r *
Teor. 11* (fig* 35, 36, 37)w Si dos triángulos tienen dos la

dos respectivamente iguales y desigual el ángulo comprendido, el 
tercer lado será también desigual y de los dos, mayor el que se 
oponga á mayor ángulo. .

Rip.AB =A 'B ', B C = B ,C/, <^A B C >B '.
Tes.AC > A 'C /. • *

Dem. Poniendo el triángulo A'B'C' entre ABC, de modo que 
caiga A' en A y B' en B, caerá la recta B'C' por dentro del ángulo 
ABC, por ser el ángulo B '< A B C ; y el punto C' puede tener tres 
posiciones: . ‘ - •

Ia en el lado AC (fig. 35) donde es manifiesto que AC^>A'C' 
(-A C '). .

2a fuera del ABC (fig. 36) en el punto C'.
, \

Juntando C con C'será B C '=B 'C '=B C  ; ' 
luego <^BCC'=BC'C, pero B CC '>A CC ';* ’ i.- ' » *

„  <£BC'C>-ACC' y mucho mas AC 'G>ACC';

„  A C >A C ', es decir . A C > A 'C '. • -
3.“ dentro del AABC (fig. 37). Juntando C con C' será, por 

ser BC '=BC:I . * •
. # i  •

. <£BCC'=BC'C, luego B C 'C < R  (I, lá, cor.l) 
además <£A C 'B<2R , luego A C 'C > R  (I. 2, cor. 2)

\ luego <JCAC'C>ACC' luego A C > A C '

es decir A C > A 'C '. ’
t

Be otra manera: A C + C A ^ A C '-f-C 'B  (II 6, cor. 1) 

pero: BC=BC', luego AC^>AC\

— 15»—

Teor* 12- Si dos triángulos tienen dos lados respectivamente 
iguales y desigual el: tercero, se opondrá al mayor lado el mayor 
ángulo.

Dem. Los ángulos no son igualesj porque en este caso serían 
los triángulos congruentes; ademas el ángulo que se opone al 
mayor lado, no puede ser el ángulo menor, porque según el teor. 
11, el lado correspondiente sería el menor (contra liip.), luego 
dicho ángulo es el mayor.
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Teor. 13* (%• 38). Una recta trazada en el triángulo isós
celes desde el vértice hasta la base que satisface á una de las 
tres condiciones—ser perpendicular á la base, Idividir ú esta en 
partes i g u a l e s , ser bisectriz del ángulo del vértice,—satisface á las
otras dos.

Dem. 1? Si BDJLAC, será A ^ B D ^ C B D  (II, 10, cor.)
2? Los mismos triángulos son congruentes, si AD=0DC (I I9.)
3o Supuesto que el ángulo ABD=CBD, tendremos lo mismo 

(II 7). Pero sabemos que en el caso de congruencia se cumplen 
todas las condiciones juntamente.

Teor. 14. (fig. 39). Los puntos de la perpendicular levanta
da en el medio de una recta equidistan de los estreñios de esta.

Hip. A C =CB y DCJ_AB.
Tes.AP =B P .

Dem. ¿\ACP=BCP (II 7), luego: A P=B P.
Cor. Todos los puntos fuera de la perpendicular no equidistan 

de dichos puntos; porque juntando un punto cualquiera M con 
B y A será el ángulo NBC=NAC, por ser NB=NA, luego el 
ángulo M A B > , MBA y por consiguiente MB^>MA (II 5).

Teor. 15. (fíg. 40). Los puntos en la bisectriz de un ángulo 
equidistan de los lados de esta.

Hip. <£BAD=CAD y PM ! AB, PN | AC.
Tes. PM =PN.

Dem. En los triángulos formados son dos ángulos respec
tivamente iguales por hipótesis, luego también: <JA PM =A PN ; 
ademas AP es un lado común, luego /\APM£=APN (II 8), y por 
tanto PM =PN.

Cor. Todos los puntos fuera de la bisectriz no equidistan de 
dichos lados; porque juntando dicho punto con el vértice los 
triángulos formados fuesen congruentes (II, 10 cor.) y por tanto 
la recta trazada bisectriz dfel ángulo, lo qUe es contra la hipótesis.

§. 8o PROBLEMAS ELEMENTARES.
• •

Advertencia. Como las demostraciones de los teoremas supo
nen ciertos principios, así suponen también las construcciones 
de los problemas ciertos postulados, los cuales son dos:

§. 7? CONSECUENCIAS IMPORTANTES.
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1* Entre dos puntos trazar una recta determinada ó inde
terminada.

2? Trazar con un radio dado un arco ó un círculo.
i . ,

Problema 1? (fig. 41). Dados los tres lados a, b, c, construir el 
triángulo. #

Constr, Trazada AB=a describamos desde A un arco coifel ra
dio c, y desde B un arco con el radio b; uniendo el punto C don
de los dos arcos se cortan con A y B, será ABC el triángulo pe
dido.

Dem. Supuesto que los tres puntos A, B, C no están en la mis
ma recta, evidentemente tendremos un triángulo en el cual A B =a 
BC=b y AC=c.

N ota. Según (cap. II, Teor. 6) seria el probloma imposible, 
si la suma de dos de las rectas dadas fuese menor ó igual á la 
tercera.’

• > ' * • v

Próbl. 2? (fig, 42). En un punto A de una recta MN formar 
un ángulo dado fl.

Constr. Tomando en los lados del ángulo /3 dos puntos C y D, 
unámoslos con la recta CD. En la recta MN tomemos A E=BD  y 
describamos desde A con el radio BC y desde E con el radio DC 
dos arcos, el punto G donde se corten, unámosle con A y E; el án
gulo GAE será^l ángulo pedido.

M  A e a g = d b c  luego <£EAG==/J.
* . ' - - ' ' • -• ■ ‘ 1

* % f •

Probl. 3? (fig. 43). Por un punto dado A trazar una paralela 
á la recta dada MN. t  . ,

Constr. Juntemos el punto A con MN por una recta AB, tra
cemos otra AC de modo que el ángulo BAC=ABM y será CD 
la recta pedida.

Dem.<£BAC=ABM, luego DC + MN (1,9.)

Probl. 4? (fig. 44). Dividir un ángulo dado BAC en dos par
tes iguales.
r " s 1 ♦ J; "

Constr. Tomando A F =A E  describamos desde E y F con el 
mismo radio dos arcos que se corten en G; juntemos G con A, y 
la recta AG será bisectriz del ángulo BAC.

Dem. Juntando el punto G con E yF será :
A A FG S éAEG (119). 

luego ' <p?A G =F A G
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Prohl. 5. (fig. 45). En un punto dado A de una recta MN le
vantar una perpendicular á esta.

Constr.Tomando AD—AC y describiendo desde D y C c o n  
un mismo radio dos arco3 que se corten en E, juntemos E con 
A y será EAJJtfN.

Dem.A  EAB3SEA0 (II 9), luego: <^E A D =E A C =R .
* « ti * * ~ •

/ ,

Probl 6o (fig. 46) Desde un punto C fuera de una recta AB 
bajar una perpendicular a esta.

Constr.Describamos desde C un arco, que corte á AB en 
dos puntos E y F, y desde E y F otros dos arcos de igual ra
dio, que se corten en G, y juntando C con G será CG I AB.

Dem. Júntese O con E  y F, ademas G con E y F, y ten
dremos:

A E C G ^F C G  (n  9.) luógo: <JECD =FCD
ademas A EEE isóscele, luego: CDJJEF (II. 13).

Probl. 7.‘ (fig. 47). Dividir una recta dada AB en dos partes 
iguales... . . .  - •

Constr. Describiendo desde A y B con un ‘mismo radio arcos, 
que se corten en O, y con otro radio desde los mismos puntos ar
cos que se corten en E, júntese C con E hasta cortar AB en D 
y será AD =BD .

r \ i  '

Dem. A a c e = b c e  (n - 9)> luego: <^AGD=BCD.
ademas ¿\A.CB isósceles, luego: A D =D B  (II. 13).

- Probl. 8. (fig. 48). Dividir un ángulo recto ABO en tres partes 
iguales.

Constr. Tomando en el lado BC un punto cualquiera E descrí
banse desde B y E con el radio BE dos arcos, que se corten en D, 
júntese D con B y trazada la bisectriz BF del ángulo DBE, 
dividirán las rectas DB y FB al ángulo recto en tres partes 
iguales. ' . ■> . • - .

* * 1 :
Dem. A b d e  es equilátero (Constr.) luego: -^ D B E = §R  

(II. 2 Cor.) luego <T D B A =i R y por ser BF bisectriz del ángulo 
DBE será también < £D B F = F B E = i R.

*
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C A P I T U L O  III.

Par alelógr amos.

§ 91 PROPIEDADES FUNDAMENTALES.

Explicaciones.
1* Se llama paralelógramo el cuadrilátero, cuyos lados opues

tos son paralelos. ' .
2* Un paralelógramo, que tiene todos los ángulos rectos es 

un rectángulo; y será cuadrado, si tiene ademas todos los lados 
iguales.

3* Un paralelógramo será un rombo si tiene los lados igua
les y los ángulos adyacentos desiguales.

4? Se llama romboide el paralelógramo, cuyos lados son 
desiguales como también los ángulos adyacentes. ,.

o? Trapecio es un cuadrilátero, que tiene dos lados paralelos 
y otros dos no.

6“ Trapezoide es el cuadrilátero, que no tiene lados paralelos.
7? Altura de un paralelógramo es la perpendicular entre los 

lados opuestos, los cuales se llaman entonces bases. *
8? Altura de un trapecio es la perpendicular entre sus la

dos paralelos.

TeOIV 1 -(ñg-49). En todo paralelógrama los ángulos opues
tos son iguales. : •

1 . 1 , * » .

' Eip. ABCD un paralelógramo.

Tes.<̂ A=C yB=D .
JDem.

luego

A + B = 2  R. (I. 10) 
A + D = 2  R. 
A + B = A + D  

B = D

D -fA = 2  R (I. 10.) 
C + D = 2  R 
D 4 -A = C + D  

A = C  ’
A

Teor- 2* (fig- 50). La diagonal divide al paralelógrama en dos 
triángulos congruentes.

* • ~1 ’ * \
ffip. ABCD paralelógramo y DB diagonal.
Tes. A B C D ^D A B
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Dem. < B D A = D B C  y <£ABD=CDB (I. 10) y BD un la 
do común, luego /\BAD=DCB \II. 8).

Teor* 3- (fig. 50). En todo paralelógramo loa lados opuesto* 
son iguales.

•

Hip. ABCD un paralelógramo
Te«. AB=DG y AD=BC.

Dem. Trazada la diagonal BD será
ABADSáBCD (XII. 2) 

luego . AB=D C y AD =BC
4  -

Cor. Dos paralelas tienen igual distancia en ,toda su exten
sión, puesto que trazados dos perpendiculares éntrelas paralela» 
forman con estas un paralelógramo (Def. 1“).

r _ \ * ■ 3 ,■

T eor. 4 ‘ (fig* 51). Los diagonales del paralelógramo se divi- 
den mutuamente en dos partes iguales.

Tes• AO=OC y BO^OD.

Dem. AB=D C (III. 3)<£OBA=ODC y <3COAB=OCD (L 10) 

luego A a033=C O D  luego: A O = O C yB O = O D .

TeOr* 5* Un cuadrilátero, será paralelógramo:
1? Si los ángulos opuestos son iguales.
2o Si dos lados opuestos son iguales y paralelos.
3? Si los lados opuestos dtf d<*9 eñ dosson iguales.
4o Si son iguales dos lados opuestos y dos ángulos opues

tos también. / ^  (. <** , /
5? Si las diagonales se dividen mutuamente en dos partes igua- 

los«
: ’ Caso 1? (fig. 49) Hip. A = G  y B = D .

Dem, ' .. A + B + C + D = 4 R  (I. 15)-

pero A = C  y B =  D (hip)
luego 2A-|-2B=4R y 2D-f-2A=4B.
ó A + B = 2 E  y D + A = 2 R .

y .

y por eso AD ^BC y A B^D C (L 9. cor. 1.)

Caso 2? (fig. 50). Hip. A B =D C  y AB + DC.

Dem. Por ser AB + DC será <DABD=CDB (I. JO),
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luego A ABD= CDB(n - 7) y Por e9° <^ADB=C1)D ; 
luego A I) 4= BC y por hipótesis es ya AB 4: 1)(J.

Caso 3? (fig. 50). líip. A B = D C  y A D = B C ,

Dem. A a b i >= c :d b  (n-'O)

luego < fA B D =C D B  y < A D B = C B D
° ^  AB + CD y " AD + C B tI. 9.)

Caso4? (fi. 49). Hip. AB + DC y <£A=C.
Dem. AB^D C (hip.)

• luego < A 4 -D = 2 R  y B + C = 2 R  (1 .10.)
,» A +  D=B-)-G1 >,

\ I ,  ' ' * J, - * * *
. > j M ** f >

pero por ser A = C  (hip.) será D =B , luego tenemos el caso I o 

Caso 5? (fig. 51). Hip. AO=OC y DO=OB. *. ,

Dem. ¿A O D ^ C O B  y ¿\A0B9íC0D. (H. 7.) 

luego AD—BC y AB=DC, lo que es el caso 3°.
o

,  r ■, ^  i-• *f ¡ ' •• • ,  >Q
Teor. 6. (fig. 52.) El paralelógramo que tiene un ángulo 

recto es rectángulo.

Hip.ABCD un paralelógramo y <^A =R.
Tes. <£A==B==C==D=R. ' . ..

> v

Xtem.<^A-}-B=R, pero: <£A =R , luego: <¿£B==R• . . ' f r *. % X
<£B-f-C=R, pero: < £ B = IV  luego: < ^ C = ll
<£C-|-D=R, pero: <^C =R, luego: < £I)= R .

i ^  1 1 . • ■ i ■ . '■*

í . ■ 1 '
_ Teor- 7 . (fig* 52). En el rectángulo las diagonales son iguales. 

Tes. AC=BD.
,v ■ ■ ‘ ■’

Dem. /^BAD=CDA (II. 7), luego ,AC=BD.
^ ‘ - * , »-I*

t * * v T , i _ kJ  ' ■ t, , 4 w ¿ 1 4 1 „ , - ,

T eor. 8* (fig. 52). Un paralelógramo, que tiene diagonales 
iguales, es un rectángulo. • . ♦

Hip. AC=BD  
Tes. <^BAD=R& a.

I
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Dem. A BAI)=CDA (H. 9) luego <^BAD=CDA 
ademas <£BAD-f CDA=2R (liip.) luego 2BAD=2R.
ó <^B A D =R =C D A  &a. (III. 6.)

Teor* 9* (fig. 53). En el rombo los diagonales son perpen
diculares.

Hip. AB=*=AD.
Tes.ACJ_DB.

Dem. /\J)AB isósceles (liip.), ademas D O =O B (III. 4), 
luego AO ! DB ( I L 13.)v —

Cor. En el cuadrado las diagonales son iguales y perpendi
culares; pues es un rectángulo equilátero.

4f 1 , '
TeOr. 10* El paralelógramo que tiene las diagonales per

pendiculares entre si y desiguales es un rombo; pero será cua
drado si las tiene perpendiculares é iguales.

Darte 1«! (fig. 53). Hip. ACJJDB. Tes. A D =A B .

Dem. D O =O B (III. 4), ademas: AQ 1 PB hip.; 
luego: A D =A B  (II, 14.)

Parte 2* Dem. En dicha suposición el paralelógramo será 
rectángulo (III. 8.) y juntamente equilátero (hip.) luego será un 
cuadrado.

Teor. IL Dos paralelógramos son congruentes, si tienen dos 
lados respectivamente iguales é igual el ángulo comprendido*

Dem, Por medie de las diagonales opuestas al ángulo igual 
los paralelógramas pueden descomponerse en dos triángulos 
congruentes y del mismo modo dispuestos; luego serán con
gruentes.

Cor. Dos cuadrados son congruentes, si tienen un lado igual,
dos rectángulos; si tienen dos lados adyacentes respectiva-» 

mente iguales,
dos rombos, si tienen iguales un lado y un ángulo.

.§ 10 CONSECUENCIAS IMPORTANTES*

Teor« 12. (fig. 54.) Cuando por el punto medio de un lado do 
un triángulo se traza una paralela á otro cualquier lado, dividirá al
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mitad del lado paralelo.

, Hip. AD =D B y DE + AC ' ’
Tes p. Ia BE=EC, p. 2a DE=£AC.

Dem. Trazada EF ̂  AB, será DEFAunparalelógramo, y por eso 
ABDE==EFC> por ser D B = D A = E F  ó iguales loa ángulos ad
yacentes.

De donde para p. 1! BE=EC,
para p. 2* DE=FC,
ademas D E =A F  (ID. 3),
luego 2DE=FC-f-AF=AC ó D E = J AC.

Cor. La recta que une los puntos medios de dos lados de 
un triángulo es paralela al tercero; pues tirando por D una pa
ralela á AC pasará por E que es el punto medio, luego juntando 
D con E, la recta tirada será paralela á AC.

Teor. 13. (fig, 55). Si por el punto medio de uno de los la
dos no paralelos del trapecio se traza una recta paralela á los 
lados paralelos, el cuarto lado quedará dividido en dos partes igua
les; y ademas la recta trazada será la semisuma de los lados 
paralelos.

Hip. BC *  AD, BE=EA y EF *  AD.
Tes p. I a C F =F D  p. 2a E F = *  (BO+AD).

Vi*
Dem. Trazemos por F la recta FH 4= AB y prolongando FH 

y BC hasta que se corten en G serán:

de dónde para» p. I a: A G F C ^H F D ,
por ser B E =G F —E A =F]J y dos ángulos adyacentes iguales, 

luego C F=FD ; ademas CG=HD.
1 J r JJ ^

Para p. 2* tendremos:

Cor. Si por los puntos medios de los lados no-, paralelos de un 
trapecio se traza una recta, esta será paralelará los otros dos la
dos; pues tirando por E una paralela á AD pasará por el pun
to medio F, luego juntando E con F la recta tirada será paralela 
á AD.

BGFE, EFHA y BGHA paralelógramos;

E F = B G = B C + C G  
E F = A H = A D —HD
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Teor- 14• (fig. 50). En todo cuadrilátero son iguales y parale
las entre sí las rectas, que \inen los puntos medios de los lados ad
yacentes de dos en dos. • *. * . .

Ilip. B E = E A  y B F =FC  
A G = G D y CH =H D  
Tes.EF 4: GIÍ y E F =G H

Dem.Uniendo C con A tendremos:

y EE + AC y E F=*A C  (III. 12. cor).
GH4= AC y G H = U C  

luego: 7 GH + E F y  G H =É F.
fu ¡ í ~7i •

Teor. 15- (%• 57), Las partes de una secante interceptadas
por paralelas, que equidistan, son iguales.

* ,
• *

H¡p. AB rj: A 'B ' 4̂  &a: las perpendiculares ab, cd, ef, gli son igua
les entre sí. #

Tes. a c = = c e = e g = g i
, V 0. fhjfr -;r¿ í--;*r>Kr [é * • ' ,[ ' ’ ; /'►£

Dem. /\abe =  c d e ^ e fg  — ghi (II. 8.) *

luego: ac =  c e = e g = g i .

Cor. 1. Si una recta cortada por paralelas queda dividida en 
partes iguales, las paralelas equidistan unas de otras; puesto que 
tendremos los mismos triángulos congruentes.

Cor 1. Si varias paralelas dividen á una recta en partes igua
les' también dividirán en partes iguales á todas las otras secan
tes; puesto que equidistan (cor. 1).

% »

§ 11. PROBLEMAS ELEMENTARES.

JProbl. 1? Construir un cuadrado dado el lado.
2? Construir un rombo dado el lado y un ángulo.
3? Construir un rectángulo dados dos lados.
4? Construir un romboide ciados los lados y un ángulo.

La resolución de estos problemas supone la construcción de 
un triángulo dados dos lados y el ángulo comprendido, lo que 
es fácil.

Probl. 5“ (fig. 58). Construir un trapecio, dados los cuatro la
dos a, b, c y d, siendo los primeros y los paralelos, los otros 
c y d los oblicuos.

Análisis. Siendo CABD el trapecio pedido, y trazado AE ̂  BD, 
serán todos los lados del ¿\CAE dados :CA=c, A E =d, C E =(b-a); 
ya se vé que formado el A  CAE se puede construir el trapecio.
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Conetr. Trazado CE=(b—a) descríbase desde C y E con los 
radios c y d dos arcos que se corten en A ; prolongado CE bas
ta D de manera que CD=b, tírese AB ̂  CD ó igual á la recta a 
desi ms júntese A con C y B con D y seráCABD el trapecio pedido.

, * / , * s
, Dem. 1? CABD un trapecio por ser AB^CD  (consi r '

i .

2 atiene los lados dados 
AC*=c, AB=a, C D =b y a ^ b  (constr.) 

luego resta demostrar que B D = d
. ' ED =CD —CE =b— (b-a )= a

ademas A B = a  y AB ̂  ED (constr.)
4 . + » t  ♦

luego EABD un paralelógramo (m , 5 caso 2?), de donde se sigue 
que AE=BD ; ya sabemos por construcción que A E =d, 
luego también B D =d. .. ' t _: j ,

. | J ^  t , f ~ r ♦ . r . J  ■ v  L ' . ■ 1 r i ' f  # M '  jf

Determ. La posibilidad del trapecio depende del ^CAE, lo 
que es posible si

1?# a no es igual á b.
. 1 . °

2» si ( a - b ) > c- £ V

Cambiando los centros para losradios c y tendremos otro 
triángulo, pero congruente con el primero, y por tanto el trape
cio que [resultará sera también* congruente con el primero.

§ 12. APÉNDICE AL CAP. II. y III.

Los cuatro puntos notables (te un triángulo.
• _t # i

, I. (fig. 59). Las bisectrices de los tres ángulos de un triángulo 
se cortan en un mismo punto.

Hip. OB bisectriz del <£B, OA del <£A.
jTes.OC bisectriz del <£U. ,.v

• Dem. Siendo ODJ_AB y OEJJBC y OFJ_AC,

será: OD=OE y O D =O F ( I I 15), luego OE=OF,

de donde ¿\OEC=OFC (II, 10, cor ), luego OC bisectriz.
r * f  . . . V  - " l  f

* t r 'f >  ** r '  . f-, / \ r '  ' f -  - * «• J * ‘ V ' - u • i••• • ■ ■ ■ •
»! ; V -v "Vil ? ' f • ■ ■. H

II. ff. 60): Lastres perpendiculares levantadas en los pun
tos medios de los lados de un triángulo concurren en un mismo 
punto.• i ■ í i t .
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Hip., AB=D B, BE=EC, CF=FA.

y ODJ_AB, OEJ_BC.

2Í;«. OFJLAC.
i «

J)e,m. Júntese O con A, B, C será:

OB=OA y OB=OC (II, 14) luego OA=OC. 
»demas: A F =C F  luego: /\AFO=CFO
de donde: <£A F O =C F O =R  ó OFj_AC.

m .  (fig. 61.) Las tres alturas de un triángulo ce cortan 
en un mismo punto.

Hip. BDJ_AC, CEJ_ AB, AFJJBC
Tes. BD, CE, AF concurren en un punto O.

* i .'V - , ■ --i - " J- W f l l ■

Dem. Trazadas^ por A, B y C paralelas á los lados opuestos 
«e cortarán en los puntos G, H, J, que forman un triángulo, por
que las rectas á que son respecti vamen te paralelas también lo forman.

De donde se sigue que las alturas del /\ABG son perpen
diculares á los lados del ¿\JGH;

, 4 I ■ 4
ademas: BC—AG y BC=AJ (III. 3.) luego AG =AJ,

A C =G B  y AC =B H  ( „  ) „  GB=BH,

AB=H C y AB=CJ ( „  ) „  HC=CJ.

Luego las alturas del /^ABC son las perpendiculares media
nas á los lados del /\JGH, y por eso se cortan en un mismo 
punto (II).

Expl. La recta que en un triángulo une un vértice con el la
do opuesto, se llama trasversal; si vá desde el véatice á la mitad 
del lado opuesto se llama mediana.

IV. (fig. 62), Las medianas se encuentran en un mismo punto

Hip. BE=EA, B D = D C ,C G = G A
Tes.Rectas que unen A y D ,  C y E ,  B y G  se cortan en 

el mismo punto O.

Dem. Trazadas AD y CE, juntemos E con D y ademas 
H ó J los puntos medios de OÁ y OC entre sí y con E y D y 
gerán:

HJ + AC y HJ=JAC (III. 12 cor.) 
y ED + AC y ED=JAC
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Luego: H J^ED  y H J=ED  luego: EDJH uu paralelúgrxmo
(III. 5).
de donde; O D =O H =H A  (III. i  éliip.) ó A 0 = 2 0 D = 3 A D  
y O E=O J+JC „ - ó CO—.2 0 E = J 0 E

» < ’
Lo que vale de AD y CE, valdrá también de AD y BG 

pues la demostración es la misma, luego BG cortara AD en un 
punto O' donde AO/= 2 0 /D =  §AD, pero parnfAD existo iiq solo 
punto que tiene esta propiedad, luego O' sera ol punto O es decir 
BG pasará por O.

f ■ y

------- -------------

C A P I T U L O

CírculOi

§ 13., PROPIEDADES FUNDAMENTALES.

Explicaciones}
1* Sabemos ya, que el círculo es una figura plana totalmen* 

te'cerradade una curva, cuyos puntos todos equidistando otro 
interior llamado centro. La curva se llama circuvftrencia, la dis
tancia igual del centro radio, y una parte cualquiera de la cir
cunferencia arco.2“ Cuerda se llama toda recta que uno dos puntos de la 
circunferencia, y será diámetro,si pasa por el centro; el cual por 
tanto será igual á dos radios. . . .

3“ Secante es una recta ilimitada, que corta á la circunferencia 
en dos puntos.

4“ Tangente es la recta, que aun prolongada indefinidamente 
tiene un solo punto común con la circunferencia.

5“ Sector es una parte del círculo limitada por dos radios y 
un arco.6? Segmento es una parte del círculo limitada por un arco y 
una cuerda.

I a Angulo central tía llama aquel cuyo vértice está en el 
centro.

Cor 1. Todos los radios de un mismo círculo son iguales, 
luego también todos los diámetros.

Cor 2. No hay mas que un centro en uu círculo; porque
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juntando en otra snposicion estos dos centros por medio ' de un 
diámetro común se seguiría, que los radios no fueran iguales en 
un círculo relativamente al mismo centro, (fig. G3) SiOA=OB, 
sera O 'A ^ O 'B .

Cor. 3. Los círculos trazados con los mismos radios son con
gruentes, puesto que poniendo un centro sobro otro coincidirá 
una circunferencia con otra. , ,

\ \ t ■ '« ■ ■ y ' \  i. r' * * ■' í f i » y  1 f» i! ‘ í ' y . : 'i í> 1 , *
i f  j, < * t , m

Tdor. 1- (fig. 63) El diámetro divide al círculo en dos partes
congruentes.

Den). Doblando la parte ADB por el diámetro AB, necesa
riamente coincidirá ADB con la parte inferior, porque en otra 
suposición los radios en un mismo círculo no serian iguales.

TeOP. 2. (fig« 63). El diámetro es mayor que cualquiera 
otra cuerda.

f * i  í  1 1 l  í 1 i  *■ í k

Tes. A B > F G .

Dem. Juntando F y G con el centro O, tendremos: 
O F + O G > F G  (II 6)

pero O F-fO G =A B  luego A B > F G .

. i ' / * ; - . . a f J vf r ■ pj
T eor. 3« (fig- 61). En circunferencias iguales ó en nna mis

ma circunferencia ángulos centrales iguales tienen también igua
les los arcos, cuerdas, sectores y segmentos,

, , , , ‘ ; , ■1 ♦ , j,

Hip. O B = 0 'B ' y < £ A 0 B = A '0 'B '= F 0 G .
. Tes. aro. A D B =A 'D 'B '; A B = A 'B '

segmt. ADB=A'D 'B '; sect. AOBDA=A'0'B 'D 'A '.

Dem. Poniendo O' en O y O'B' en OB, caerá O'A'enOA, 
por ser «s^A'O'B^AOB y O 'A ^ O A  (bip.), luego caerá el are. 
A 'D B ' en ADB puesto que los círculos soñ congruentes, y A'B' en 
AB ó todas las partes sobre sus! correspondientes.

Lo mismo vale relativamente del ángulo FOG.
\ 4

, . - \ i

# ’ , » \

T eor. 4« (fig* 64). En circunferencias iguales ó en una mis
ma circunferencia arcos iguales tienen iguales los ángulos cen
trales, cuerdas, sectores y segmentos.

Dem. Poniendo O' en O y A'O' en AO, caerá citare. A 'D 'B ' 
en ADB por ser iguales, luego todas las partes caerán sobre 
sus correspondientes.

C or.E l teorema recíproco vale también completamente de 
las cuerdas, segmentos y sectores iguales y se demuestra por me
dio de la superposición. - . ’
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í e o i ’ . S. { %  tío). En circunferencias iguales 6 en una míshlti 
circunferencia a mayor arco corresponde mayor ángulo central 
y mayor cuerda, si el arco es menor que la Semicircunferencia.

Hip. are. At)B^>FGE y AO=FO\
Tes. <5:A0B > F 0 'E y A B > F E .,

Vem. Colocando O' en 0  y (VE sobre OÁ, ademas arc.'FGE 
en la dirección del are. ADB,. caerá el punto E entre A y B 
por ser are. FGE<^ADB; sea v* gr. en el punto E', luego juntan
do E' con 0  y A ser¿m:

1? <£FO'E=AOE' y 2? F E =A E '
pero < A O £ '< A O B  y A E '< A B  (II, 11)
luego <£FO/E«<'AOB y FE<^AB*

Teor. 6* (fig» 6o)* En circunferencias iguales ó en tina mis
ma circunferencia! el mayor ángulo central tiene arco mayor y 
también mayor cuerda, si es menor que dos rectos*

Hip. <£A O B >FO 'E  y AO =FO '. . •
1 Tes. are* A D B ^ F G E  y AB^>FE<

DennPoniendo O ' en O y O'F en O A, caerá O'E dentro 
• del <JA0B por ser <£FO'E<¿AOB, sea v. gr. en 0E', luego jun

tando E' con A tendremos:

are. AÍ>E'=<=FGE y A E '=F E  
tero are. A D E '< A D B  y A E '< A D  (II, 11)
luego are. FGE <¡^ADB y F E < A D .

■i f 9 * . + 4 m

Cor. Lo mismo vale de las cuerdas desiguale^ relativamen
te á los arcos y ángulos centrales, lo que so demuestra de la 
misma manera*

§ 11 PROPIEDADES DE LAS c u e r d a s .
’: ' 'i

♦ ■ 1 / * ^ í- ^  ̂  f w

S  i  <• i é .

TéOÍ. 7. (6g- 66). El radio perpendicular á una cuerda di
vide en dos partes igüales á estíq al áíigtiío central y al arco 
correspondiente* .< ■* . .

Ilip. O C JA B
Tes, AD=DB, <^AOC=BOC y are. AU=CB.

Dem. /\AOB isósc£lo£ y OD_j_AB (hip.) »

luego /  * A D =D B  y <^AOC=BOC (II* 13), 
de donde are. AC— CB (IV. 3).
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Teor- 8- (fíg. 66). El radio que divide á una cnerda éíi do* 
partes iguales, es perpendicular á esta.

Hip. 'A D =D B  
Tes. OCJ_AB

Dem. AAOB isósceles y A D =D B  (hip.) luego OC I Ai) 
(1113). *“

Cor. 1. La recta perpendicular á la cuerda en su punto 
medio pasará por el centro; porque la recta, que une O con D se
rá perpendicular a AB.

Cor. 2. El radio, que divide al ángulo central en partes igua- 
les,' dividirá también en partes iguales al arco correspondiente 
(IV. 3) y ála cuerda (II 13).

Cor. 3. Lo que vale del ángulo central vale del arco (IY 4.)

Teor. 9. (fig. 67). Los arcos comprendidos entro cuerdas 
paralelas son iguales.

1 i •

Hip. • AB *  CD.
1 es.are. AC==arc. DB.

Dem. Bajando desde O el radio OE perpendicular á la» 
cuerdas paralelas, tendremos:

are. ACE=BDE (IV 7.) 
y are. CE = D E

luego: are. ÁCE—are. CE=:arc. BDE—are. DE
ó are. AC=arc. BD.

' - * ** i * ' , . - *T *■
* >

Teor- 10. (fig- 68). Cuerdas iguales equidistan del centro.

Hip. A B =C D ? 0EJ_AB y OFJL.CD.
Tes. OE=OF. * . . .

JDem. A E =JA B  y CF=JCD (IY 7)
. »  ■ ( * ■1

luego A E =C F por ser AB=CD  (hip.)
ademas OA=OC y <^OEA—OFC—It (híp.)
luego /\OEA^OFC (II, 10 cor.), luego OE=OF.

Teor. 11. (fig- 68). Cuerdas equidistantes del centro son 
Iguales. »

Hip.OE=OF, OEJj YB y OF_|_CD.
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D a n .¿\OEA~OFC (II, 10 cor.), luego AE=*0F 
poro 1 AE=JAB y C F = 1CD (IV. 7)

luego A B =C D .
> ,

Teor. 12- (fig. 69.) Si dos cuerdas son desiguales, la mayor 
está mas cerca del centro.

Hip. A B > C D , OEJ_AB y OF_l_CD.
Tes. O E < O F .

Dem. Siendo BG =D C y OHJ_BG, serán:
O H > O J > O E  pero O H =O F (IV 10) 

luego. O F > O E .
V

Teor. 13* (fig. C0). De dos cuerdas es la mayor la que mas
se acerca al centro. :t .

Dem.La cuerda AB por el Teor. 10 no puede ser iguala CD; 
por el Teor. 12. no es menor, luego será mayor.

t ' *■’ ,
i i % , ■ i [  , \

Teor* 14. (% . 70) Tres puntos que no están en línea rec
ta.. determinan la posición de una circunferencia.

Hip.B, A y C no están en línea recta.
Tes. Por B, A y C puede pasar una circunfeienciay no mas. 

« «
Dem. Siendo M el punto medio de AB y N de CA, y ademas 

MP | AB y„NS 1 AC, sabemos que todas las circunferencias que 
pasan por A y B, tienen su centro en MP; del mismo modo to
das las circunferencias que pasan por A y C tienen su centro 
en NS (IV, 8 cor. 1.)

Luego si una circunferencia pasa juntamente por B, A y C 
tendrá su centro solo en el punto O donde se cortan MP y NS, 
lo que siempre tendrá lugar porque PM no es perpendicular 
á AC (hip. y I  10 cor.)

En efecto pasará una circunferencia por B, A y C, puesto 
que O B=O A =O C ( I I 14): luego una sola puede pasar puesto 
que un solo centro O es posible.

• § 15. SECANTES X TANGENTES.

Teor. 15. (fig. 71) La secante no tiene mas que dos puntos 
comunes con la circunferencia.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



Dem.Si D fuera un tercer punto, aeria 
OB=OA—-OD

y poí tanto <£B— A = d  lo que es contra II, 1.
Cor. Por tres puntos que están en línea recta no puede 

pasar una circunferencia.

Teor. 16- (fig. 71). La recta perpendicular al radio en su 
punto extremo, es tangente á la circunferencia.

. * ♦ i
Hip.AOJJVÍN.
Tes. MN es tangente, ó tiene solo el punto A común con 

la circunferencia.

Dem. Para todos los otros puntos deMN, por ejemplo B ten
dremos siempre OB^>OA por ser <£A =R , luego ningún otro 
punto está en la circunferencia.

T eor. 17- (%• 71). La tangente es perpendicular al radio 
dirigido al punto de contacto.

M r ' - r ' .

Dem, Todos los puntos de NM ademas de A están fuera del 
círculo (hip ), luego O A es la .distancia mas corta desde O hasta 
M Nypor tanto OAJJNM (II, 5 cor. 2).

Cor. 1. Por un punto de una circunferencia no puede tirarse 
mas que una tangente; puesto que por el punto A no se puede 
levantar al radio OA mas que una perpendicular.

Cor. 3. La recta cuya distancia al- centro es mayor que ol 
radio, no tiene ningún punto común con la circunferencia; pe
ro si la distancia fuese menor que el radio, dicha recta tendrá 
comunes con la circunferencia dos puntos, y por tanto será se
cante. Un efecto, en el primer caso el punto mas cercano está 
fuera de la circunferencia, luego ningún otro punto puede estar 
en ella; en el caso segundo el punto mas cercano está dentro 
de la circunferencia, luego la recta prolongada la cortará en dos 
puntos.

§. 16. ÁNGULOS.

Explicaciones.
* *

1? Se llama ángulo inscripto, aquel cuyo vértice esta en la 
circunferencia y sus lados son cuerdas.

2? Se llama ángulo semiinscriptoel que ademas de tener su 
yértice en la circunferencia está formado por una tangente y una 
cuerda.

3“ Se llama ángulo tanr/ential aquel que está formado por 
dos tangentes,

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



Teor. 18- El ángulo inscrípto es igual á la mitad del án
gulo central formado sobre el mismo arco.

Advertencia: tres casos pueden ocurrir1? (fig. 72): que' el centro esté en un lado del ángulo ins
cripto.

2? (fig. 73): que el centro esté dentro del ángulo inscripto: 3? (fig. 7á). que el centro esté fuera del ángulo inscripto.

Tes. < B A D = < £  J BOD.

J)em. Caso 1? < £B O D =A +B ; pero < £A = B  (II 2) 
luego <CBOD=2A ó <3CA=£BOD.

Caso 2? Trazada la recta AOE serán:
< B O E = 2B A E  y <^D0E=2DAE 

luego <jfBOE-f LO E=2(B AE+LÁ E)=2B AD
6 <£BOD=2BAD ó <£BAD=JBOL.

. / ,, > j ( ,  ̂ A , * C Tí i .

Caso 3o Trazada la recta AOE serán:
<ÍBOE=2BAE y <£LOE=2LAE 

luego <^)BOE—DOE=:2(BAE—D A E )=2BAD
ó <£BOD=2BAD ó <£BAD-=JBOD.

Cor. Los ángulos inscriptos sobre el mismo arco son iguales.

Teor. 19* (fig* 7o) El ángulo inscripto, cuyos lados'abrazan 
una semicircunferencia, es recto.

Hip. are. ADB semicircunferencia 6 la recta AOB diámetro.
Tes, <£A D B =R

Dem. Trazada la recta LOE serán:
<5LAOE^=2ADE y <EBOE=2BLE 

luego <^AOE-f-BOE=2  (ADE-j-BDE)= 2  ALB
ó ' 2R=2ADB ó ADB—R

% r,  *. 1 : - r i ( , - t 1 i \

.* ■ *■.• ■ ».* -V v ' . t ■ i i * • .» • ■ .*. v-ít
T eor. 20. (fig* 76). El cuadrilátero inscripto en una cir

cunferencia tiene la suma de dos ángulos opuestos iguala dos 
rectos. . . .

T e s . L = 2lt

Dem. Tírense los radios OA y OC y será:

<£D=|<£; cóncavo AOC y <^CB=J<£ convexo AOC,
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luego <£D +B=¿(<£cóncayo AOC-(-<íconvexo AOC)=-2R.
» *

. : i í „■ f ' J ; m ‘ r

Teor. 21* (fig. 77) El ángulo semiinscripto es igual á la 
mitad del ángulo central formado sobre el mismo arco.

Hip. AT tangente en el punto A.
I,

Tes. <5(BAT=1B0A.
Dem. Trazado OD | BA será: 
< £D O A +D A O =R =D A O +B A T  (IV. 17). 

luego <^DOA=BAT pero <£DOA=IBOA (IV. 7).
luego <£BAT=¿BOA. :

* « ■ # , . I .

Teor. 2 2 . (fíg. 73). El ángulo tangencial queda dividido en 
clos partes iguales por la recta que une el centro y el vértice do 
este ángulo; ademas las tangentes son iguales.

Hip. AC y AB tangentes en los puntos C y B.
Tes.<̂ OAB=OAC y AB=AC.

* • i /

Dem. Juntando O conC y B tendremos:
<^O BA=O CA=R (IV. 17)

luego ’ AOABSáOAC (II. 10. cor.) 
y  por tanto 1? <VOAB=OAC, 2° AB=AC. -'7

% y % r %

"*• ir -• , *• - ** - *

§. 14. DOS CIRCULOS.
* é . í v  ̂ l#; j , « ij 1 K. . , 8 > • - \ \ í.*1 - / /  * i* s -

Explicaciones:

1? Se llama finca central la recta, que une los centros do 
dos círculos.2? Dos círculos se tocan si tienen un solo punto común, 
pero se cortan, si tienen, dos puntos comunes. .

3? En los teoremas denotamos por C la central, por R el 
radio mayor y por r e í radio menor, excepto los casos en donde 
R = r. * . .

Cor. Dos círculos no pueden tener dos puntos comunes situa
dos en la central, pues si así fuese tendría al menos un círculo dos * 
radios desiguales.

Teor* 2 3 . Dos círculos no se 'pueden cortar en mas que
dos puntos, „

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



r  * •
-> *

; Dem. Dos círculos no se pueden cortar en tres puntos qu©
están en línea recta (IV. 15.); ademas no se pueden cortar en 
tres puntos, que no están en una recta, »puesto que ellos determi
nan un círculo (IV. 14). Luego se cortarán solamente en dos pun
tos. ' . '

• ' 1 ’ . .  ’ ■ . ■. V * '
T©or- 24- (fig. 79). Cuando tienen dos circunferencias uti

" punto común en un lado de la central, lo tienen tambieil en el 
otro. ‘ ■

Hip. O y O' los centros de los círculos que tienen el punto 
A común.

Tes. Hay otro punto común debajo de 0 0 ',

< Dem. Bajando desde A una perpendicular á 00 ', sea AB, 3 prolongando AB basta A ', de modo que B A = B A ;, digo, 
que los círculos se cortan también en A'. , *
* Para demostrarlo unamos 0  y 0 ; con A y A', y serán:

v w  É * . * . < , . ,

A O B A ^ O B A M I. 7.) luego C A =O A '
.... , . ... . XO 'BA ssO 'BA '( „  ) „  0 'A = 0 'A '

v ‘> - — 39— •

A
De donde se sigue; que A' es un punto que pertenece á las cir

cunferencias, cuyos centros son O y O'. , ,
v Teor. 25- * (%• 79), La cuerda común á dos círculos es per

pendicular á la central y queda dividida por esta en dos partes 
iguales. .

' Hip. A A' la cuerda común.
Tes. AA 'J_00' y AB=A'B . • v , • ; . ,

Dem. AO AO '^ íOA'O' (H  9) , r
luego <^AOB=Á'OB; ademas OA—OA' (hip.) 

luego 1? 0BJ_AA' y 2? AB==A'B (H 13).

*T eor. 26- (fig. 80). Dos círculos se cortan si juntamente 
se verifica:

■ ' C { < B + r
Hip.O el centro del radio B y O' el del r, ademas Ii5lr 

Dem. Caso 13(fig. 80a) B^>C. \
' i . 1 - - ■ 1 ^ . . , . ■■

Siendo O A — OAWEfc, donde A  fuera de 0 0 '  (hip.), será

* Este teorema se puede expresar
Tres rectas determinan un triangulo si la suma de dos es rñd* 

yor que la tercera, y su diferencia menor nuc aquella t luego es el in
vertido de TI¡ G.
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jra=0'JB, es decir > O yA; pues si fuese 0 'A = r , SGria R—r = 0  
(contra bip.), ó si fuese 0 'A > r  por ej. r= 0 'M , seria R—r =  
OO'+MA, luego: R—r>>0 (contra bip.); luego será el puntoH 
fuera de O'A. .

Ademas siendo también 0 'B '= r , estará Jel punto B' dentro
O ' y A' por ser r—R.

Abora desenvendo una semicircunferencia encima de OO' des
de O con el radio R = O A = O A ' tendremos una curva continua en
tre A y  A '; haciendo lo mismo desde O' con el radio r = 0 'B = 0 'B / 
necesariamente cortará la semicircunferencia que nace, á la pri
mera en Un punto encima de OO', porque cada curva continua en
tre B ' yB y encima de OO' debe cortar á la primera circunfe
rencia. ,

Caso 2® (fig. 80b) R = C .
Siendo R=*00' (—OA)=O A', donde A se confuudo con O' 

(bip.) será por tanto r= 0 'B , es decir ^>0, lo que es evidente; ade
mas siendo también 0 'B '= r , estará el punto B' dentro de O'A/
por ser ri¿R.

Abora describiendo &a palabra por palabra como arriba.
I

Caso' 3? (fig. 80c.) R<^C.
Siendo OA=OA'==R de donde A estará entre O y O' (bip.) 

y. será O 'B ^ i^ O 'B ', es decir ]í>0 'A ; pues si fuese 0 'A = r y 
seria R-f-r=M30' (contra bip.), ó si fuese 0 'A^>r p. epl.' r = 0 'M, 
seria R-j-rrsOA-f-O'M, luego: R -f-r< [O 0 ' (contra hip.)

Ademas el punto B ' donde 0 'B '= r  estará también entre
O' y A ' por ser rí?R.

Ahora describiendo &a. palabra por palabra como arriba.
Luego dos círculos bajo la condición: O j tienen un

punto común en un lado de la central, y por lo tanto lo tienen 
también en el otro (IV 24) 6 se cortan.

Teor. 27* (fíg‘ 81). Dos círculos se tocan exteriormente, si 
C = R + r .

Hipé C = 0 0 = R - f r ,  O es]el celitro’paraRJv'D'/para r*ademas 
R ^ r .  ' ’ «

Dem. Siendo O A=R, Será 0'A==r, luego estos dos círculos 
tienen común el punto A, y ningún otro fuera de¿la recta O (Y, 
pues seria Ó O '<¿R -fr (contra bip.)

Ademas digo, que se deben tocar exteriomeníe, porque le
vantando en A la recta NM perpendicular á OO', sabemos que 
NM será la tangente común (IY 17), y por eso todos los puntos «1 d círculo, cuyo centro O' estarán á la derecha y los del otro
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círculo a la izquierdá ríe MN, y por tafo lo el primé? círculo nd 
puede cortar al seguncto ni estar comprendido en él.

Teór. 28. (fig. 82). Dos círculos se tocan interiormente si0= 11- 1%
Mp. C = 0 0 '= R —r; O el centro ara R y O' para r, R^>r.

¿hm. 1? O' está dentro del círculo mayor puesto que 0 0 '<Mt. 
2? Prolongando 0 0 ' hasta que corte al círculo mayor 

en A, estará también el punto A en un punto del círculo menor»
puesto que 0 'A = R -jk00 ' §
pero 1*=R—00 ' (hip.)
lueco . r—O'A,
es decir, A un punto común para los dos círculos.

3* Las circunferencias no tienen ningún otro punto común: no 
en la misma recta por ser IT>r, tampoco fuera de esta, pues si 
lo fuese seria 00 '^ > R ~ r; luego los dos círculos se tocan.

4? Se tocan interiormente, porque levantando en el plinto 
A una perpendicular á 0 0 ', sea MN, será esta tina tangente á 
los dos círculos (IV 10), y por eso los círculos están al mismo 
lado de MN, de modo que el círculo menor e§tá todo en el ma
yor; puesto que para todo otro punto P esceptó A de la circun* 
ferencia, cuyo radio es mayor, vale siempre 0 'P ]>r,
porque 0 0 '^>R—O'í*
pero 0 0 '= É —r
luego 0 ‘Í*^>r, y jio? tanto esto tendrá lugar mucho más j*ara ÜÜ 
punto fhéfa del círculo mayor, por ej. I*'.

Cor. La perpendicular ifá • la central de dos círculos en el 
punto de contacto es la tangente común á estos; porqué los ra* 
dios forman la central.

Teor* 29. (fig. 88) Dds círculos son totalmente citeriores si 
C > R + r .

H i p . K > r  y C = 0 0 '.
• ,

Dem. Tómese entre O y O' un punto D de modo que Ó D > lt  
y 0 'D > r  lo que es posible por ser 00']>R-|-r (hip:), y levan
tando en D la perpendicular MN, sábeteos que todos los pun
tos de MN están fuera de los dos círculos, luego si uno está en 
un lado de MN, estará otro en el ludo ̂ opuesto de MÑ, y por 
tanto son exteriores uno de otro.

ÍTéor. §6 . (fig. 84). Dos círéulos son totalmente interiores 
Uno de otro, si C < R —r.
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Hip. E > r  y C = 00\
Dem. 1? O' está dentro del círculo mayor, puesto que

0 0 '< R .
2o Para un punto cualquiera P de la circunferencia, cuyo ra

dio es el mayor, tendremos siempro C T ^ r ,

porque 0 0 ']> R —O'P y O O '^ R —r
luego R— O 'P-^R—r
luego 0'P^>r
y por tanto con mas razón para un punto fuera del círculo ma
yor, por ej. P '; luego todos los puntos del círculo menor están 
dentro del círculo mayor.

; f . ■ v ^  i „■ ■ \ '■ í

Cor. Cada uno de los teoremas desde el teor. 20 hasta el 
teor. 30 vale recíprocamente; la razón general es porque en 
otra suposición tendremos una contradicción con uno ú otro de 
dichos teoremas, en los cuales todos los caso3 posibles están es
tablecidos.

Yamos á ver en particular:
1? Si dos círculos se cortan sera juntamente C j < I t + r  

> E —r

Dem. C^>lt-(-r fuera contra 29; C =R -f-r fuera contra 27 
C<^R—r „ 30; C = R —r fuera „ 28.

2? Si dos círculos se tocan exteriormente, será C=R-j-r.

Dem. Suponiendo que C>R-|-r fuera contra 29,
( C ]>R —r contra 20,

„ C<^R-l-r seria: -<6 C = R —r „ - 28,(6 C < R —r „ 30.

3o Si dos círculos se tocan interiormente, será CÍ==R—r#
1 r *

Dem. ^Suponiendo que C<^R—r fuera contra 30.
( C^>R-|-r contra 29,

„ C>>R—r seria: <6 C = R -j-r  „  27,
( ó C < R + i’ „ 20.

4o Si dos círculos son totalmente exteriores uno á otro, será 
C > R + r .

¿  ̂* ■ 9 n%

■ Dem. Suponiendo que C=R-)-r fuera contra 27,
. • ( C > R —r contra 20,

„  - C<^R+ r seria: -< 6 C =  E— r „ 28,
(ó  C < R —r „ 30.

C < R —r.
Dem. Suponiendo que C = R —r fuera contra 28,
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( C>R-J-r contra 29, 
C > R —r seria < ó C =  R-j-r ,, 27,

( ó C < R + r  26.

$ 18. PROBLEMAS ELEMENTARES ACERCA DEL
CÍRCULO.

' • •
1 1 ' I } J * , , , ¿

ProbL 1. (fig. 85) Dividir un arco dado en dos partes iguales '
Constr. Levantemos en D, punto medio de la cuerda AB, una 

perpendicular á esta, y donde esta corte al arco AB en el punto E 
será are. AE=BE. , f

Dem. DF es pexpendicular á- la cuerda AB en su punto 
medio y por eso pasa por el centro (IV. 8, cor.), luego es el ra
dio perpendicular á la cuerda y por tanto divide al arco corres
pondiente en dos partes iguales (IV, 7).

i •

ProbL 2o (fig. 86). Hallar el centro de una circunferencia ó 
un arco.

Constr. Siendo A, C y B  tres puntos de la circunferencia 6 el 
arco dado, y D y E los puntos medios de las cuerdas respectivas, le
vantemos en D y E perpendiculares á AC y CB sean DM y EN, 
y prolongando estas hasta que se corten en O, será O el centro *

Dem. DM 1 AC en su punto medio, luego pasa por el centro 
ademas EN \BO en su punto medio, luego pasa por el centro, 
y por eso el centro estará en el punto O donde se cortan.

• # . ' /
Próbl.3 (fig. 87). Trazar una circunferencia que pase por tres 

puntos A, B y C que no están en línea recta.
■ ■V 1 * . Ti*. ,

Constr. Siendo D y E los puntos medios de AB y CB, y le
vantando en D y E perpendiculares, unamos el punto O donde 
se cortan con B, y describamos desde O con OB una circunferen
cia que pasará también por A y C.

Dem. Uniendo O con A y C, sabemos que O A =O B =O C  
(II II), luego dicha circunferencia pasa también por A y C.

ProbL4. Por un punto dado en una circunferencia dirigir una 
tangente á esta.

i

Pesolucion. Sabemos que la tangente es perpendicular al ra
dio en el punto do contacto (IV 17); de lo cual fácil se dedu
cen la construcción y demostración.«s

ProbL 5 (fig. SS). Desde un punto A fuera de-un círculo di
rigir una tangente á la circunferencia. *

Constr. Uniendo A con O describamos al rededor de AO co-♦
y
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•rao diámetro una circunferencia, y juntando los puntos D y B' 
donde se corten las dos circunferencias, «oran AD AB' tangen- 
te^al.i^rculo primero.

; ¿¿m . Uniendo O con B y B' será <£AB0=R=s=AB'O (IV 19)
•Ííh'eg$& AB y AB' tangentes (IV 16).

yrobl. G. (fig. 89). Describir una circunferencia tangente i\ 
los tres lados de un triángulo dado ABO.

Constr, Tracemos las bisectrices del <£ A y B y desde el pun
to O, donde se cortan bajemos una perpendicular á AB sea OD; 
ahora describamos desde Q como centro una circunferencia con 
OD y tendremos el círculo pedido,

Dem. Bajando desde O perpendiculares á AC y BO, senu 
estas OE y OF, tendremos: OE=01)==OF (II 15), fuego la eir* 
eunferencia trazada pasa por los puntos D, E y ademas AC | OE, 
BC 1 OF, AB 1 OD (Constr.), lue£o dichos lados son tangen
tes a la circunferencia trazada,

Probl.7 (flg, 90). Desoribir sobro unu- recta dada m un arco 
capaz de un ángulo <*; es decir; sobre dicha repta ooino cuerda 
describir un arco, de modo que todos los ángulos insoriptos, cuyos 
lados pasen por los puntos entremos de la recta dada, sean igua
les al ángulo dado a,

Constr.Siendo AB=m , tracemos en el punto medio D la 
recta PC 1 AB, y haciendo el <^DEG=£=or tracemos B J^ G E ; 
desde el punto O, donde se cortan DO y B<J, describamos con 
OB una circunferencia, y será el aro. AKB el podido.

Dern, I o L a . circunferencia pasa por A por ser AD==BD 
(II 14).2? Uniendo un punto cualquiera H del are. AKB con A y B 
será < A H B = J A O B  (IV XS)=* (IV 7)=*D E G (J *10) 
*=r<£ar(Constr )•

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



C A P I T U L O  V .

Areas de las figuras rectilíneas.

Explicaciones.
1* Para determinar el área de una figura, esta debe medirse.
2? Medir una extensión es determinar cuántas veces Ja uni

dad de medida está contenida en ella. \
3* La unidad de medida es arbitraria; generalmente úsase 

el metro relativamente á la longitud* de una línea.
4* Por unidad para, medir las áreas tómase el cuadrado, cu

yo lado es la unidad de longitud.
5a Cuando queremos medir un triángulo, cuadrilátero ó en 

general un polígono por el cuadrado de la unidad, es menester 
reducir estas figuras al rectángulo; y por eso debemos averiguar 
cuándo las figuras rectilíneas son iguales, es decir, cuándo tienen 
el área igual, aunque no sean congruentes,

G* Suponemos que las .figuras congruentes son iguales , ó tie
nen el área igual, lo que es evidente. -¡

7* Un rectángulo ABIJO (flg, 93) se denota muchas veces 
por dos letras opuestas AD ó BC.8* La proyección de una recta AB (fig, Ola) respectivamente 
á otra recta MN se obtiene bajando de A y B perpendiculares 
á MN, y la parte CD será la proyección; luego (fig. 91b) AD es 
la proyección de AB á MN,

9“ Se llama medida común de dos cantidades la que está 
perfectamente contenida en aquellas; y será la mayor común me
dida, si toda otra cantidad mayor np está perfectamente conte
nida en las dos.

§ 19. MEDIDA COMUN DE DOS RECTAS.

Probl. (fig. 92), Hallar la mayor medida común entro dos 
rectas dadas a y  b.

Resol. Determinemos cuántas yecos la recta menor b esté 
contenida en a; sea m veces y el resto c; después cuántas veces c 
en b, sea n Teces y el resto d; luego cuántas veces d en c^sea 
p veces y el resto e; en seguida cuántas veces e en d, sea r 
veces sin resto; y tendremos e como la mayor medida comuu.

Dem. 1? e es una medida común entro a y ]>,
Nota; m, n, p, r son números enteros,
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Tenemos: 
a=mb-¡-c 
b=nc -f-d 
c= p d  -}-e 
d=re

De donde se saca:
e está perfectamente contenida en d, puesto qued=ro
e ................................................. en c, por serlo en pd
e.................. . ................. ...........en b, „  „ en he y d
e ................................*........... .... en a, „  „ en mb y c.
/ '2? e es la mayor medida común entre a y b.

Si e no fuese la mayor medida común entre a y b, sea 
£^>e; de donde se seguiría que f estaría perfectamente conteni
da ene, porque lo está cabalmente en a=anb-j~c, pero también 
en mb, luego en c; ademas en d, porque en b = n  c-j-d, pero 
también en nc, luego en d; por la misma conclusion tendríamos 
que f estaría perfectamente contenida en e; porque en c=pd-j-e, 
pero enpd lo liemos visto, luego en e; lo que es contra la supo
sición que sea f^>e, ¿De dónde es este absurdo resultado? No 
de las conclusiones que son exactas, luego de la suposición, que 
sea P > e para mayor medida común.

“i1

Ejemplo conciefco (íig. 9G).
*- i ■, ■ ■ "j,

A B =2C D +E B  luego EB*=11.TB 
CI’= 1 E B + 6 D  y CI>=1«.JB 
EB=2(xD-i-JB y A B = «J 1 Í 
G D=5JB

Advertencia: I a Podemos determinar de otra manera la me
dida común entre dos rectas, tomando la unidad de medida, y 
viendo cuántas veces una parte de ella está contenida perfecta
mente en a y  b; para hallar entonces la’ mayor común medida 
es menester determinar según las reglas del álgebra el máximo 
común divisor.

2a Puede suceder, como veremos, que las dos rectas no ten
gan una medida común, y en este caso se dicen incomensura- 
bles.

3a Como sabemos por el álgebra, son también números in- 
eomensurables, v. gr. 2 y \/2; i>or esto muchas veces seespresau 
las rectas incomensurables por números que lo sou.

4n Este método para determinan’ la mayor medida común 
aplícase á todas las cantidades que pueden medirse.

§ 20. MEDIDA DE L  RECTÁNGULOS.

T eor. 1. Si la altura y base de un rectángulo están espre- 
sadas por números que tienen relación á la unidad de longitud, 
el producto de la base por la altura expresará cuántas veces la 
unidad de área está contenida en el rectángulo; ó en otras pa
labras: El área del rectángulo es igual al producto de súbase por 
su altura.

Tres casos pueden ocurrir: ,

r
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- 4 t —
r . . Bila altura y la básese expr san por números enteros, 

2? si una ó las dos por mimeros fraccionarios,3? si una 6 las dos por números ineomensurableS-.
*

Dom. para el caso 1° (fig. 03a). Sentía unidad de longitud 
Aa( =  AE) m (3) veces contenida en ACy en AB s 5) vetes; tra
zando por E una paralela á ÁG el Rctg. AE está s(5) veces con
tenido en el Rctg AD; pero el cuadrado de la unidad Ab está 
veces contenido en el Rctg. AE, luego el cuadrado de ia uiiidüd 
Ab está contenido en el Rctg. AD ms(lo) veces.

*

Caso 2? (fig. 93b) puede reducirse al primero.
Sea 'la unidad de longitud Aa - veces contenida en AC y

— veces en AB, 6 9̂ veces en AC y — veces en AB. q sq J sq .
De donde re sigue que el lado del cuadrado cuya longitud

= — (=Áa),  está perfectamente contenida en AB y lo mismo en ’
AC, luego dicho cuadrado (AJÍ) está contenido r .q .p .s  veces en 
el Rctg AD.

Ademas el cuadrado, cuyo lado =  — ( =  está contenidosq v
en el cuadrado de la unidad Ab según el caso 1? (sq)2 veces. 

Luego tendremos:
Rctg. A D t^r.q .p .sX D M ? y ( ^ X D A b ,

luego Rctg. A D = r .q .p .s X ^ js X D A b = = ^ Q A b .

Nota. Si solamente un lado se expresa por un número frac
cionario, la demostración será la misma.

Caso 3o (fig. 93c).

Dem. 1® Siendo ambos lados incomensurablcs, es decir, ex
presados por números irracionales, por ej. A B = y /7  y A C = #  5, 
será el valor del Rctg. AD =\/7.^5.

V7-=2,645751.... r5==l, 709975....
Tomemos para Á B yÁ C  los valores aproximados: 2,64 y 

1,70 y multiplicando tendremos un producto que se aproxima al 
valor justo del Rctg. AD; luego procediendo así podemos ha
cer que la diferencia entre el valor exacto y el aproximativo sea 
menor que toda cantidad asignable.

De donde debemos concluir que el valor exacto del Rctg. 
AD se expresa por el prod acto \/l. ú'5. .
f> Lo que vale de dichos números valdrá de todos los otros 
ncomensurables.

J)em. 2“ mas científica suponiendo (Cap. VI § 21.)
• Eiendo m y n los números incomensurables que expresan los
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lacios AC y ÁÍ3, séan m' y íi', números coiiitensilratiles y taríft- 
bles, de modo que el limité de 1̂ =111 y el de n '=n, luego (Jl li
mite de m/ . 11' será m . n.

Ademas sea el Rctg. AR variable de modo qUe su área 
siempre sea igual a nAn', luego su límite será el Rctg. AD* 
jorque aproximándose n /(=A M ) á A O y n/(= A N ) á AB; se 
u proximará el Rctg. AR al Rétg< AD.

Reuniendo en fórmulas lo dicho tendremos
m 'n^Rctg. ÁR

luego lim'.m'n'rslinn Retg. Aít
pero lim. m 'n ^ m . n y lim. Rectg'» Áft=¿Rctg< AD
luego m . n=Rctg. AD.

Explicación.Dos números cttalesqiíierrf, í¿ y b siempre £ue* 
déti representarse geométricamente por rectas* y conforme al teo** 
íemaj que acabamos de demostrar,* qiíedaiú r’epresetítffdó el pro
ducto a. b por el rectángulo, que tiene las rectas a y b pot la
dos'. Así es que cualquier producto de dos números puede coh- 
sidefarse gráficamente como área de un rectángulo, cuyos lados! 
sean los dos factores; y recíprocamente el área do.cualquier recj 
tángulti cotí loy lados a y b se designa simplemente, escribiendo 
ten forma algébrica el producto a .b ó  aXb. Con lo cual un pro
ducto de la fohna ílX b óa íb  tratando de geometría principal
mente nos designará uua cantidad geométrica, á saber, el area 
dé- dicho rectángulo, formada por las rectas a y  b.

Lo mismo se aplica á Un cuadrado, cuyo lado es la rec
ta c ó AB, y poi‘ tanto Sé representa por c2 ó AB2;

§ 2i  c o n f o r m id a d  d e  Al g ü n á S R e p r e s io n e s  a l g é 

b r i c a s  CON LAS GEOMÉTRICAS* x

íe o r*  2 (fig. 94). Él rectángulo formado por la recta a y 
por la suma ó difereilcia de otras dos rectas y c, es igual a la 
suma ó la diferencia de dos rectángulos formados* uno por a y b 
otro por a y c ;  es decir

(b ¿ c )X a==aX ^ lt aX c

•^13—

Eem. I a p. Rctg. C E =  b + c )X a
% „  A E =  a X b

„ C F=a X c .
pero Rctg; C fe A E -fO F
luego . (b + c )X a = aX b+ aX o

Ecin. 2a p* Rctg. C/E = (b ^ -c)X a
• „ A E = a X b  

„ G F = a X c
pero Rctg. C 'E =A E —C'F
Inego (b—c) X  a = a X b —a X c '

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



: Teor. 3. (íig. 05). El cuadrado construido sobre la suma
de dos rectas a y bes igual ála suma de los cuadrados construi
dos '6obre estas dos rectas, mas el doble del rectángulo forma* 
do' por a yb; es decir: y . ,* . • .

(a + b )2̂ a 2+ 2aXb+b** *7  u ‘

Dem. □A E =C ]A .G +D G E  +Bcig. GC+Eotg. GD ' 
en donde el Eetg. G C=G D  por ser los lados iguales 
luego | |AE=1 IAG+1 IGE+2 Eetg. GC 
pero Q A E = (a  +b)», □ A G = a 2, □ G E = b 2 y Eetg,, G C = aX b  

luego (a-¡-b)2= a 2 +  2 a X b + b 5. . ; .
n  , í „ P | . , l , I -i fc- TC-% *->*_* - ' » f ,

* . I V ^  l \ ” ' j * 1 ■ • . i *
Teor. 4. (fíg. 96). El cuadrado construido sobre la diferen-' 

cia de dos rectas a y  6 es igual á la suma de los cuadrados cons
truidos sobre a y  b ménos el doble del rectángulo formado por 
a y 6; es decir: , /

(a—b)2= a 2—-2. aXb+b**
-  , ‘ '  f * . , . ■ *  <- t ,

%  ̂ f  i

Dem. La figura manifiesta que:
□ E G = C L  y Eetg. DG=CG,

• ’ v . . : . 1
luego □ A E = Q A -G + O C L —2 Eetg. CG
pero □ A E = (a —,b)2, □  AG=a2, □ O L = b 2, Eetg C G = aX b
luego (a—b)2= a 2— 2.aX b-¡-b2. ■ • -

** j yp-, * , x . t

Teor. 5* (fig. 97). El rectángulo formado por la suma y di
ferencia de dos rectas a y b es igual á la diferencia de los cua
drados formados por a yb; es decir:

(a-í-b)X(a—b )^ á 2—b2.* ■ i i * * * * r * ' 1 * " f . * %
-Dem.JRctg. AE—AK*f-BE, en donde el Rctg B E ^H G —DG-—D J 

luego Rctg. AE=AK-f-DG—DJ en donde AK-|-DG—AG
luego Rctg. A E = Q A G —Q D J , ‘ -

pero Rctg. A E =(a-j-b)X (a—b) y □ A G = a 2, QDJrrrb* - 
luego (a-|-b)X(a—b)—a2—b3.

i3' '  ̂ ' < .í ' ’ . x ’ i c W ’ , >
Advertencia. Pueden añadirse otros fCrmulas algébricas y 

demostrarse de la misma manera, pero bista lo hecho para la 
aplicación y para Yerla íntima unión enn’e el Algebra y la Creo- 
metria.
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§ 22. IGUALDAD DE LAS ÁREAS DE LAS LIGERAS 
. • • RECTILÍNEAS. %

Teor. 6. (fig. 98). Las áreas do dos paralelógramos son 
iguales si tienen la base y altura respectivamente iguales.

Tes. ABDC=ABFE. A

Dem. Suponiendo que los paralelógramos están situados so
bre la misma base y al mismo lado de esta, se sigue que las bases 
superiores estarán en línea recta, porque de otra manera no ten
drían la altura igual. Así dispuestos los paralelógramos pueden 
ocurrir tres.posiciones como en la figura so ve, pero siempro ten
dremos:

<^CAE=DBF (112), AC=BD , A E =B F  (I I I 3) 
luego A C A E ^D B F  (117) . ,
de donde CABF—CAE=CABF—DBF 
o ABFE=ABDC.

Cor. 1. Un paralelógramo es igual á un rectángulo que tiene. 
igual base é igual altura.

Cor. 2. El área de un paralelógramo es igual al producto de 
su base por sú altura (cor. 1. y teor. 1).

Teor. 7* (fig- 99). Un triángulo es la mitad de un parale
lógramo que tiene igual base y altura.

Hip.AB=EH , CD=GJ, CI)J_AB, GJJ_EH.
Tes. AACB=.¿EFGH .

Dem. Trazando la recta CK paralela e igual á AB tendremos.: 
AAC B =|A Q K B  (III 2 )= 4  EFGIi (Y.G.)

Cor. 1. Un triángulo es igual á un paralelógramo que tiene 
la altura igual, y por base la mitad del triángulo.

Cor. 2. Dos triángulos son iguales, si tienen igual base y 
altura.

Cor. 3. El área de un triángulo es igual á la mitad del pro
ducto de súbase por su altura; lo que se sigue del Teor* 7 y 
Teor. 6. Cor. 2. ¿ *

Teor. 8. (fíg. 55). Todo trapecio es igual á un paralelógra
mo que tiene la misma altura, y por base la semisuma de los 
lados paralelos.

Dem, Juntados los puntos medios E F de los lados no 
paralelo^ trácese por F una paralela á AB y prolongúese lias-
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ta cortar el lado BC en G j  AD en H : y será1? ABGH un paralelógramo que tiene la misma altura que 
el trapecio, por estar entre las mismas paralelas, y también tie
ne por base A H =  J (AD+BC), por ser AH paralela é igual á EF 
ademas E F = ¿ (AD-fBC). ( I I I 13).

2? ABGH=ABCD por ser ACFGo^DFH (II 8).
t)

Cor. El área de un trapecio es igual al producto de la altu
ra por la semisuma de los lados paralelos; lo que se sigue inme
diatamente del teorema; ademas, descomponiendo el trapecio en 
dos triángulos como en la fig. 100, y siendo CF | ADy AE JJBC, 
tendremos:

AACd= ¿adxcf y acba= jbcxae#
pero A E =C F (III 3 cor.)

luego A B C D = A ACD+ C B A = C F X i (AD+BC).

TeOP- 9* (%• 101). SI.por un punto de la diagonal de un 
paralelógramo se trazan dos rectas respectivamente paralelas á 
los lados,- serán iguales los paralelógramos que no están corta
dos por la diagonal.

Tes. EFBJ=EHDG.
Dem. AABC=CDA, A a ™ = E H A , A e j c = c GE (III 2) 

luego A A B C — (AFE+EJC)=CD A— (EHA +  CGE)
ó ' EFBJ=EHDG.

Teor. 10* (fig* 102). En todo ángulo con lados limitados son 
iguales los rectángulos formados por un lado y la proyección del 
otro lado sobre él. '

Hip. BE la proyección de BC y BD la de BA, ademas 
BF=BC y BH =BA.

Tes. Bctg. BJ=BG.

Dem. Uniendo C y H ademas A y F será:
A A B F^H B C  (H 7) por ser <£A B F=B +A B C =H B C , 

pero A A B F = i Bctg BG y A HB C = ¿ Bctg. BJ (Y. 7) 
luego Bctg. BG==Betg. BJ.

Teor* 11. [de Pitágoras] (íig. 103). En todo triángulo rec
tángulo el cuadrado de la hipotenusa es igual á la suma do los 
cuadrados de los catetos.
, ■ ’ - # * i  í ' 1. - ji .. _ .

Ilip. < A C B = R . .
Tes. AB««=AC2+BC*.
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Dem. l ft (fig. 103n). Trazando CL | AB y prolongando linstn 
K, será AL la proyección de AC sobre LA, BL la do BC sobre AB, 
AG la de AB sobre AC y BG la do BA sobre BG, de donde so sigue 
según el teor. 10:

AC2=Rctg. AK, BC2=Rctg. BK 
luego AC2+B O -= R ctg . A K -f-BK pAB2.

Den i.2n Trazando en la misma figura AG, BII, CD, CE será

A  HABSáCAD y A g b a = C B E  (II. 7).
ademas sabemos:

A H A B = iA C 2 y A ^ B A — J BC2 (Y 7) ’

A C A D = JR ctg . AK y A CBE= ¿ Bctg- BK

a

luego AC2+ B C 2=R ctg. A K + B K = A B 2. •

Dem.3a (fig. 103b) <^rACB=R y decimos c 2= a 2+ b 2.
Formados los cuadrados sobre los catetos, prolongúese DE 

y FG hasta cortarse en H, y DA y FB hasta cortarse en J, y 
será DF el cuadrado sobre (a-f-b).

Ademas trácense AK y BL perpendicular á AB; de donde:

A A D K ^ B J ^ L F B  (II 8) por ser <£/?=/>" y 
luego A K = A B = B L , y por tanto será AL un ( 3  cuyo laclo=c 
ademas A EB B = BJA (II 8) por ser /?'=/3".

Esto supuesto tenemos:

A  DJ2= a 2+ 2 .a X b + b 2 (V 3) 
ademas D J2= c 2 -K A A J B ^ c ’ + á . j aX b = c 2 + 2 .a X b  
luego a2-(-b2= c  .

Cor. 1. (fig. 101). En un triángulo cualquiera el cuadrado 
de un lado opuesto á un ángulo agudo es igual á la suma de los 
cuadrados del segundo y tercer lado, menos el duplo del rectán
gulo,'formado por el segundo lado y la proyección del tercero 
sobre él.

Decimos, si < ^ B < B , será AC7—BC2 + A B 2—2.B C X BB*

Dem. AC2= A D 2-f-DC2, donde D C =D B —BC 
luego AC2= :A D 2+ D B 2+ B C 2—2DBXBC (Y. 4) 

ó AC 2= A B  2 + B C 2—2. BCXDB.

Cor. 2. (fig. 104.) En un triángulo obtusángulo el cuadrado 
del lado opuesto al ángulo obtuso es igual á la suma de los 
cuadrados del segundo y tercer lado, mas el duplo del rectángulo
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formado por el segundo lado y la proyección del tercero sobre él.

Decimos, si <TACB>R, será: A B 2= A C 2+B C 2+ 2  BCXDC

Dem. AB2= A D 2+ D B 2, D B =D C +B C
luego AB2= A D 2+ D C 2+ B C 2 +  2.DCXBC '
ó AB2= A C 2+ B C 2+a.B C X D C .

Cor. 3. Siendo on la fig. 105 <£\ACB—R y h=C D quees . 
perpendicular á AB tendremos:

I o au= c 2—b 2 y b ’̂ c - 2—a2 lo que es evidente.2o h2=nX m .

Dem. b-2= b 2—n‘J, donde b5= c X n (V 10) 
luego li2= c X 11—n2= n X (c—n) (V 2)= n )(m .

Cor 4. Formando otro triángulo rectángulo cuya hipotenusa 
sea c, y los catetos a, y b, tendremos:
N. 1? supuesto que c= c , y a^>a, será b<^b, puesto que 
a2̂ _ba= a ,2+ b / .2? supuesto que a—a, y c ^ c ,  será b^>l\ puesto que 
c 2—bA= c /—b/-.

Teor- 12, (fig* 106). Si el cuadrado de un triángulo es igual 
á la suma de los cuadrados de los otros dos lados, será recto e 
ángulo opuesto á dicho lado.

Hip. BC*=AC* +  AB2.
Tes. <£BAC=R.

Dem. 1* <£BAC no puede ser agudo por ser contra: teor. 11 
cor. 1 no puede ser obtuso por ser contra teor. 11 cor. 2, luego será 
recto. ;

Derrf.~ 2* Levantando AD | AC de modo que AD=AB, ten
dremos:

D C *= A C -+ A D 2= A C 2+A B * (Constr.) 
sabemos que BC-a= A C Ji-|-AB-:i (hip.) luego l)C =B O
y por tanto /\BAC=DAC (II 9) 
luego <^BAC=I)AC==R.

Nota. Cor. 1 y 2 del teor. 11 valen también inversamente, 
lo que se demuestra indirectamente.

‘ *fr- ” i , ‘ , - ■, v . \
, * * » »  1 - ■ .

§ 23. PROBLEMA S ELEMENTALES.

—53—

Probl. I o (fig. 107). Transformar un paralelógramo ABDC 
en rectángulo igual.
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Constr. Levantando en A y B perpendiculares hasta cortar 
ti CD en E y F, será ABEF el rectángulo pedido.

Dem. I o ABEF es un rectángulo (III def. 2a) 2? ABEF=  
ABDC (Y. 6).

«

ProW. 2? (fig. IOS). Transformar un paralelógramo ABOD en 
otro igual que tenga un lado pedido (m).

Constr. Prolongado AB, de modo que BE=m , tracemos EC 
hasta que corte AD en F, ademas F G ^A E  y EG^ AD, después 
prolonguemos BC y DC hasta que corten á FG en J y á EG eu 
H, y será CHGJ el paralelógramo pedido.

Dem. 1? CHG J es un paralelógramo puesto quo los lados 
opuestos son paralelos.2? Tiene el lado m; porque C H =B E =m  (constr.)

3? CHGJ=ABCD (V 9).

Probl.3. (fig. 109). Transformar un triángulo ACB en pa
ralelógramo igual.

»
Constr. Siendo D el punto medio de AB, tracemos por C la 

recta CN ̂  AB y por D la recta DE ̂  AC y será ACED el pa- 
ralelógramo pedido.

Dem. 1? ACED es un paralelógramo (def.) 2? ACED=/\ACB 
(V 7. cor. 1).

Nota. Por el probl. 2? podemos ahora transformar un trián
gulo en rectángulo igual que tenga un lado dado.

Probl. 4. (fig. 110). Transformar un rectángulo ABDO en un 
cuadrado de igual área.

Constr. Prolongando AB hasta D' donde B D '=B D , descri
bamos sobre AD' como diámetro una semicircunferencia, y pro
longando DB hasta cortar á la circunftyencia en E, será BE~ 
el cuadrado pedido,

Dem. B E -=A B X B D ' (Y 11. cor. 3) por ser <£A E D '= R  
(IY 19).
luego B E *=A B X B D  por ser B D '=B D  (constr.)

Nota. Luego podemos transformar todo paralelógramo ó 
triángulo en un cuadrado igual.

Probl. 5 (fig. 111). Transformar un trapecio CABD en trián
gulo igual.

Constr. Prolongado CD hasta E, do modo que D E =A B  jun-
I
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'temos E con A y será CEA el triángulo pedido.

Lem ., C A B D =i (CD-j-AB)XAF [Y 8 cor.] por ser AF_LGD, 
ademas (C D +D E )X A F =4 (CD+ A B )XA F por ser

AB=DE,
■ luego CABD=2\CAB.

Pròbi. 6o (fig. 112). Transformar un trapezoide ABCD en trián
gulo igual.

Constr. Juntando B con D tracemos CM ^BE y prolongue
mos AD hasta que corte á CM en E, y unido E con B, será 
AEB el triángulo pedido.

/
J)em. //\DBE=DBC (Y 7. cor. 2) de donde

AABD-f-DBE=ABD+DBC, es decir ¿\ÁBE=ABCD.

N ota. Todo polígono puede transformarse en otro igual, que 
tenga un lado menos, y por tanto últimamente en un triángulo 
igual. La construcción será como en el Probi. 6.

Pròbi. 7. Transformar dos cuadrados en uno de igual área.

Probi. 8. Construir un cuadrado que sea igual á la diferencia 
de otros dos.

Nota. Los problemas 7 y 8 se resuelven por el teor. 11.

»■ «-+■

C A P IT U L O  V I.

Proporciones en general-

§ 24. LIMITES DE LAS CANTIDADES VARIABLES. *

1? Una cantidad se dice variable, si continuamente ó suce
sivamente puede mudar su valor, y será variable dependiente 
si se muda según una ley fija.

2? Se llama límite de una variable dependiente el valor

* La teoría de los límites propiamente se trata en el análisis al
gébrica: aquí con el objeto de simplificar algunas ,
damos una mera idea de la definición tanto del limite como de la 
riablej bien entendido ju?, se prescinde de la general,
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constante, al cual se puede la variable aproximar cuanto se quio- 
ra, sin poder nunca igualarle.

Ejemplo 1° algébrico: El valor de la cantidad variable0,333o ___ [donde las cifras siguientes son iguales á las escritas]
si aproxima mus y mas á ú* de modo que la diferencia puede 
hacerse tan pequeña como se quiera, siuSpodorla igualar a 0.

Se escribe iim. (0,333.. .. )= £ .
Ejemplo 2ogeométrico (fig. 113). Siendo ABODE un polígo

no inscripto en un círculo, y formando otro AEBGC &a, con 
duplo número de lados, de modo que arc. AF=EB, are. BG =GO  
&a. tendremos un polígono cuya área irá aproximándose al 
círculo; procediendo indefinidamente veremos que el área del po
lígono variable'se aproxima al círculo cuanto se quiera, sin po
derle nunca igualar.

3? Si dos variables dependientes permanecen siempre igua
les aproximándose á sus límites, también estos serán iguales.

Dem.Sieudo X  é Y las variables, y lim X = A , liin Y = B , 
será si X  é Y se acercan al límite creciendo:

X -fo '—A, donde orinas y mas se aproxima á 0, creciendo X
y Y - j- /? = B ,..........ft..............................................  á 0, creciendo Y
de donde se saca:

* X = A — aé Y = B  —
luego A— a—  B— ft por ser siempre X = Y
ó A—B=ar—ft.

Si X  é Y se aproximan al límite decreciendo, tendremos:
\

A—B —ft— o.9 *

Suponiendo que A no sea igual á B tendremos las siguien
tes conclusiones:

1“ La diferencia entre A yB  es la misma que entre or y
2’.* La diferencia entre A y B es una cantidad determina

da, por serlo A y B; luego será también la diferencia entro 
(xy ft una cantidad determinada y constante.

3? La diferencia entre or y ft puede hacerse menor que toda 
cantidad determinada, puesto que or aproximan
mas y mas á 0, y por tanto lo hará también su diferen
cia, luego no será una cantidad determinada ni igual á la 
diferencia quó hay entre A y B, pues es menor.

; Luego tenemos una contradicción entre la 2* y 3? con
clusion, y por tanto no podemos suponer que A  sea desigual á 
B, luego A = B  ó lim X = lim Y .

§ 25. RAZONES.

1? Vamos á tratar las proporciones geométricas en general, 
estableciendo definiciones, teoremas y demostraciones cpie no so-
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p r -  -— Z ‘ —  ,

• ■ ’  ̂ * ‘ •' . , * / *  * * 
lo sirvan para los números sino también para todas ías demás
cantidades, cualesquiera que sean.

2o Proporción geométrica es la igualdad de dos razones. La
razón se escribe A :B  ó también —, donde A y B son números abs
tractos ó cantidades concretas: siendo concretas será menester 
que sean homogéneas, por ejemplo, líneas, áreas ó cuerpos; por
que según la razón A :B  siempre preguntamos ¿cuántas véces 
¿stá contenido B en A?, pero siendo A un área y B una recta, 
es un absurdo preguntar : cuantas veces la recta B esté conteni
da en el área A. 1 .3? El número abstracto que indica cuántas veces está B 
contenido en A, se llama cuociente, ó según los modernos el es- 
ponente de la razón. De donde se sigue, que dos razones son 
iguales si sus cuocientes lo son, pór ejemplo, A :B = e  y C :D = e  
y por eso podemos escribir:

A :B = C :D , lo que se pronuncia:
* T i ' “ #

A es á B como C á D. En este sentido se llama dicha igual
dad proporción geométrica.4? En la proporción A :B = C :D  son A . y C los anteceden
tes, B y D los consecuentes, ademas B y C son los términos 
medios, A y D los estreñios. Si los términos medios son iguales; 
tendremos una proporción continua, y el término medio se llama 
media proporcional, por ejemplo, A :B = B :0 .

. 5o Teniendo una serie de razones, cuyos términos son de la 
misma especie: ,

A : B= A ': B '= A " : B"==A"': B '" 
se escribe también ,

A : A ': A " :A " '= B : B ': B ": B "'

6? Cuatro cantidades concretas que forman una proporción; 
pueden ser directa ó indirectamente proporcionales: son direc
tamente proporcionales, si el orden de los términos en la segunda 
razón corresponde al observado en la primera; pero son inver
samente proporcionales si el orden está invertido.

7? Hemos dicho arriba que las rectas pueden ser incomen- 
surables; en efecto, la hipotenusa c de un triángulo rectángulo 
cuyos catetos a y bson iguales, es incomensurable con ellos; pues
to qué: • /

c2= 2a*- ó c = a \/2
Casos de semejanza son infinitos tanto de las líneas como 

de las otras cantidades.
Ahora veamos si comparando entre sí ésta clase de cantidad- 

des, dan una proporción. • • 18? Siendo A y B dos cantidades homogéneas é incomensura-^ 
bles, tomemos la una parte de B, que esté contenida enf A, dé rno-' -
do que: s .^ B < A  y (s - f l )  ¿  B > A ,
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donde a) n y sserán números enteros. *
b) n puede tomarse tan grande como se quiera.

. c) s será dependiente de es decir, cuanto mas grande 
se tome n, mas grande será s.

d) aumentando nel valor de s .^ B  se aproxima mas y
mas al valor exacto de A, porque la diferencia que
hay entre A y s.^ B será siempro menor que i  B,

puesto que tenemos siempre (s-f-1) 1 B^>A.

Nota. ^  y so llaman los cuocientes aproximados do la 
razón, A :B .

9? Siendo C y D otras dos cantidades incomonsurables entro 
sí, supongamos que podamos escribir:

S.Í D < C y  (s+ 1 )A d > C
donde tengan sy nel mismo valor y el mismo sentidocomo en 

En este supuesto se dice que las dos razones A : B y C : 
tienen siempre el mismo valor y el mismo sentido aproximado. 

10? Corolario de lo3 números 7 hasta 9.
Cor. 1. El límite de ?  es precisamente el cuociente de la razón

A :B  puesto que el límite de s.^ B es A (8, d.)
Cor. 2. El cuociente d e A : B  tiene un valor fijo y determi

nado, por ser cantidades fijas y determinadas A y B.
Cor. 3. El cuociente déla razón A :B  no ,puede tener sino 

un solo valor determinado.
Dem. Cualquiera quesea el valor de A:B, siempre estará

ñ

contenido entre í  yn n
s - f l

y aumentando n, la diferencia entre —8

n puede hacerse menor que toda cantidad asignablo,
S 8 11 1luego entre -  y - no pueden ser dos valores fijos y distintos

sino uno solo que es el límite de -  ó de .1 u n
.Cor. 4. El cuociente de la razón A :B, ciertamente no puede 

espresarse por un número, sea entero, sea fraccionario; pero por 
eso no es permitido decir que sea indeterminado en sí mismo, 
puesto que según cor. 3, dos valores distintos del cuociente no 
pueden satisfacer á la razón A:B.

Nota. Lo mismo tiene lugar en los números irracionales, 
por ej. y /.'l;y por esta analogía se llaman dichos cuocientes ó ra
zones irracionales, aunque no puedan siempre espresarse por 
números irracionales.

i
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§ 26. TOOREàiAS SOBRE LAS PROPORCIONES EN
GENERAL.

Teor-1. Dos razones de cantidades incomensurables A :B  y 
C:D, que tienen siempre el mismo cuociente aproximado, forman 
una verdadera proporción.

Uip. j - .B < A  y S- ± ¿ B > A

¿ -D < C  y ? + i . D > 0  
Tes. A :B —C:D.

Dem. I a lim. *- = (A :B ) y lim. 5 = (C :D ) (10cor. 1)
luego

Dem. 2?

A:B=C:D (§ 24 3°) 

í± l> (A :B )> ®

restando tendremos;
n8+15< (C :D )<  n 

ü -1-  1 > (A :B )-(C :B )>  

l > 'A :B ) - ( C :D .> - i

Sabemos que el límite de í  es igual d 0 (bip.) luego la diferen
cia de las dos razones A: B y C:D está entre 4-0 y —0, es decir 
igual á 0.
luego A :B = C :D .

Nota I a La segunda demostración se puede siempre aplióar; 
pero generalmente es mas complicada que la fundada en el teore
mas de los límites.

Nota 2a Para mayor brevedad usaremos en los siguientes 
teoremas solo letras, donde la letra e ó las otras minúsculas de
notan el cuociente en la razón dada. Por ej. A ;B = e  dice: el 
cuociente de la razón A :B  es e.

Nota 3a Para mayor claridad repetiremos el principio del 
$ 25 u? 3o: dos razones forman una proporción, si sus cuocientes 
respectivos son iguales.

>
Teor.'_2. S iA :B = C :D  y A— -B s e rá  también

>
C = D

<
Dem. Por ser A*=eB y C=*eD,

>  >
«era solamente A bajo la condición e = = l
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y. sí; es.
*

e =1
: , f k

luego si A— B
3 ?

> .
=  r
3S

3=J

Teor. 3« Si A:B_=CrD. y m un número cualquiera^
Serán: I o m A :m B =C :D2? A ;B =m C :m D  

3o m A :B =m C :D  
4o A :m B = 0:m D .

Dem. para el caso Io. Siendo A :B = e  será A—eB. 
negó m A = m . eB

m A :m B =e; paro también C :D = e  (hip). 
m A :m B =C :D .

f t

f t

Dem. para el caso 2? Se forma de la misma manera como la
«  1 M A * ' ' I ^del 1?

Dem. para el caso 3?
A— eB C—eD

negó mA=meB mC=meD
„  m A : B =m e mC: D =m e

y por tanto m A:B=m C:D .
% * L I

Dem,para el caso 4?
A = eB  y C=t3>;

luego A =  — . mB „  C =  — mD,° • m m
i

„  A :m B =-^ - „  C : m D ——m • m
y por tanto A :m B = 0 :m D .

' Cor. Poniendo m = ¿  tendremos lo mjsmo relativamente, ala, 
división.

T eor. 4. Si A :B = C :D

será I o B :A = D :C  y si todos los términos son homogó
neos ademas - 2? A : C = B :d
y 3° C :A = D :B.

Dem. para el caso V
‘ ' A = e B y C=±bT)

luego. A» * 6 ;• D = = - ce
B ; A = irJ• • - 0. ■ B ; c = . l
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Dem. para el caso 2? Por ser:1A :eD =A :eD  será A :e D = -A :D  (teor. 3 cor,)» © -

adelas eD=C¿ y. A=eB¡ 6 B = ¿  A [’(hip.)
luego poniendo en la proporción

A :e D = ÍA :De
C en lugar de eD y B en lugar de -  A  tendremos

A:C==B:D, t
Dem. para el caso 3? Se sigue inmediatamente del caso 1?

Cor. Si en la proporción A :B = C :D  en donde todas las can-
>  ’  >

tidades son homogéneas e s A = C , s^rá taipbiei\B=D (teor. 2.)

j  por tanto. B :A=D:C.

.r
Teor. 5. Si A :B = C :D

serán: I o A :A ± B = C :C + D2? A + B :A —B = C + D :C —D y si todos los tér
minos son homogéneos 
acemas 3? Á :A + C = B :B -K D .

Dem. para el caso I o 
A = eB

luego A-4-B— (e~rl) B
' „  A : A ¿ B  *=eB: (e+ 1 ) B

eA :A + B =  ¿3^-

y C =eD
„  C ± D = (e ± l )D ,

C :C ± D = e D :(e ± l )D  
' C :C -hD =- ‘e ± l

i . ' -Ti,

y por tanto A : A + B = C :C + D .

Vem. para el caso 2? :

A + B = ( e + 1)B y C + D = (e 4  1)D,.
A—B = (e—1) B „  C—D = (e—1)I>

luego A + B : A—B =  e- ± i  y C + D :C —D =  

y por tanto A + B :A —B===C+D:Ct-P .

• Dem. para el caso 3o tendremos

luego
A :C -B :D  (hip. y teor. 4 caso 2?), 

A :A + C = B :B + D  (caso 1?)

Cor. Otras transformaciones se pueden tener portel teor 4?
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Teor. 0* SÍ A :B ==C :D =E :F “ =G:1I fcodoslos términos sosa 
homogéneos, será: ” *

m

A ± C ± E iG :B ± D ± F ± H = A :C = C :D  &».

j Oem. A=eB , C = eD ,E = eF , G = a H

luego A ± C + E + G = e (B + D + F ± H )

„ A ± C ± E + G :B ± D + F + H = o = A :B
de donde so sac»

A ± C ±  l i+ G : B ± D  + :F .-tH =A : B = C : D &».

Toor. 7- Si A :B = G :D  
y A :E = C :F

será A:B4;E==C:D+F.

D.• A=eB ó B =   ̂A e y C=oD ó D«=l 0 e
adornas A=e'E ó E = -,Atí f t\ C=e'F ó F = -, C e

luego b ± e = C 4 )  a • > D± F =  (l± e -')G

B 4-E :A = -í+ i,— e— e t t D+F:C =  ?-t-í> — 6—’ 0
De donde se saca:B+E:A=D±F:C

*O A:B+E=C:D+F.►
Teor. 8. 

y
Si A:B=C:D A:E=C:F

será B:E=D:F 1
Dem . B =  * e

luego B:E = 
h B:E=
tt

A y E ^ - A y  I> = IC y F = i,  
4 a ; Í a ., D :F=¿ C : ¿tG
= *' „ D:F*=- e •B:E=D:F.

*Teor. 9. Si A:B=C:D
7 , A:E=F:D
m i B :E «F :aBiblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



Iusjo -B :E =£- * J
B :E = E :C .

D c r t i .  B * = “ A  y  E = - , A  j C — c D  y  F W D

C A P I T U L O  V II.

Proporciores entre cantidades geométricas y  seme

janza de fijuras-

§ 27. RECTAS PROPORCIONARES.

Teor. 1. (fig. 114 y 115). Tuda recta paralela á un lado de 
un triángulo divide á los otros dos en partes proporcionales.

ffip. DE + AC.
Tes. B D : JDA=BE: EC.

Dem. Caso 1? (fig. 114). Siendo BD y DA comcnsurabtes su
pongamos que BM sea la medida común entre ellas. Colocando 
BM como medida sobre BD y DA, supongamos que BM esté 
contenida en BD m (4)’veces y en DA n (3) veces. Dirigiendo por 
los puntos de división paralelas á AC, será BM^M'N'ssrN'P* 
&a. (III. 15 cor. 2); luego BM7 estará contenida en BE m (4) 
veces y en EC n (3) veceB, á saber:

BD =m .B M  , y B E ^m .B M '
D A =n.B M  „ E C =n.B M '

luego b d :d a - 2 - ( { )  „  BE:EC =  B = 0  ,

de donde ' BD ;D A=BE:EC.

Caso 2? (fig. 115) BD y DA incomcnsuráblet.1? Estando BD dividida en partes iguales tan pequeñas co
mo se quiera, pongamos una de estas partes como medida so
bre DA y no podrá el último punto N de la división coincidir 
con A, por ser incomensurables BD y DA; trazando KN'AAC, 
i«rá BD; DN—BE: EN' (caso ir)
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2? Podemos hacer que el punto. N se aproxime mas y man 
'al punto A)tomando las partes iguales de BD su jesivamcntematí- 
pequeñus y por eso el límite de DN será DA> ó bien el límite, 
de la razón (BD:DN) será la (B D :D A ); por consiguiente también 
N' so aproximará mas y mas al punto 0, y el limito de EN'¿o 
lá EN 6 bien el límite de la razón (BE:EN ') será la (BE:EC)

Ademas sabemos que siempre tiene lugar la proporción:
BD:DN=*BE:EN' por ser siempre NN'^AC.

De donde tenemos:
lim. (BD: DN )= B D : DA y lim. (B E :E N ')=B E :E C  

ademas siempre B D :D N =B E :E N '
luego • B D :D A = B E :E C  (§ 21 3)

tóóír. 1. B D + D A :B D = B E + E C :B E  (VI. 7)
¿ A B :B D = C B :B E  -6 . . A B :C B =D B :E B .

Cor. 2 (fig. 11G). Si tres paralólas cortan á otras dos rec
tas cualesquiera, las cortan formando segmentos proporción 
nales.

La demostración puede reducirse al teorema domostrado.

Siendo B"B' £  DE + AC y B"C '' + BC + B'C' será
B'E '==BE=B"E" y E'C'==EC=E"C" (Ilt. 3.) 

luego B 'E ': B D = E 'C ': DA
, oblen B "E ":B D = E "C ', :DA.
f • „ . i x »,

Cor. 3. Lo que vale para tres paralelas, valdrá para muchas.
¿ i- ‘ ' ■» *

Teor. 2. (fig. 117). Si una recta divide á dos lados do uú 
triángulo en partes directamente proporcionales á estos, aera pa
ralela al tercer lado.

Ilip. B A : B C = B B : BE.
Tes. ■ DE 4= AC.

» * . * » » ' 1 ,1 Dcm. La paralela por D á AC corte BC en un punto X, 
luego B A : B C = B D : BX (VIL 1 cor. 1)
ademas B A : B C = B D : BE (hip.)
luego .. B X = B E  ó el punto X ’esel punto E
y por tanto’ '■ D E^AC.

’ • * ■ , t 1 > -. ■ ^  # , \ •
Cor. Lo mismo se verifica si los segmentos son entre sí di

rectamente proporcionales, puesto que
A D : D B = C E : EB

será ' A D + D B :D B = C E + E B :E B  
luego A B : DB==CB: EB
de donde . . . • D E^ AC.Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



*Teór. 3 . (fig- ilT). Si en un triángulo .se traza uná retitíí 
paralela aun lado, los otros dos son proporcionales álos segmentos 
impelieres correspondientes como el tercer lado á la recta paralela:

Hip.DE^AC
Tes. A B : D B = A C : DE (—CB: EB)i *

• * i > i

Dem. Tracemos por D una recta DF BG y tendremos:

A B :D B =A C :F C  (VII. 1 cor. 1) donde F C =D E  (III 3)
Juego A B :D B = A C :DE 6 A B :A C =D B :D E .

' ' • • •-
Teof. 4 -  (Sg> US)- Si en un triángulo se traza uua paralela 

á un lado y desde el vértice opuesto á dicho-lado una ó mas rectas; 
el lado y su paralela quedan divididos ón partes proporcionales.

H p. DE + AC.
* Tes. 'A H : HC—D F : FE.

Dem.A II: DF==HB:FB=-1TC:FE (VII. 3) . .
luego A H :D F=H C :FE , ó bien: A H : HC= D F : FE;

• *■ * 1 i.
Si se trazan mas rectas, la demostración será análoga:

Cor. (ñg. 125). Tres rectas se encontrarán en un mismo pun
to, si cortan á dos paralelas de modo que los segmentos de 
estas sean entre sí directamente proporcionales.

Supuesto que AC^jDE y AH;HC==BF:FE y que ademas 
AD y FH se corten en un punto B, decimos también que CE 
pasará por el punto B Para demostrarlo, júntese B con C, y 
la recta DF se halla cortada en un punto X, de dónde: AH :H C =  
D F :F X  (ter.), luego: F E =FX , es decir: el punto X  es el punto 
E ó la recta BC pasará por E, luego la recta CE pasará por B-

H ota. Supuesto que dos de estas^tres rectas sean paralelas 
éntre sí, lo será también la tercera.

Teor: 5- (fig. 119). En toda proporción entre rectas el rec
tángulo formado por los términos medios es igual al fórmado 
por los estreñios.-

. , *

Hip. a :b = c :d .
Tes.aX<I=bXc.

Deni. En los lados de un ángulo recto EformemoG:
EA=a, EB—b, E C =c, E D =d, ademas tiremos DC, AB, AD y 
CB y será:

CD + AB por ser A E :B E =C E :D E  (hip/)
luego A ABD=»ABG (V. 7 cor. 2)
de donde N /\D F8=A F C
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luego 
ó . 
pero 
7
luego

^ D F B -fD F C E = AFC+DFCJE
a e b c = e d a
AEBC=iECXEB=|cXb
A EDA =  ?EAX ED=JaX^

Teor- 6 . 1 os lados de dos rectángulos iguales son inversa
mente proporcionales.

r

B\p. a X ,‘J= c X ^ .* Tes./i:c= rd :b .
Dem, Siendo a ;c = d :x  será aXx=cX^> J sogun la hipó

tesis cX<l=uXbj luego a X b —&Xx* es decir: el rectángulo for
mado de a y b es igual al formado do a y x, luego b = x ; y por 
tanto a :c= d ;b .

§ 28. TRIÁNGULOS SEMEJANTES.

Explicaciones.
I a La semejanza de las figuras solo consiste en la confor

midad de la forma; y por tanto haciendo abstracción de la mag
nitud atiende solamente á lo que determina la forma.

En los polígonos los ángulos y la relación que hay entre los 
lados respectivos determinan la forma. De donde se sigue que para 
serlos polígonos semejantes, será menester:1? que tengan ios ángulos iguales y colocados en el mismo 

orden. Los vértices de los ángulos iguales se llaman ho
mólogos, y lados homólogos los que unen vórtices ho
mólogos.2e que los lados homólogos estén en uno y en otro en la 

misma relación, es decir, que sean proporcionales.
De donde la definición:2a Dos polígonos son semejantes si tienen los ángulos res

pectivamente iguales y colocados en el mismo orden y adema« 
los lados homólogos proporcionales.

3a Especialmente dos triángulos son semejantes, si tienen 
todos los ángulos iguales y proporcionales los lados homólo
gos, á saber, que se oponen á ángulos igualos,

\ , ** 1

-f- T «o r  7- (fig» 1L7). Si en un triángulo se tira una paralela á un lado, el triángulo parcial que resulta, será semejante al total.

Hip. DE + AC.
les. ADBE~ABC.

Dem. <£B =B , < A = B D E , <£C=BED  por ser DE + AC. 
ademas A B ;C B =D B ;E B  (VII. 1 cor. 1)

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



j  ' AB: AC==DB:DE (TIL 5)
ó escribiendo de otra manera

A B : BC: C A = D B : BE; ED.

Teor. 8. (fig- 120). Dos triángulos son semejantes, si tienen 
los ángulos respectivamente iguales.

Rip. <£a = a ', < b = b ', < r c = c '.
• Tes. £A B C ~A 'B 'C '.

Dem. Haciendo B A "= B 'A ' trácese A 'C " ̂  AC y será:

AA"BC''SíA'B'C' (II- «)
pero /\A"BC"~ABC (VII. 7) '
luego - AABC~A 'B 'C '.

T eor. 9 , (fig. 120). Dos triángulos son semejantes si tienen 
respectivamente proporcionales dos lados ó igual el ángulo com
prendido.

Hip. A B :B C =A 'B ':B 'C 'y  B = B '
Tes. AABC~A'B 'C '.

Dem. Haciendo B A "= B 'A ' y BG "=B 'C ' será 
A A "B C "=A 'B 'C ' (II. 7)

luego A B :B C = A "B :B C " por ser A "B =A 'B ' y BC"—B'C'
„  A "C "±A C  iVIT. 7)
„ , £  A 3 C ~  A"EG" (VÍX. 7)

£  ABC A'B'C'.

T eor. 10* (fig- 120). Dos triángulos son semejantes si tie~ 
nen resp,.c.ivamente sus tres lados proporcionales.

Hip. A B : BC: CA =  Á'B ': B 'C ': C'A'.
Tes. ABC~A'B'C'.

Dem. Haciendo B Á '^ B 'A ' y B C '^ B 'C ' será:
A B :B C = A ''B :BC'' (hip.) luego: A"C" + AC (VIL 91\ 

luego A A "B C "~A B C
de donde A B : A C = A "B : A"C"
ademas es A B : AC=A/B ': A'C',
luego A "C "= A 'C ' por ser (const.)
y por tanto i/\A'/BC,/^ A 'B /C/ (II. 9);
ya sabemos que A ¿ " BC"~ABC, luego ABC^A'B'C'.

Teer, 11. (fig. 120), Dos triángulos son semejantes, si tio*
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penresfectiv.imenic dos ladee proporcionales í  i¿ual el ángulo 
opuesto al mayor tic ello;.

Hir .AB:BC=A'I>:B'C ', < 0 - 0 ' ,  A £ > B C  y A 'B '> B 'C ’
Tes. AABC^-A'B'C '.
Dem Haciendo B A "=B 'A ' y B C '=B 'C ' será
B A ":B C "= B A : BO (hip. y const.) luego A^tr + AC ¡TU. 2) 

luego A A VBC”~AB<J de donde < B C "A "= C = C '
A A "B C "=  A'B'C' (II. iü) '

■ ,, /\ABC~A'B 'C '

Cor. Dos triángulos rectángulos son semejantes, si tienen 
proporcionales la hipotenusa y un cateto.

§ 29. CONSECUENCIAS RELATIVAMENTE AL
TRIÁNGULO,

T eor. 12. (íig. 121). La bisectriz de nn ángulo en un trián
gulo divide al lado opuesto en partc6 proj orcionules á loa lados 
adyacentes. • - . . .

H ip.' < A B D = I)B C .
'  Via. a d : D C = a b :UC

i . 1 . V 1

Dem. Trazando por A una paralela á BC, y prolongando 
BD hasta que corte á esta en E, tendremos:

<£DAE=DCB y <TDEA=DBC (I. 10} 
luego /\ADE—C.DB, y por tanto A E :A D —CBlCD
ademases <^DEA=DBC=.DBA ó bien /\BAE isóscelo 
de donde AE=AB, luego sera la proporción precedente:

A B : AD—C B : CD 
ó bien " A B : CB—A D : Cl>.

Teor- 18- (fig. 121.) Si una recta trazada desde el vértice 
de un triángulo divide al lado opuesto en partes proporciona
les á los lados adyacentes, será bisectriz de dicho ángulo.

* * é * m - /

, Hip. AD :D C=AB:CE.
Tes. <£ABD=CBD.

J ir < " 1
Dem. Córtela bisectriz de < fB  el lado A C en X yserá :

Á B :B C =A X :X G . luego A D :D C = A X :X C
y por consiguiente AD-¡-DC:AD—AAr-}-XC: AX
ó bien A C :A D =Á C :A X  es decir A D =A X ,
luego el punto X será el punto D y por tanto BD es la bisectriz
del
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la aitura sobre la hipotenusa: *1* la altura es media proporcional entre los segmenten do 
la hipotenusa;2? Cada cateto es media proporcional entro toda la hipote
nusa y su segmento adyacente.

Cor. 1. B D 2=A D X r>0, AB2-A C X A D , BC2=A C X O D  
Cor. 2. A B 2+ B C 2=A C X A X >4 ACXCD

ó AB - + B C 3= A C  (AD-|-DC)=AC2,
\

Coi-; 3. Si E D -= A D X D C  será < A B C = R ,
t

Dcm. Describiendo sobre AC como diámetro una semicir
cunferencia que corte BD en X, será <CAXC=K (IV. 19) 
luego DX2= A D X D C = D B 2 ó D.\'=I)B, es decir el punto X 6ern pre.isamente el punto B, y por tanto ABC=R.

§ 30. CONSECUENCIAS RELATIVAMENTE AL CÍRCULO.

Teor. 15. (ñg. 123). Si dos cuerdas se cortan» gus partes 
son inversamente proporcionales.

%

Tea. EA :ED =EC;EB.
Dem. Trazados AD y BO serán: <^B =D  y < £C = A (IV  

18 cor.) luego AAED^CEB, luego EA;ED=EC:EBT
Cor. El rectángulo formado por las partes de una cuerda, es 

igual al formado por las de la otra; es decir E D XE C =E A XE B .

T eor. 16< (íig. 121) Dos secantes'’que se cortan on un pun
to fuera de un círculo son inversamente proporcionales á sua 
partes externas.

luege
J

/

Tes. BA:BÓ=BE:BD.
Dem. Trazados AE y CD será

<£A =C  luego A ABE^CBD 
lufcgo BA;BC =BE ;B D .
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Cor. El rcclnngulo formado por una secante y su parte ex 
terna es igual al formado por otra, que parte del mismo punto, 
y su parte externa; es decir, B A X B D =B C XB E .

Teor. 17- (fig- 125). Si so trazan desde un mismo punto una 
tangente y una secante á una circunferencia, será la tangente 
media proporcional entre la secante entera y su parto externa.

Tes. BC : B A = B A : BD.
JDem. Trazado AD será:

<VC=BAD (IV. 21), y por tanto A C A B ~A D B  
luego « B C :B A =B A :B I).

Cor. El cuadrado do ana tangente es igual al rectángulo 
formado por una secante, que parte del mismo punto, y su parto 
externa; es decir BA2=BCXBD .

Teor. 18.* (fig. 126). El rectángulo formado por dos lados 
de un triángulo es igual al rectángulo formado por el diámetro 
del circulo circunscrito y la altura bajada al tercer lado.

Rip. BD | AC, BE es el diámetro.
les. A B X B C =B D X B E .

Dc.m. Juntando A con E será <£E A B =B =B D C  
ademas <£BEA=BCD (IV. 18 cor.) luego ^ B E A ^B C D  
y portantoA B : BE==BD: BC 6 bien A B X B C =B D X B E .

Teor. 19- (fig. 127) (dePtolemeo). En todo cuadrilátero ins
cripto en un círculo, la suma de los rectángulos formados por 
los lados opuestos es igual al rectángulo formado por las dia
gonales.

Tes. A B X D C +A D X B C =A C X B D .

Dem. Formado <£CBE=DBA y por ser <^BCE=BDA será 
• ^BCE^/BD A de donde se saca:

B C :C E =B D :D A  ó bien B C X D A =B D X C E .
Ademas < A B D + I)B E = C B E -f DBE, por ser ABD=CBE,
ó <£ABE=DBC y <^EAB=BDC (IV. 18 cor.)
de donde /\ABE~DBC luego A B :A E =B D :D C
ó bien . A B X D C =B D X A E

ya sabemos que B C X A D =B D X C E , y AE-)-CE=AC,

luego A B X D C -f B CX AD= B D X  (AE-f ÜE>=-:BDX AC.
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§ 31* POLÍGONOS SEMEJANTES/

T0Or* 20. (fig. 123). Si desde un punto interior O de un 
polífono ABCDE se trazan rectas á sus vértices, y entre cada dos 
de estas trazamos: A'B' + AB, B'C' + BC, C'D' + CD y D 'E '^D E ; 
uniendo ahora E' con A' resultará un nuevo polígono A 'B 'C 'D E ' 
•emejante al dado.

Dem 1? Todos los triángulos parciales son semejantes á los 
totales. Pues de los triángulos AOB, BOC &a. y sus parciales, 
está ya probado por el tcor. 7; solo resta probar que:

. a a o e ~ a ,o e /
Sabemos que:
AO: A '0 = B 0 : B '0 = C 0 : C '0 = D 0 : iy o = E O  :L '0  

ó A 0 :A '0 = E 0 :E '0
luego A'E' + AE (VIL 2) y por tanto A a °E ~ A 'G E '.

2a <^CA=A/, B = B ' &a. (I. 12).

3? Los lados de ABCDE son proporcionales á los li sinólo
gos de A'B'C'D'E'.

Pues A B :A /B /= B 0 :B /0 = B C :B /C,= C 0 :C ,0  &a. (n ? l°) 
ó A B : A 'B 'zrBC:B 'C ^ C D : C'D' &a.

El n? 2? y 3° verifican las condiciones para ser ABCDE seme
jante á A'B'C'D'E'.

Cor. Lo mismo se puede demostrar tomando el punto O fuera 
del perímetro de ABCDE ó en él.

f • %
\

Teor. 21* (fig. 129). Los polígonos semejantes pueden dei- 
componerse en triángulos semejantes, tirando las diagonales des
de un vértice homólogo.

Bip.ABCDE.-yA'B'C'D'E'.
Tes. AABC^A'B'C ', A A C D ^ A ’C'D', A A D E ~ A 'D 'E '.

Dem. Por ser A A B C ~A 'B 'C ' (VII. 9), se sigue que
AC:A 'C '=AB: A 'B '=D C :D 'C ' (hip.) 

ó AC: A 'C '= D C : D'C'
ademas < A C D = A 'C 'D ' por ser <^G=y ^ B C A = B ,C/A ' 
luego A A C D ^A 'C 'D '; así procediendo adelante se demuestra 
que sean semejantes todos los triángulos que sucederán. •

Teor. 22. (fig- 130). A todo punto dentro de un polígono 
correspoude un punto homólogo de otro polfgo&o gomejante, do
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triodo que estos dos puntos se halkn á distancias proporcional^* 
á lo» vértice» homólogos.

H ip .ABCI)E~A,B,C/D,'£/.
Tes.O A : OB: OG: OD: 0 E = 0 'A ': O 'B ': O 'C ': O 'D ': O'E'.

Dem.Siendo B 'A '—BF tracemos FA":|-BO, ademas

A//B // :̂ AB, B//C//4: BC &a y finalmente juntemos E" con A;/ 
Y será según teor. 20:

Io A"B,/C/a> 'E , ,^A B C D E ^A 'B /C'D,E/ (hip.)

2* A//B//C//D//E//= A /E/C/D/E/,
porque A ^ B '^ A 'B ' por serBFA//B// un paralelógramOcuyo ladc/ 
B F = A /B/. (consfcr.)

Ademas A 'B ': B 'C ^ A B  :B C = A "B // : B "C " 
ó A 'B ': B 'C '= A " B " : B "C "
luego B/C/a=B//C// por ser A 'B '*=A"B".

Se demuestra de la misma manera, que:

C "D "= C 'D ' y D "E "= D 'E ' y E"A '4=E 'A<

Ya sabemos por el n® 1° que < £ A '= A " , B '= B "  &a.
Luego tenemos en estos dos polígonos A 'B 'C 'D 'E ' y 

A "B "C "D "E // todos los elementos iguales y dispuestos de la mis
ma fiaanera, y por tanto son congruentes.

Abora describiendo desde A' B' con los radios A "0  v P/'O' 
dos arcos que se corten en O', s-erá 0 ' un punto en A'B'C'D'E', 
que corresponde áO  en A "B "C "D "E ", y por tanto A '0 '= A "0 , 
B '0 '= B "0 , C '0 '-=C "0& a.

Ademas sabemos que: . •
AO : BO : CO : D O : E O = A "0 : B " 0 : C ''0 : B "O : E "0. 

luego AO: BO: CO: DO ;E 0 = A '0 ': B 'O ': C 'O ': D 'O ': E'O.'

Cor. í. Lo mismo se verifica de un punto que está situado' 
fuera del perímetro ó en él.

Cor. 2. Luego los polígonos semejantes pueden descompo
nerse de infinitas maneras en triángulos semejantes.

Cor. 3. Dos polígonos son semejantas si respectivamente á 
dos puntos pueden descomponerse en triángulos dos á dos se
mejantes y colocados en el mismo orden/

Teor. 23. (128 y 131). Si dos polígonos semejantes tienen' 
los lados homólogos paralelos, concurrirán en un mismo punto 
las rectas que unen loo vértices homólogos.

Hip. A 7 y A', B y B', C y C' &a. son vértices homólogos en
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loa polígonos semejantes ABCDE y A7B7C7D7E7, ademas AB 4̂ 
A7B7, BC + lK y  &a. « ■ ¿ ■ • 4

Tes. Trazadas las rectas AA7 y BB7, hasta que se corten 
en O, pasará la recta OC por C', la OD por D7 &a.

* ►
Dem. Corto 0 0  la recta B'C' en un punto X y será 

O B :O B '= B C :B 'X  (VII. 3).
Ademas tenemos por construcción é hipótesis

O B: O B '= A B  :A 'B '= B C :B 'C ' 
o O B: O B '= B C : B'C'

luego B C :B 'X = B C : B'C', lo que da B 'C '= B 'X
y por tanto X es el punto C' ó la recta OC pasa por el punto C'.

De la misma manera se demuestra que OD pasará por D ' &a.
»'■ /•>. , ** V ' '  yf

Nota. O se llama el punto de semejanza.
J t* -. - +- *■ • i %

Teor* 24. Boa perímetros de dos polígonos semejantes son 
entre sí como dos lados homólogos.f ' V t ^

Dem. Siendo a, b, c, d, e, f los lados en el uno y a7, b7, c7, d7, e7, 
f, los lados homólogos en el otro polígono semejante, tendremos

O * o ---n • * /•]/ - ••fk * ■ -if •
luego (a + b -fc^ -d + e -ff) : a;+ b 7+ c 7+ d 7+ e 7+ f 7= a : a' (V i. 6).

Cor. Los perímetros son también proporcionales á las dis
tancias homologas de dos punío3 homólogos.

. - * * % A' , v, A 1 . * . ■ * ■» * ' * ■

Teor. 25. (fig. 129L Dos polígonos de (n) lados son seme
jantes :

I o Si tienen proporcionales entre sí (n—1) lados ó iguales 
los (n—2) ángulos comprendidos entro, ellos.

2? Si tienen iguales respectivamente todos los ángulos 
y proporcionales (n—2) lados homólogos y adyacentes.

Hip. para el 1er caso < £ A = A 7,B = B ', C = C ' 
ademas EA: A B : BC: C D = E 7A ': A7B7: B7C7: C'D7

Tes. < ^ D = D 7 y E = E ', ademas E A : E D = E 7A7: E7D7
S f Dem.AABCr^A'B 'C7 (VIL 9)
luego AC: A 'C '=B C : B'C7= C D : C7D' (hip.)
ademas . <£A C D =A 7C7D' por ser C = C 7 y <LACB=A7C'B',
luego ‘ ;  .. A A C D ^ A 7C7D7 . ,
de donde A D : A7D 7= D C :D 'C '= A E :A7E7 (hip.)
ademas <^DAE—D'A'E' por ser A = A 7 y < ¿B A D = B 7A7D7
luego /\DAE-v/D7A7E, y por tanto

<áCE=E7 y D = D 7, ademas E A : E7 A7= E D : E 7D 7
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liip. para el2°cáso. Todos los ángulos respectivamente iguale» 
y A B : BC: CD= A'B7 : B'C7: C'D7.

'lea. CD : D E : E A = C 'D 7: D'E7: E'A7.

Dem. Do la misma manera que en el primor caso tendremos 
A A C D ~ A 7C'D7 luego <£ADE= A'D'E7, ademas < £E = E 7 
luego A a D E ~ A /D'E/ y por tanto

CD: DA: DE: EA=C'D>: D'A7: D'E7: E'A7

§ 32. PROPORCIONALIDAD DE ÁREAS.

Teor. 28. (fíg- 132 y 133). Las áreas de dos rectángulos 
que tienen iguales alturas, están entro sí como sus bases.

Jüp. AC=A 'C '.
Tesi Rctg. A D ; Rctg. A 'D '^ A B : A 'B ', .

Jbem. Caso 1? (fig. 132). Siendo AB y A'B7 conmensurabks 
y  A P = A 'P ' la medida comun¿ sea A B =nA P  y A7B '= n 7A7P7,
luego la razón A B :A 'B '= £ j.

Ahora levantando perpendiculares en los puntos de divi
sión, tendremos: Rctg. AQ=Rctg. A'Q/ y ademas, por ser igua
les todos los Rctg. parciales será: Rctg. AD=n. Rctg. AQ y 
Rctg. A 'D '= n ' Rctg. A 'Q 7,
luego la razón Rctg. AD: Rctg. A'D'==^;==AB: A'B7 
ó bien Rctg. A D : Rctg, A 'D '= A B :A 7B7.

Caso 2? AB y A'B7 inconmensurables (fig< Í33).
1? Estando AB dividido en partes iguales tan pequeñas co

mo se quiera, pongamos una de estas partes como medida so
bre A'B', y no podrá el último punto de división N' coincidir 
con B7, por ser inconmensurables AB y A'B7; trazando ahora 
N'R' | AB será:

Rtg. AD rRctg. A 'R7= A B :A 7N' (caso Io).

2? Podemos hacer que el punto N' se aproxime mas y mas 
á B7, tomando las partes iguales de AB sucesivamente mas pe
queñas. y por eso el limite de A'N' será A'B7,
ó bien lim, (A B :A 'N ')= A B : A 'B 7;
por consiguiente se aproximará también mas y mas el Rctg. A 'R 7 
al Rctg. A D 7, y el límite de Rctg A 'R7 será Rctg. A 'D7,
ó bien lim. (Rtg.AD : Rctg. A 'R7)=Rctg. AD:Rctg. A 'D 7 
ademas será siempre . Rctg. A D : Rctg. A 'R '= A B : A'N7 
juego Rctg. A D : Rctg. A 7D '= A B : A 'B7 (§ 2d, 3).

Cor. 1? Doo rectángulos de igual altuna, son proporcionales
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á bus bases; pues en los rectángulos pueden considerarse las bases
como alturas.

Cor. 2° Las áreas [de dos paralelógramos do igual altura son 
proporcionales^!á. sus bases, y recíprocamente.

Cor. 3o Lo mismo vale de los triángulos,
Cor. 4® Be la proporción de las rectas a : b = o : d se sigue la otra: 
&XP:b X P = cX<l:dXq» en donde p y q  son también rectas.

Dem. aX P :bX P = a:b y c X q ^ X q = c -^—a-b (teor. 26) 
luego • a X p :b X p = cX q :d X q .

Teor. 27- Badas las proporciones de las rectas; 
a:b=c*.d y e :f= g :h , serán proporcionales entre sí los 

cuatro rectángulos formados por los términos correspondientes,

a X e :b X f= c X g :d X b 

a X í :b X f= c X b :d X b
a X e -aX f = cX g -cX b (VII. 26 cor. 4).
a X e :b X f= c X g :d X b (VI, 8). *

Cor, 1. Si a :b = c :d  será a2:b 2= c * :d 2.
Cor. 2. Si a :b = b :c  será a2:b2= a :c

Dem. a :b= br;o, 
y a :b = a :b

Juego a2.b 2 — . b ^ c —&. c.
Teor- 28. (fig* 134). Las áreas de dos triángulos semejantes 

están entre 4sí. como los cuadrados sobre dos lados homólogos.. .

Hip. A.BC ny A'B'C'
Ies. A A B 0 :A 'B '0 '= A C * :A 'C '3= A B 2:A 'B'»

Dem. Trazándolas alturas sobro los lados homólogos AO y 
A'C', tendremos:

. B D :B 'D '= A B :A 'B '= A C :A 'C '.porserA A B D ~ A 'B 'D ': 
ó B D : B 'D '= A C : A'O'
ademas: 1A C : iA'C '= A C : A'C'
luego ¿A C X B D :¿Á 'C 'X B 'D '= A C 2:A '0 'j (VII. 27). 
ó bien A ABO: A 'B 'C W lC*: A'C'*
cabemos que AC:A'C'= A B :A'B; (hip.)
luego A ABG;A/B'G'= AG2 :A'C'2= A B j :A'B '2

Teor- 29. (fig. 129). Las áreas de dos polígonos semejantes- 
están entre sí, como los cuadrados sobre dos lados homólogos

. . f ■ i 1 . *3 ■

Hip. ABCBE~A'B'C 'B 'E '.
Tes. A B O B E :A 'B 'C 'D 'E ^A B2 :A'B'2

Dem*Bescomponiendo’ los polígonos en triángulo semejantes; 
tendremos;. p

es decir:

Dem.

lu^o
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AABC 
AACD 
AADE 

luego A-ABC

A'B 'C '-^AB2
A 'C 'D '=D C 2
A 'D 'E '= E D 2
A'B'CW ACD

A B '* (VII. 28) 
D'C'*—AB2 : A'B' * *
E/D/2= A B a : A'B'* 
A 'C 'D '=A D E :A 'D 'E '

do donde AABC+DCD-t- A D E :A 'B 'C '+  À 'C 'D '+A 'D 'E '. 
= A A B C :A ,B/C '=AB\*A /B/3 (VI. 6)

ó bien ABODE: À 'B 'C 'D 'E '=A B 2 : A 'B ' 3
Cor. (fig. 130). Por sor A B : A 'B '= O A : O 'A '* tenemos: 

ABODE: A 'B 'C 'D '£ = O A 2 : 0 ' A ' * ,

T eor . 30« (fiff* 122). En el triángulo rectángulo:
1? El cuadrado de la hipotenusa os al cuadrado sobro un 

cateto como la hipotenusa á la proyección del cateto sobre ella.
2° Loa cuadrados sobre los catetos están entro sí, como sus 

proyecciones sobre la hipotenusa.

Eip. <3lB = R  y BD | AC.
35». AO -: ABa:BCi =S.C:AD :DC.

1 t ,

Dem. AB2= A C X A D , BCj=ACXI>C  (Vn. U  cor.)
Inego AG2:ABi :BCi =A C i :A O X A D :A C X I>0 ¡

sabemos que AC2: A C X A D : A C X D C = A C : A D ;DO (T il. 26)

luego ' ' AC5:AB2:BC2= A C :A D :D C . ‘ ' ,
/ - ' • ' ‘ i'

Toor. 31. (fig- 135). La suma de los polígonos semejantes 
construidos sobre los catetos de un triángulo rectángulo es igual 
al polígono semejante construido sobro la hipotenusa.

■' Eip. <^B==R, S-^P^Q, AB, BC y AC lados homólogos.
Tes. S—P *-f* Q.

JDem. P :Q = A B 3:BC2
luego P -fQ :Q = A B 2 -j-BC2:BC2 (VI.
ademas es Q : S=B C  2: AC 2
luego P +Q :S==A B 2-j-BC*:AC* (VI. 8)
sabemos que AB2-{-BC-2= A C 5S 
luego P + Q = S .

Nota. Los teoremas del Cap. VI y loa del VII especialmen
te el 5?, G°, 26?, 27? y sus corolarios contienen la razón geométrica 
de la ejecución de las operaciones algébricas con las cantidades 
geométricas do las proporciones.

En general se puede decir que aun con todo rigor geométri
co se jpueden hacer las operaciones algébricas con las cantidades 
geométricas, con tal que cada expresión so pueda interpretar geo
métricamente.
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§ 33. PROBLEMAS ELEMENTARES., l

Probl. 1. (fig. 13o). Hallar una cuarta proporcional á tres 
rectas dadas, a, b, c; es decir, quesea: a :b = c :x .

Constr. 1® Formando un ángn’o MBN tómese AB==a, C B =b 
y A D = c; juntando A con C, trácese D X ^ A C yserá  CLY la rec
ta pedida. . 5 •

D m . (VIL 1).
Const 2® por teor. 2?

¿ * t ' r ’ ’ . . - ■ *

Probl. 2? Hallar una tercera proporcional á dos rectas da
das: a y b, es decir, que sea a :b = b :x .

Const. It es la misma del probl. 1? Const. 2®(fig. 137). De los la
dos del ángulo reeto QCP tómese BC=b y A C =a, júntese A con B, 
y formando <£ABX=It, prolongúese AC hasta que corte BX en 
X  y será CX la tercera proporcional. ' *

‘ Dem. (Teor. 14). A C :C B =C B :C X .

Probl. 3° (fig. 138). Hallar úna media proporciona), á dos 
rectas dadas: a y c, es decir, que sea a :x = x :c .

Const. De la recta AC tomemos A B = a y B C =c, ahora 
describiendo sobre AO como diámetro una semicircunferencia, 
levantemos en B una perpendicular á AC hasta que la corto 
en X, y BX será la recta pedida.

i . •

Dem. <CAXC=R [IV. 191.
luego A B :B X =B X :B C  [VII. 14],

i
Probl. 4? [fig. 139J. Dividir una recta AB  en partes proporciona

les m :n:p. — ‘ . j ■ ,
Oor. Formado un ángulo ABN tómese BC=m, C E =n  y 

E F =  p; unido F con A trácese EX y CY paralelas á AF y los pun
tos X é Y dividen la recta AB en la razón pedida.

V i '  * * t L *
Dem. [Teor. 1, cor. 2J.
% •

1
Probl. 5® (fig. 140). Dividir una recta dada a en media y 

extrema razón, es decir, que sea a : x = x : a—x.
Const. Siendo A B =a, tiremos BQ | AB igual á £AB, desde 

O como centro describamos con OB un círculo, y trazando OA, 
quo corte la circunferencia en D hagamos A X =A D , y AB será 
cortada por X  en la razón pedida. ,

Dem. Prolongúese AO hasta cortar la . circunferencia en C 
y será '  t ' '

A C :A B =A B :A D  (VIL 17) 
luego AC—A B : AB= AB —A D : AD (VI. 5)
pero AB=D C y A D =A X  (const.)
luego A X :A B = X B :A X  ó A B :A X =A X :X B . ' ' :
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Probl. 0. (flg. 141). Sobre una recta dada A'E' construir un 
polígono semejante á otro dado.

Oonst. Descompuesto en triángulos el polígono dado por dia
gonales trazados desdo un vértioe A, formemos «c^E'A'D'^EAD, 
<£E'=>E y tendremos el punto D' correspondiente á D ; de la mis
ma manera formados los otros triángulos correspondientes á los del 4 polígono dado estará construido el polígono A'E'D'C'B-^AEDCB.

Dem, Por la construcción todos los triángulos formados son 
semejantes á los del polígono dado y colocados del mismo modo 
y por tanto, loa polígonos son semejantes. (VII. 22 cor 3.)

Probl. 7. [flg. 142]. Dividir un triángulo dado en triángulos 
proporcionales, m : n : p.

Const. Haciendo AD:DE:EC==m:n:p [probl. 4] juntemo«. 
B con D.y E y tendremos ABD:DBE:El3C=m :n:p.

Dem. Todos los triángulos tienen la misma altara, y por eso: 
A B D :D pE:EB.C=AD :D E:EC =m :n.:p  [VII. 26 cor. 3]f,

- * * t' #
Probl. 8. [fig. 143]. Dividir un triángulo por una recta pa*\ 

ralela á un lado.en dos partes proporcionales m: n.

Análisis, Siendo XY la recta pedida, tendremos: 
A X B Y :X A C Y = m :n

luego A X B Y +X A C Y :X B Y =rm +n:m  [VI. 5]
ó, A ABC:X B Y = m -fn :m = A B 2:BX* [VIL 28].,

Se ve que construida la última proporción, el problema que
dará resuelto; por esto describamos sobre AB como diámetro una, 
semicircunferencia, y formando BD=*BX, y DEJ_AB, tendremos: 

AB^:BÍ)2= A B :B E  [Y ü  30] = m -f-n : m, por ser B D =B X .
En la última proporción ÁB:BE=m-|-n:m podemos direc

tamente determinar E.por probl. 1; ppr E se determina D, por 
BD la parte BX y por tanto quedará resuelto el problema.

Const. Haciendo AB:BE=m-|-n:m [probl. i], describamos 
sobre AB como diámetro una semicircunferencia, levantando en 
E la perpendicular EM á AB, juntemos el punto D con B y 
describamos con BD desde D un arco que corte BA en X, y 
trazando XY + AC será A X B Y : XYC A=m : n.

Dem, AB :BE=m -]-n:m  [const.]
ademas AB : BE=AB*: BD* [const. y YÜ 30]—A B ^B X * [const.]*
luego A B *: B X*=m-|-n: m
ademas A B * :B X * = A ABC:XBY [VIL 28]
de donde m-|-n: m = A A B C : XBY
ó m -fn— m :m = A ABC—XBY'.XBYTVÍ 5]
es decir n :m =X Y C A : A X B Y
6 A -^BY:XYCA=m :n.

Probl. 8 [fig. 141]. D ado un p o lígon o . construir otfo  seme-

— 78—
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¿anta, con el cual esté el primero en la razón do m á n,
Resolución. Por medio del probl. 8 ee puede hacer-que 

Á  AX Y : A B C =n: m; entonces trazando YZ ̂  CD y ZV ̂  DE, seré. 
AXYZVel polígono pedido.

Dem. 1? AXYZV^ABCD E [const. y VII. 20 cor.].
2° AXYZV: ABCDE=XY2: BCa

X Y 2:BCt =^\AXY: A B C =n:m  [const.j 
A X Y ZV : AB(JDE=n: m.

pero
luegd

C A P I T U L O  V III.

Polígonos regulares y  m edida del circulo.

| 34. PROPIEDADES Í)E LOS POLIGONOS REGULARES:
I

Explicación I a Un polígono que tiene iguales tódós sus la
dos y ángulos se llama regular.2a Un polígono está inscrito en una circunferencia, ó una 

v circunferencia está circunscrita á un polígono, si todos sus vér
tices están en la circunferencia.

3* Un polígono está circunscrito á una circunferencia, ó una 
circunferencia está inscrita en un polígono, si todos bus lados 
bou tangentes de la circunferencia.

Teor. 1. Cada ángulo dó un polígono regular d¿ n lados 
es igual á ( • - 9  rectos.

Dem. En todo polífono la suma de los ángulos es igual á 
n2B—4R, ya sabemos que en un polígono regular, todos los ángu
los son iguales, luogo cada ángulo igual á — =  2 R** í j í  -

Teor* 2. [fig. 144]. Todo polígomo regular tiene un centro 
que equidista do los vértices y de los ladró.
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r Dem. Dividiendo los ángulos A y B en partes iguales, pro-
onguemos hasta que se corten en O y el punto O: I o equidista 
Ido los vértices, y 2? do los lados.

Acerca del 1? <£OBA=OBC y AB=BC 
.neoso AO BA=OBC [TI 71, ademas son isósceles por ser A=AB, 
luego BO =AO =C O .

De la misma manera so demuestra quo todos los triángu
los restantes son congruentes entre sí, y por tanto

O A = 0 B = 0  C= OD = O H = O E
acerca del2? Tracemos OFJ_AE OG_[_ED, OHJ_CG &a. y di-* 

remos que todas estas perpendiculares son iguales entre sí.
Todos ios triángulos formados AOE, EOD, DO O &a. son 

congruentes entre sí ó isósceles, luego así como tienen igual baso 
así también igual altura.

Cor. 1. A todo polígono regular se puede circunscribir ó ins
cribir un círculo. Sabemos que el punto O equidista de todos 
los vértices, luego describiendo un círculo con esta distancia 
como radio desde el punto O, pasará la circunferencia por los 
vértices*, ademas describiendo un círculo desdo el punto O con la 
distancia igual de los lados, tendrá la circunferencia todos loo 
lados, por tangentes.

Nota. El radio del círculo circunscrito so lama radio del 
polígono, y el radio del círculo inscrito apotema; el primero so 
denota por r (R), el segundo por

Cor 2. Son congruentes entro sí todos los triángulos, quo se 
pueden formar juntando el centro con los vértices, lo quo he
mos visto en la demostraciondel teorema.

Cor. 3. El radio del polígono regular es bisectriz de los ángu
los, pues es el fundamento de la demostración.

Cor. á. El ángulo que forman dos radios sucesivos es igual
á ^  es decir<£AOB=~* puesto que los n triángulos son con
gruentes. Dicho ángulo se llama ángulo al centro.

Cor. 5. Lo mismo vale relativamente álas apotemas.
Cor. 6. El apotema divide cada lado y el arco correspondien

te en dos partes iguales, puesto quo os el radio perpendicular á 
la cuerda.

., * ■ Í*j \ • * 1 i , . .
* * /

T eor- 3 . Todo polígono equilateral ó inscrito en un círculo 
es regular.

Dem. Todos los ángulos del polígono están inscritos y sus la
dos abrazan arcos iguales, por ser todos los lados iguales, y por 
tanto son también iguales los ángulos.

Cor. Luego si se halla la circunferencia dividida en n par
tes iguales, tendremos uniendo los puntos sucesivos do división 
un polígono regular con n lados. . *

\
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Teor- 4- lúg* 145]. Todo polígono equiángulo y circunscri
to á un círculo es regular.

Hip. <£A=B=C &a. O F =O G =O H  &a. y son perpendicu
lares á los lados respectivos.
. Tes. AB=BC &a.. . * . < v' ' * f
. Dem. FB =B G  y OB bisectriz del <^B, OA del A (IV 22ji

luego AAOB, BOG &a. son isósceles, por ser < £A = B  &a,
de donde A F = F B  y BG =G C &a. (II. 13) • 
ó B F =4 AB y B G = ¿  BC;
sabemos que B F =B G
luego A B =B O  ' '" A

De la misma manera se demuestra que BC=CD =D E=EÁÓ

• * i  » t • «>
, Teor. 5- El ái*ea de un polígono regular es igual á un rec- 
' tángulo formado por la mitad del perímetro y por el apotema.

Dem. El polígono regular se descompone en n triángulos 
congruentes, que tienen por base el lado del polígono y por al
tura el apotema; luego designando por S el área, por b e l lado 
y por P el perímetro del polígono regular tendremos:

nA—n. i b Xp=2n • bX A=í EX A

Teor- 6- Los polígonos regularos de un mismo número do 
lados son semejantes entre sí,

Dem. Todos los ángulos son respectivamente iguales y están 
colocados en el mismo orden, por ser cada uno de ellos igual á

. * A <  ̂ , 4  9‘ \ ’ v *(2 B— --E ); ademas la razón entredós lados es siempre la mis
ma, puesto que un polígono regular tiene todos los lados iguales^

• * <f
Teor* 7* Eos perímetros de dos polígonos regulares de un 

mismo número de lados son proporcionales á sus radios y apotemas.

Dem. P :P '= b :b ' (VII. 24.) ... J f
ademas b ;b '= r :r  '=xp\pfpues forman triángulos semejantes,
luego P :P '= r :r  '=p\pf \

Teor* 8- Las áreas de dos polígonos regulares de un mis
mo número de lados son proporcionales á los cuadrados de sus * 
radios y sus apotemas.

Dem. S :S /= b 2 :b /2 (VIL 29)
h:b'=Ti:\x'—p\fí 

luego S :S '= r 2 :r/2= p 2
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§ 35. PROBLEMAS.

Probl. I o D ado un polígono regular inscrito, construir o] 
circunscrito del mismo num ero de lados.

Oonst. 1“ (fi". 146). Siendo ABCDE el polígono regular ins
crito, tracemos las tangentes en los vértices A, B &c. hasta cor
tarse y tendremos el polígono regular pedido.

Dem. 1? Tendremos tra polígono con el m ismo número de 
lados. Las tangentes en A y B forman con el lado AB ángulos 
agudos luego se cortan sobre AB, ó forman allí un vértice 
A', le mismo vale relativamente á los otros lados, luego tendre
mos un polígono que tiene tantos vértices cuantos lados tiene el 
otro, y por tanto tiene también el mismo número de lados.2? El polígono es circunscrito por ser todos los lados tan
gentes (Oonst.)

3? El polígono es regular.
Por ser arc.AB=arc. BO se sigue

< ÍA 'A B = A /B A = B ,BC=B'CB (IV. 21) 
luego < A /= B '= C / &a. (1 .14)
„  A'B/= B 'C /= C /D / &a. (Yin. 4).

Oonst. 2* (fig. 147). Siendo AB el lado del polígono regalar 
de n lados, bajemos desde el centro O una perpendicular á AB, 
y prolongándola hasta que corte á la circunferencia en O, tra
cemos por O una tangente que corte en F y E á los radios 
OB y OA prolongados.

Repitiendo esta construcción en cada uno de los lados del 
polígono inscrito, nos resultará un polígono regular con el mis
mo número de lados.

Dem. 1? Resultará un polígono con n lados.
Siendo OHJ_BG: ó <^D'OB=:DOB, pasará la tangente en 

H por F, porque juntando F con H será <£OHF—R por ser 
¿\OHF=OCF (II. 7). Lo mismo valdrá para las demas tangen
tes relativamente á los puntos J, K &a. Luego resultará un polí
gono que tiene tantos vértices cuantos el primero, y por tanto 
tiene también el mismo número de lados.

2? Resultará un polígono circunscrito por ser todos los lados 
tangentes (Oonstr.)

• 3? Resultará un polígono regular,
< £ B = < £ í \ < £G = J , <^M =K  &a. (I. 12) 

pero sabemos que <^B=Gh=M &a. (hip.) 
luego < V F = J = K  &a.

„  E B = T J = J K  &a. (VIH. 4). *

Probl. 2? (fig. 147). Dado un polígono regular inscrito, for
mar otro inscrito con doble número de lados.

Oonst. Siendo are. AC=arc. CB y are. BH*t=arc. HG &a. jún
tese A con C, C con B, B con H & a. y resultará el polígono 
pedido.
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Dem. 1* Tendremos un polígono insorito con doble número 

de lados, por estar todos los vértices en la circunferencia y du
plicados.

2? El polígono es regular. Puesto que todos los arcos cor
respondientes á los lados del polígono nuevo son iguales entra 
sí (constr.) y por tanto lo son los lados (IV. 4), luego dicho po
lígono es regular (Yin. 3.)

t
Probl. 3. Dado un polígono regular inscrito formar el cir

cunscrito con doble número de lados.
Constr. 1* Fórmese según el probl. 2 el inscrito con dobl9 

número de lados, después según el probl. I o el circunscrito.
Constr. 2a (fig. 148). Siendo AB el lado del polígono dado, 

formemos según el probl. 1, constr. 2a el lado del polígono regu
lar circunscrito correspondiente sea CE; después trazando las 
bisectrices de los ángulos DO A y DOB, y prolongándolas has
ta cortar CE en los puntos J y L, será JL el lado del polígono 
regular circunscrito con doble número de lados.

Dem. Por ser <JGOD=HOD (const.), OD será como á AB 
también perpendicular á GH (II. 13), luego G H ^ AB; ademas es 
G II=A D  por ser <£GOH=AOD (const.), pero AD es el lado 
del polígono regular inscrito con doble número de lados (probl. 
2°), luego lo será también GH y por tanto JL el lado del polí
gono regular circunscrito con el mismo número de lados (probl. 1? constr. 2a)

Nota I a Se ve cuan importante es la 2a. construcción por estar 
incluidos en ella el probl. 1? y 2?; por tanto deduzcamos algunos 
corolarios.

Cor. 1? JA =JD  y JAJ_AO por ser /\JAO=JDO.
Cor 2? Trazando MN 4= AF se sigue que

D N =N F  [III. 12), luego F F '> F 'D , 
y por tanto duplicando siempre los lados del polígono, el punto 
F ' se aproximará mas y mas al punto D 6 bien el apotema se 
aproximará mas y mas al radio.

Nota 2a Si la circunferencia,,'está dividida en n partes igua
les, lo será también los 4R al rededor del centro é inversamente 
{IV, 4.]

Nota 3a Si dividimos la circunferencia en un número cual
quier de partes iguales y unimos sucesivamente con rectas los 
puntos inmediatos de modo que quede formado un polígono, 
es evidente que será regular, puesto que todos sus lados y án
gulos son iguales entre sí; luego se pueden inscribir geométri
camente en un círculo tantos polígonos regulares cuantas sean 
las partes iguales en que se puede dividir geométricamente la 
circunferencia.

Probl. 4° (fig. 149). Dividir una circunferencia en cuatro 
dartes iguales ó inscribir un cuadrado en ella. v
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Const. Trazados dos diámetros perpendiculares ^vipda la cir
cunferencia dividida en 4 partes iguales, y juntándolos puntos 
éstremos tendremos el cuadrado ABCD. ‘í l i ' 4

Dem. Es manifiesta.
% % ♦

Prob. 5. (fig 150). Dividir una circunferencia en sois partes 
iguales ó inscribir en ella un exágono regular.
.**■’ Const. Desdo un punto A descríbese con AO como radio un 
arco que corte la circunferencia en B, y el are. AB será la sesta 
parta de la circunferencia y la cuerda AB el lado del polígono 
regular pedido.

Dem. Júntese A y B con O y será /\AOB equilateral y por
• 1 ‘■ •

tanto <£A O B = § B =  — luego es el are. AB la sesta parto de la
circunferencia, y por tanto A B = r el lado del exágono regular y 
(¿AB=6r su perímetro (véase Nota 2*) »

Cor. 1 / Comó ahora' 63 fácil construir el lado del exágono 
regular circunscrito, así lo es encontrar por cálculo su valor . nu
mérico.1 ' Siendo en la fig. 146 M N = O N = l y PQ el lado del exágono 
regular circunscrito será1 PQ :M N =OR:OS 
en donde O S ^ O N V -S N * = 1—.J = J
lijego " O S=Jv/ 3

,, = y i = 5 v ^
y por tanto el perímetro del exágono regular circunscrito será 

’ 4\/3 si el radio es igual á la unidad.
' Cor. 2. Siendo (fig, 150) A B =B C  será la recta AC el lado del

triángulo regular, pues <£AOC =  — =por ser arc.4AB=BC*

Probl. 6. (fig. 151). Dividir una circunferencia en diez partes 
iguales ó inscribir en ella un decágono regular.

i * i
Análisis. Siendo el arq, AB la décima parte de la circunfe

rencia" ó la cuerda AB el lado del decágono regular, 'será <£AOB 
= fB í y por. tanto <TOAB==OBA==f-It; ahora trazando la bi
sectriz del<5COAB, será ^B A M  y AMO isósceles, ó AB=AM =M O , 
ademas • AO : A B = O M : MB (VII. 12)
ó OB: O M =O M : MB por ser AB=OM .

Luego OB so halla dividida en media y extrema razón. 
Constr. Dividido el radio OB en media y extrema razón, es 

decir, de modo que OB: O M =M O : MB, se tome la cuerda BA=O M  
y será el are. AB la décima parte de la circunferencia y la cuerda 
AB el lado del decágono regular.

Dem. Por ser OB:OM =OM :M B y OM=AJB, tendremos 1?) O A :A B =O M :M B , luego AM la bisectriz del <TOAB 
(VIL 13). “ ^

•— 84— . .
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2?) O A  : A B = A B  : BM, de donde por ser <£O AB= AB M 
AOAB^ABM , luego AM AB isòscele, yvpor tanto 
^  <^M AB=AO B —MAO (Io)6 <£OAB=2AOB.

Xa sabemos que <^\A0B-|-20AB==2R 6 5AOB=2R
luego A O B =|n==Í^  y por consiguiente será 9I §xg, AB la dé- 

0 5 10 # .............
cima parte de la circunferencia y la cuerda AB el lado del de
cágono regular. (Véase Nota 2“) 

r Cor. Siendo B C = B A  será el arco ABC la quinta parte 
de la circunferencia y la cuerda AO el lado del pentágono re
gular, por ser <^A O C =2A O B = í? . v

Probl. 7. Dividir una circunferencia en quince partes igua
les ó inscribir en ella un pentadecágono regular.

Resol. Podemos geométricamente formar <£-¿4R, ademas, se
gún el probl. 6? <F-h 4R y por tanto un <£(-£- — A) 4R =  . 4R=:
A p ‘'A. y .

; luego se puede construir Ja décima quinta parto de la cir-
10

cunferencia y el lado del pentedecágono regular.

5 3G. PR O PO R C IO N E S R E L A T IV A M E N T E  A L  CÍRCULO.* - l

Explicaciones.1" (fig. 152). Siendo AFCEB una curva y su cuerda AB, 
tomemos un punto O. próximamente en la mitad de la curva, 
y juntando C con A  y B vemos que la suma AC-j-CB se aproxi
ma mas á la curva que AC; tomando después F y E próxima
mente en las respectivas mitades de AO y OB, la línea quebra
da AFCEB se aproxima ya mas á la curva que la anterior; y 
procediendo de esta manera tendremos una línea quebrada que 
se aproximará mas y mas á la curva; pues ya en la sesta divi
sión no se puede distinguir sensiblemente á la curva de la* recta.

Pero procediendo indefinidamente de este modo tomando 
cada vez las cuerdas mas pequeñas podremos hacer que la dife
rencia entre la curva propuesta y la línea quebrada sea menor 
que cualquier cantidad asignable; por tanto, según la definición 
admitida para el límite, la curva será el límite de la línea quebrada.

Observemos que la línea quebrada pasa á su límite por in
crementos sucesivos por ser AC-[-CB[>AB, una relación cons
tante entre las demas cuerdas.

Esto supuesto pongamos.

Principio 1? Toda curva convexa es el límite de una línea 
quebrada, cuyos lados son cuerdas y llegan á ser menores que 
cualquier cantidad por pequeña que sea.

2 a Siendo para la misma curva A D  y B D  dos tangentes en
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loa puntos A y  B que se eorten por la parte superior de AB, 
tracemos por el punto C una tangente, y veremos que la suma 
AH-|-HG+GB se aproxima á la curva mas que la A D -f-D B ; 
trazando después por F y E tangentes es manifiesto que la línea 
quebrada ALJKMB se aproxima ya mucho mas á la curva que 
la anterior; y procediendo de esta manera tendremos presto 
una línea quebrada, que se puede confundir sensiblemente con 
la curva. Luego procediendo indefinidamente tomando cada vez 
tangentes mas pequeñas podremos hacer que la diferencia entre 
la curva propuesta y la línea quebrada sea menor que cualquier 
cantidad asignable; por tanto será la curva el límite de la línea 
quebrada.

Observemos que la línea quebrada, cuyos lados son tangen
tes pasa á su límite decreciendo, por ser HG<^HD-|-GD una 
relación constante entre las demas tangentes.

Por esto pondremos.
Princij/io 2? Toda curva convexa es el límite de una* línea 

quebrada, cuyos lados son tangentes y llegan a ser menores que 
cualquier cantidad por pequeña qne sea.

Nota I a Estos dos principios valen para todas las curvas, 
para verlo debemos muchas veces descomponer la curva propues
ta en otras dos convexas como en la fig. 153, donde A  es el 
punto de flexión.

Nota 2a Estos dos principios valen también relativamente á 
las áreas, lo que es manifiesto.

3 a Aplicando estos dos principios al círculo, podemos decir:
La circunferencia es el límite de un polígono inscrito y re

gular, ouyos lados se duplican indefinidamente; este perímetro 
pasará á su límite recibiendo incrementos sucesivos, luego ab
solutamente será siempre menor que la circunferencia.

La circunferencia es el límite del perímetro de un polígono 
regular y circunscrito, cuyos lados se duplican indefinidamente; 
este perímetro pasará á su límite decreciendo, luego absoluta
mente será siempre mayor que la circunferencia.

T eor. 9 . Dos circunferencias son proporcionales á sus radios.

Dem. Designemos por O y C'dos¡ circunferencias, cuyos ra
dios sean R y  R '; ademas siendo P y P' los perímetros de dos 
polígonos regulares con el mismo número de lados inscritos el 
primero en la circunferencia O y el otro en la O', tendremos 
siempre la proporción:

P :P '= R :R ' ó P :R = P ':R ', (Yin. 7) 
aunque duplicásemos mas y mas juntamente los lados, por ser 
siempre los polígonos semejantes (VIII. 6).

Ahora aplicando el teorema de los límites (§ 24. 3) será: 
lim. (P :R )= C :R  por ser lim .P=C

y lim. (P ': R/) = 0 /: R' por ser lim. P ^ C '
luego C :R = C ':R '6 C :C '= R :R '.
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Teor, 10* Las áreas de dos círculos son proporcionales á 
los cuadrados de sus radios.

jDem.*r Designemos por C, y C / las áreas de dos círculos cu
yos radios sean R y R '; ademas, siendo S y S' las áreas 
de dos polígonos regulares con el mismo número de lados ó ins
critos fel primero en la circunferencia C y el otro en la O', ten
dremos siempre la proporción:

S :S = R 2:R 'a ó S :R ’ ^ S , :R ''2 (Y in . 8), 
aunque duplicásemos mas y mas juntamente los lados, por ser 
siempre los polígonos semejantes. (VIH. 6).

Ahora aplicando el teorema de los límites (§ 24,3) será: 
lim. (SiR'^^CgiR-*, por ser lim. S = C B

y lim. (S ':R '*)=C 'B:R/3, por ser lim. S '= C 'B
luego C .:R 2= C B':R '3, ó Cb:Cb'= R s :R '3.

Cor. Sabemos que C :R = C ':R ' ó C :2H = C ':2R/, luego la 
razón de la circunferencia á su diámetro es constante, y si co
nocemos esta razón para un . círculo la conoceremos para todos.

El número que expresa esta razón se llama n  y está calcula
do aproximadamente 7r=3,14159___lo que veremos en el § si
guiente.

Con lo que tenemos C :2R = 7r 
luego C = 2;rR.

Teor. 11. El área de un círculo es igual á un rectángulo 
cuya base es la mitad de la circunferencia y cuya altura es el 
radio.

Dem. Tomando la misma expresión que arriba y ademas 
designando por p  el apotema del polígono tendremos:

S = iP X P
sabemos que lim. S = C B, y lim. P X p = J C X E
por ser lim. P = C  y lim. p=R (§ 35 probl. 3. Nota I a)
luego Cb= £G X E .

Cor. CB— 7rR* por ser C = 2^R.

Teor* 12* (fíg.154). Los arcos de dos círculos iguales ó do 
unimismo círculo son proporcionales á sus ángulos centrales.

Dem. Caso 1? Siendo los are. AB y A'B' 
supongamos que sea are. A M =A 'M ' la medida común entre ellos* 
y are. A B = m  (4) AM y are. A 'B ^ n  (7) A 'M '
luego la razón are. A B :A T& '==^-^.

Ahora juntando los puntos de división en los respectivos 
arcos con sus centros, serán todos los ángulos parciales iguales 
entre sí (IV. 4) y por tanto:

<£AOB=m.AOM y < ^ l,0 /B,=n ,A ,0,M'
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sabemog ya que la razón are. AB: A 'B '=  ™ 
luego <£AOB: A '0 'B '=arc. A B : A'B'.

<2 * . » ^2? Cago. Are. DE y D 'E ' nonn inconmensurables.1? Estando el are. DE dividido en partes iguales tan peque
ñas como se quiera, pongamos una de estas partes como medida 
sobre el are. D'E', y no podrá el último punto do división P coin
cidir con E', por ser inconmensurables los are. DE y D 'E'; trazan
do ahora O'P, será

Ara. D E: D 'P =<i[D O E : D'O'P (caso 1?)
2° Podemos liacer que el punto P se aproxima mas y mas 

al E' tomando las partes iguales del are. DE sucesivamente mas 
pequeñas, por eso el limito de D'P será D'E', 
ó bien lim. de la razón (are. D E: D 'P )= are. D E :D 'E '; por consi
guiente se aproximará también mas y mas el < £D'O'P al < £D '0 'E ' 
ó el lim. del <£D '0 'P  será D ’O'E';
ó bien: lim. déla razón f<^D 0E :D '0 'P )==<^D 0E :D '0 'E '; 
ademas será siempre: are. D E :D 'P=<£D O E :D 'O 'P  (caso I o) 
luego <£D0E :D '0 'E '=arc. D E :D 'E ' (§ 24. 3).

Cor. Lo mismo vale de los sectores, pues la demostración 
será la misma poniendo solamente en lugar de ángulo la pala
bra “sector” . ' , .

iliogó la razón <^A0B: A' 0' B' — r

Teor- 13* (fig. 155). Dos arcos de círculos desiguales quotienen ángulos centrales iguales, son proporcionales á bus radios.'
*

BTp.<JfA 0B =A '0 'B .
Tes. Are. A B ; are. A 'B '= 0 A : O'A'.

Dem. Are. A B : C = < £ A O B : 4R 
y are. A 'B ': C ^ ^ A 'O 'B ' :4R
luego Ajrc. A B :C =are. A 'B ':O ' por ser < £ A 0 B = A '0 'B ' (hip.) 
ó Are. A B :are. A 'B '= C :C '= :0 A :0 'A  (VIH. 9).

Cor. El íeori 12 sirve d e ' fundamento para medir un ángulo 
por un arco, pues creciendo un arco en cierta razón, crecerá 
en la misma el ángulo central correspondiente, es decir, si un 
arco a es la na parte de la circunferencia C, también el án
gulo central correspondiente a será la na parte de 4 R ; pues
to que

C:a=^4R:a 6 C :íc=4Rn
Inégo 4R : a—n lo quedará

4R
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Ahora bien, imaginémonos una circunferencia dividida en 
360 partes iguales llamadas grados y uniendo los puntos de di
visión con el centro, estarán también divididos los 4R en 360 
y 2R en 180 y IR  en 90 partes iguales, que también se llaman 
grados. - ' , •

Para obtener divisiones mas menudas se divide el grado en 
60 minutos, este en 60 segundos, que se escriben en vez de 32 
grados, 17 minutos, 63 segundos* así, 32° 17' 53".

Para apreciar prácticamente estos valores se hace uso de uü 
instrumento llamado transportador, que es un semicírculo* cu
yo arco está dividido en 180°': ahora para medir un ángulo, co
loqúese el centro del transportador sobre el vértice del ángulo, 
de manera que el diámetro notado por 0 caiga sobre un lado 
del ángulo, y véase cuántos grados índica el otro en la gra
duación.

Por medio del mismo instrumento será fácil formar en el 
papel un ángulo, por ej. de 27°. • -

Nota. La división moderna ó  centeermal, es decir la del cua
drante de la circunferencia en 100: grados y el grado en 100 
minutos y el minuto en 100 segundos &a., todavía no está muy 
admitida, pues su introducción«envuelve muchas dificultades.

Teor. 14. (figr 155). Los sectores y segmentos en círculos 
desiguales- que tienen ángulos centrales iguales,, son proporcio
nales á los cuadrados de sus radios.

y i t f S *
2es.I° Seet. AOBrsect.A/0 'B '= :R !!:R''».

2* Segt. A B : segt. A 'B ^ R »  :R ,a.
i-

Dvm. i âra I o Sect. AOB:C,=<£AOB:4R (VIH. 12 cor.)
Sect. A'CXB, :C ',= < Í;A '0 'B ':4R

luego Sect. A O B :C ,=A '0 'B r:C't por ser <rA O B =A '0 'B ' (liip.) 
ó Sect. AOB:: A '0 'B '= C ,: C '„=R2:R '« (VIH. 10).

Item , para 2?'Sect. AOB: sect.‘JL'0,B,= R rR '’2
A  AOB: A  A '0 'B '= R 2:R ' 2 por ser A A O B ^A 'O 'B ' 

luego Sect. AOB: sect. A'OB*'= A  AOB"AA'0'B<'
• ó Sect. AOB :AAOB=sect. A'Ó'Bf; A A 'O '® '
luego . ’ :
Seet. A O K -A A O B : AAOB=sect A A 'O 'B '—A  A D 'B ': A A 'O 'B ' 
ó Segt. AB : A  AOB= Segt. A 'B 'rA A 'O 'B ' •
»  Segt. AB ¡segt. A 'B :'= A a ° B  : A A'0 'B '= R a: R '*.

§ 37. DETERMINACION DEL VALOR DE

Problema. Dados los perímetros' del polígono1 regular ins
crito y circunscrito de n lados, hallaruna fórmula, que expreso 
el perímetro del polígono regalar circunscrito ó  inscrito de 
Indos. r\
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Constr. (fíg. I5G.) Siendo AB el laclo'clel polígono inscrito 
con n lados, y dividiendo <£AOB en. dos partes iguales por OC, 
será EF que es la tangente en C el lado del polígono regular’ cir
cunscrito con el mismo núnicro ele lados (§35 probl. 3 const. 2"); 
juntando después A con C y dividiendo <£AOC en dos partes 
iguales por OD, será AD =D C el medio lado del polígono regu
lar circunscrito con 2n lados; por lo que haciendo lo mismo en 
otra parte, GD será todo el lado del dicho polígono, ademas sabemos 
que AOAD=OCD (II. 7) luego AD =DC y <£O A D =R  
pero D C=4 GD luego A D = ¿ GD.

Por ser AC el laclo del polígono regular inscrito con 2n lados 
se necesita determinar AD y AC.

Designemos por Pi y Pe los perímetros del polígono inscrito 
y circunscrito con n lados y por PV P 'c los con n lados.

I a parte determinar P'c • * •
E D : D C =O E : OC (= O A )= E C : A I= P c : Pi 

luego E D + D C : D C = P c + P i : Pi
ó EC: D C = P c +  Pi: Pi
pero EC; D C = 4n . EC: 4n. DC= 2PC: P 'c
luego 21?c I I>/c==I>c—J— • Pí - í

2.Pc-PiV 'c~
P c+ P i

2a parie determinar P'i
/\DHC~CJA por ser are. AC=arc. BO 

luego OH : CD =A J : AC=A.J : 2ÜH
,. 4n. OH : 4nCD= 2n A J : 4nCH

ó - P'i :P /c= P i :P 'í

luego P 'i= V P 'c Pi
T ) A

APLICACION PARA DETERMINAR EL VALOR DE n.

muías 
uno
el valor de esta exacta hasta el lugar decimal que tengan • los 
dos perímetros comunes, pues el valor de la circunferencia estará 
siempre entre el de los dos perímetros.

Para comenzar el cálculo tomemos el polígono del exágono 
regular inscrito y circunscrito. Sabemos relativamente al exágono 
regular que Pi =  0 y Pc = 4 ^ 3  siendo r = l  (§35 probl. 5 cor. 1). 

De donde por medio de 
p / __ 2Pc. Pi

Pc-f-Pi
y P 'i= V F e.Pi

- Pc= % r 7 F = 3 W 3 =G'4308806'
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•' •' ! " P ¡ = Í S - S ••' f=(5.2UG5?0.. . :
Por ser r = l  y la circunferencia igual á, 27t, será al m ci

lios igual á G ó ná 3. f  - / :• .. .
Aplicando en adelante dichas fórmulas tendremos por cál

culo la tabla siguiente: * /  '

El número 
de lados

Valor del perímet. 
del polígono cir

cunscrito. t

Valor del perím. 
del polígono 

inscrito.
Valor aproxi
mado de n.

6 < , . 6,9282032..
1 4 ’ 6,0000000.. 3> ... 1

12 6,4307806.. , 6.2116570.. 3,

24 ,6,3193198.. 6-2652572.. 3,1

48 0,2921721.. 6,2787004.. 3,1 i
96 6,2854291.. 6,2820639.. 3,14 ,

192 1 6,2837461.. 6,2S29049.'. 3,141

384 6,2833254.. 6,2831152.. 3.141

768 6,2832203.. • 6,2o31677. , 3,141

1536 0,2S31940..
* 1 • J

6,2S31S09.. 3,14159

•Arquímedes halló primeramente que la razón de la circun
ferencia al diámetro ó el valor de n está entre V  y -Vi3-. Pedro 
Meció (1550) la determinó por ü f  y después Ludolf de Ceulen 
(1587) ya hasta 32 lugares decimales, y por tanto se llama el 
valor de n espresado en fracción decimal el número de Ludolf. 
Los modernos por medio del análisis superior, han hallado el 
valor de 7t\ mas aproximado, por ej., Eichter hasta 500 lugares 
decimales.

tt= 3 ,14159265358979323846....
Áog. Tr=0,497149S7..........

i-=0,31S3099, log.-=0,502S501—1-M 7t* 1 ® 7 T ,

§38. FÓRMULAS PARA RESOLVER ALGUNOS PROBLE
MAS NUMÉRICOS POR MEDIO DEL VALOR DE n.

Designemos por r el radio, por C la circunferencia, por C, o 
área del círculo, por a un arfeo, cuyo valor degrados n, por s el
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¿rea de un sector.
Conocido r se puede [determinar los raloros de todas las 

otros cantidades. 01! C=27rr de donde r=

— 9 2 —

l 2* C,— nr2 .. 
n#3* a= '180 n r.

2;r

S
180.a
nu.?r y n*= 180.a 

n . r
pues a:27ZTet*n#:360° (VIII. 12.)

.. n® * , , , /8?360° . s.860°
4* ‘'“ seo”  de donde

pues B:^r2=n°:3G0 (VIII. 12 cor.)

Ejemplos para formar 3“ siendo r = l ,  ademas 
I o n = 36°oe o

* = ^ 5.3,14139= ̂ . 3,141592=0,62831$
2 • n = 87° 35' 14"=315314"

3153Urr- 3,141592.'18U.60'
El cálculo se ejecutará mas fácilmente por los logaritmos 

log a=log 315314-f log zr— (log I&O4-2 log G0)

log 315314=5,4987432 
log n =0,4971499

+5,0958931

log 180 =2,2552725
2 log 60 =3,5563026

— 5,8115751
22B *

+o,1843180
log a=0,1843180=log 1,528685 

ó a = l ,528685.
Es decir, si un arco dado por grados es igual á 87° 35' 14" 

será su longitud comparada con el radio}?igual á.lla unidad 
l,528C8o.

I7ota. Por medio de las formulas recíprocas se encuentran 
r o n 9 si se conocen las otras cantidados.

- i
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CAPITULO IX.

Ejercióles prácticos*

§ 39. ADVERTENCIAS.

1* Loa ejercicios prácticos tienen por objeto el responder á las 
preguntas propuestas y el dar las respectivas demostraciones, como 
también la resolución de los problemas gráficos. Muchas veces se 
Indica lo suficiente que,puede servir de norma de la resolución 
completa; einembargo sera muy útil que el estudiante procuró 
resolver por sí estos problemas sin acudir á la clave.

2? En la ejecución de los problemas y teoremas solo se pueden 
aplicar los capítulos respectivos antecedentes, no los siguientes. *

3? Para abreviar llamaremos:
a) ea un triángulo isósceles los lados iguales solamente lado3

y base el tercer lado; por consiguiente la perpendicular 
desde el vértice á la base , y las alturas que perte
necen á los lados iguales alturas .

b) En un triángulo cualquiera (fig. 158) denotaremos los tres 
lados por a, by c,los ángulos opuestos por ¿r, y las 
alturas que pertenecen á los lados respectivos por ha, hb y 
h0 ; m y n los segmentos en que por la altura queda di
vidida la base, es decir, DC=m , I)B = n , sea el triángulo 
agudo ú obtuso.

c) (a+b) dice que se da la suma de las rectas a y b, aun
que no se conozcan a ni b; (a—b) dice que se da la dife
rencia entre a 3 b &a,

d) X, Y, Z &a. denotan generalmente puntos incógnitos como 
x, y, z &a. rectas incógnitas.

* 4* Para resolver los problema* gráficos no se puede dar 
una regla general que sirva de norma para todos, sino cada 
uno generalmente pide una especial consideración. Con esto se 
ve que el análisis geométrica es de suma importancia y que re
quiere mas que mediana observación para investigar la relación 
que entre sí guardan las cantidades que se han de construir y 
la manera do hacerlo; por eso pongamos unas observaciones:

• La advertencia 4a es importante y se necesita leerla no solo en 
el principio sino mucho mas %i se han hecho ya muchos ejercicios.
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„ a) Sobre todo so necesita sabor claramente lo que so quiero 
ejecutar, por ej., construir una figura tal, y ademas los medios 
que sirvan para ejecutarlo. Por consiguiente se debo construir 
antes la figura pedida según su forma específica, sin ceñirse pre
cisamente á la medida prescrita; después en dicha figura cons
truyanse todas las cantidades dadas y si no están ya determi
nadas por la figura, trácense estas de manera que estén entro 
sí unidas, pues juntas servirán para resolver el problema.

Esta es la razón porque se dice en ol análisis: Soa por 
ej. ABCD la figura pedida.

Nota. La figura ha de ser bastante exacta, pues una figura 
confusa no puedo dar claridad alguna.

b) Después de esto pasemos a averiguar la relación quo 
hay entre las cantidades dadas y las pedidas; si el problema ma
nifiestamente no se redujera á alguno de los ya resueltos, expré
sese por alguno de los teoremas del sistema 6 bien por algún 
recíproco, máxime si presenta alguna dificultad, dicha resolución 
depende muchas veces de una consecuencia de materia tratada 
anteriormente; es claro que cuanto mejor conocida nos sea esta, 
tanta menor dificultad presentará la resolución.

Para descubrir dichas relaciones no se pueden dar reglas 
infalibles, se necesita de una atenta consideración al enunciado; 
sinembargo las preguntas siguientes serán indicios prácticos:

1“ Qué parte de la figura está conocida por las cantidades 
dadas? Aquí será muj' útil considerar los vértices ú otro3 pun
tos notables, por ej., el punto medio de un lado dado &a.2a Qué parte tiene una relación mas íntima con las dadas?

3a Están ya las cantidades dadas unidas entre sí por la fi
gura? y si no cómo se pueden poner naturalmente en relación 
inmediata ó mediata? Aquí atiéndase dónde se trazan mas natu
ralmente las rectas auxiliares.

4a Qué se sigue de la recta unión de las cantidades dadas 
relativamente á la figura pedida?

5a Qué parte ó punto se necesita mas particularmente para 
obtener la resolución?6a Qué parte de las dadas no se ha aplicado hasta ahora? 
Pues si todas las dadas están aplicadas, es decir puestas en ro- 
lacion entre sí y con la figura, se habrá obtenido generalmente 
la resolución.

Nota. En la resolución de los ejercicios prácticos conviene 
observar lo siguiente:

1? Tener tranquilo el animo, .
ü? Proceder natural y simplemente en la manera de consi

derar,
3? Encontrada la resolución ha*eer una reflexión sobre ella, 

para saber la causa por qué fácilmente so ha encontrado, y ma
yor aun en el caso de que haya costado trabajo, {mes esto servirá 
de mucho para saber elegir con acierto el verdadero camino.

4 I D
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ARTICULO I. .

EJERCICIOS PRÁCTICOS RELATIVOS AL CAP. I Y II.
» 1 - 1 * : ■*' , «

§ 40. PREGUNTAS QUE SE REFIEREN 
' a AL CAP. I. .

f . M  ■ 1 + ’ r 1 ■ ’ 1 • x

I o Cómo se demuestra el 2o teor. por el teor. 1* cor.?2? Cómo se demuestra el teor. 3o por supersicion do los ángu
los a y a '\?

3? Supuesto que en la fig. 18 AB^CD  y EF^CD , cómo 
se demuestra sin hacer construcción alguna que AB ^ EF?

4? Cómo se demuestra el segundo y tercer caso del teor. 12 
haciendo abstracción del ángulo B/A/C/.5? Cómo se demuestra el teor. 14 trazando solamente CN?6? Cómo se demuestra el teor. lo  prolongando dos lados 
opuestos hasta cortarse? y cómo si no pueden cortarse?7? Cómo se demuestra el teor. 16 uniendo un punto interior 
con los vértices?

b.AL CAP. II.

8? Cómo so demuestra inmediatamente el cor. del teor. I o por 
I 14?9o Cuándo caerá 'la altura de un triángulo dentro ó fuera 
de él?
* - 10? Por qué (en la fig. 28) son mayores los rectas que unen 

los puntos de CN con A que la AC, y por qué las que unen el 
punto A  conHos de BC son • menores que AC?11? Cómo se demuestra la parte 2? del teor. 6 sin hacer 
construcción alguna solamente por la 1? parte?

Resol. a+b^>c luego a^>c—b 
a -j-c^ b  ,, a ]>b—c

y^así en adelante para b y c.
Por qué se necesitan estas dos espresiones para a?12° Por qué vale el cor. 2 del teor. 6 (fig. 31) con mayor 

razón si el polígono que envuelve al otro es cóncavo?
- 13? Cómo se puede demostrar indirectamente el teor. 9?

Resol 1 ? Póngase A'B ' sobre AB de modo que caiga el ter
cer vértice del mismo lado por C. Sabiendo (por teor.?) que el
triángulo ABC no puede envolver el otro___ Júntese C con C' y se
obtendrá una contradicción?

Resol. 2? Sabiendo como en la primera, fórmense tres posi
ciones sin hacer ninguna otra construcción ni ajjlicacion de teo
rema alguno.

-»14° Cómo se demuestra inmediatamente el cor. del teor. 10 < 
poniendo * una hipotenusa sobre la otra?

Resol. La demostración será indirecta aplicando n .  3 y I. 
14cor.
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§ 41. TEOREMAS.
1" Las bisectrices de los ángulos suplementarios son per

pendiculares entre sí.
Resol. I, 2.2? Son perpendicular«« entre sí las bisectrices de dos ángu

los opuestos que se forman cortando dos paralelas por cualquie
ra recta.

Resol. I, 10.
3 o En todo polígono convexo la suma de todos los ángulos 

externos correspondientemente formados es igual á 4R.
Resol. I. 2 y 10.
4> Prolongados todos los lados-de un pentágono hasta cor

tarse, será la suma de todos los ángulos que así se forman, 
igual á 2R.

Resol. Dos de dichos ángulos estarán siempre con uno- del 
pentágono en el mismo triángulo.

5o Un triángulo isósceles quej tiene un ángulo igual & § Rr 
será equilateral.6? Siendo en los lados del triángulo equilátero ABC leus par
tes respectivas A D = B E = C D r será el triáugulo DEF también 
equilátero.

Resol. Los otros tres triángulos parciales son congruentes 
entre sí (II, 7.)

7! Los triángulos equiláteros son congruentes si tienen igual 
altura.8o Si se traza en un triángulo rectángulo la altura- corres
pondiente a la hipotenusa, los triángulos parciales tendrán ángulos- 
iguales á los del total.

9? En un triángulo isósceles son iguales las alturas laterales.
(Donde se cortan dichas alturas?)10? La paralela á la base trazada por el vértice de un trián

gulo isósceles es la bisectriz del ángulo exterior del vértice.
* II? El teor.10 vale recíprocamente de doble manera.

12a La altura lateral forma con la base de un triángulo 
isósceles un ángulo igual á la mitad del ángulo al vértice.

Resol, Trazada la bisectriz del ángulo al vértice, apliqúese 
el principio: si dos triángulos tienen iguales dos ángulos, el ter
cer ángulo del uno es igual ali del otro.

13? Cada lado de un triángulo es menor que la mitad del 
perímetro.

Resol. Poniendo a= a  j  a<J>-(-c se sigue que 2a &a.
14°' Si se une un punto interior cualquiera de un triángulo 

con su& tres vértices, la suma de estas tres rectas- siempre será 
mayor que el semiperímetro del triángulo.

10? El ángulo que forman entre sí ¡a altura y la bisectriz del 
ángulo del mismo, vértice es igual á la mitad de la diferencia do 
los otros dos ángulos.

Resol. 1? (fig. 157) Haciendo AC=AC' será Y = yt’ J <£BAC'=/?-v * *ademas ^BA C '+d= J a+EAD
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6 <¿BAC '=¿' ce—tf+EAD’
pero ¿í.v—d=EAD  (hip.)
luego ~fí— j/=2EAD
6 EAD=J(jff— y ) .

Resol. 2* (por cálculo).
< £D A E =4 a— ó

ahora espresando a  y ó  por los otros dos ángulos dei triángulo 
se tendrá el misino resultad#.

§ 42. PROBLEMAS:

1. Construcción de tos triángulos.
*r

Probl. 1— 5. Construir un triángulo rectángulo si se han dado; 
1? los dos catetos, 2o la hipotenusa y un cateto, 3o la hipotenusa 
y un ángulo agudo, 4? un cateto y el ángulo adyacente agudo, 5?un cateto y el ángulo opuesto.

Probl. 6 Construir un triángulo equilátero dado un lado.
Proll.7—12 Construir ím‘ triángulo isósceles si se bandado.7? la altura y la base, 8o la altura y el lado, 9? la altura y 

el ángulo del vértice, 10 la altura y el ángulo á la base, 11 la 
base y la*altura lateral, 12 el lado y la altura lateral.

Probl.I 13— ¿9. Construir un triángulo cualquiera si se han dado.'

13 b, y
14 a, a, y
15 b, c, 6
16 ha; a,b
17 ha , b, c
18 ha >r>
19 ha , a, y20 ha * b, P21 ha , b, a22 m, n, ha
23 m, n, b
24 ha , a, m

25 m, n, *
26 m, b, c
27 m, c, ha .
28 m, y,ha
29 n, y, ha
30 n, a, b
31 (m—¿t), b, c
32 (m—n), ha,b
33 (m—n) ha,/?
34 (m—n) b, y
35 (m—n) b,
36 (m—n) , a

37 (p — y),(m—n), b
38 (p—y),b, c .
39 ( P—y), ha, c 4ü (b-j-c), a, p
41 (b-fc), a, y
42 (1)—c), a, p
43 (b—c), a, y
44 (b-j-c), a, ol
45 (b—c), a, a.
.46 (b+c), Pj y  
47 (b -c ) , p  y :

48 (a-f-b-fc), , y
49 (b-j-a—c) nr, y.

Resoluciones de algunos problemas;

Los problemas deáde 1 hasta 30 no tienen grande dificul
tad, pues se pueden construir inmediatamente al ménosen parte; 
ademas recuérdense para los triángulos isósceles losteor. 13 y 14 deí 
cap. n . .

Pongamos dos ejemplos.

Probl. 5. Están dados a y <^a.
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Análisis. Siendo CBA (fig. 159) el triángulo pedido se ve quo 
están dados los puntos B y C y la dirección do BA, luego resta de
terminar el tercer punto A, lo que se obtendrá si se puede trazar 
por C una recta, do manera q* e <^CAB=o'. El está dado 
luego poniendo en un punto cualquiera P de BA el ángulo QPB=n>. 
debe ser C A ^Q P  lo que se puede hacer según el §. 8 probl. 8.

Constr.Formando un ángulo M BN =R y tomando BC=a, 
pongo <£BPQ=¿* después por C la recta CA^Q P yseráJ^ABO / 
el pedido.

Dem. ABC es un triángulo rectángulo quo tiene un cateto 
igual al lado dado a ademas <VCAB=QPB=or por ser QP ^ CA

* Probl. 27. Están dados c, m, b a .
Análisis. Siendo ABC (fig. ICO) el triángulo pedido se puedo 

formar el triángulo rectángulo ADB, el punto C se encuentra 
prolongando BD hasta que sea DC=m.

Constr. Formado un ángulo recto NDM y tomado A D = h a 
describo desde A con c como radio un arco que corte DM en B, 
prolongado BD hasta C de manera quo D C=m , ABC será el 
triángulo pedido.

Dem. ha es la altura sobre CB, A B = c y D C=m  (constr.)
Delerm.I o Se necesita que el arco descrito con e corte á 

DM luego debe ser c <^ha 6 c = b ar.
2o Siendo cA>ba el arco cortará á DM en dos puntos B y B ' 

luego el /^AB'C también satisface á las cantidades dadas y 
por tanto son posibles dos triángulos distintos.

Nota. Las resoluciones de estos dos problemas son modelos 
según los cuales se escribirán las soluciones completas de los 
otros. En adelante indicaremos, generalmente las soluciones con 
pocas palabras quo pueden servir para la solución completa.

j Resolución general ¿le los problemas 31—39.
La resolución depende de la manera de representar las dos 

diferencias (m—n) y ((3—y).
Io La representación de (m—n) debe ser natural, á sabor, 

de una manera que tenga relación íntima con el triángulo pe
dido. Como el punto D (fig. 161) determina m y n, será natural si de- . 
termina también (m— n), lo que se ,ha hecho haciendo D E = n  6 
DE7= m , luego será C E ^ B E '^ m —n). Esta representación da 
al momento por consecuencia que A E = A B  y A C = A E / (II, 14), 
de donde sé sigue que podemos encontrar de otra manera los 
puntos E y E' describiendo desde el punto A con AB un arco 
que corte CB en E, y desde el mismo punto un arco con AC 

-que ' corte CB en E'.
2o Por la misma construcción ya está determinada la diferen

cia*'(/?— y) pues
____  /? = ; '+ < £ CAE luego CAE= j i —y  '
¿  /J = y+ < ^ B A E ' „  B A E '= /?— y.

9

Si se trata ahora de resolver el .probl. 37 en el cual están
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(lados (/?— y) (m—n), b; so ve que el /\EA.C puede construirse, 
do donde es fácil determinar el punto JL> y por medio de este el 
punto B.

Resol. de los teoremas 40-47 que tienen mucha aplicación en 
los siguientes. ‘ '

Todo depende de representar diestramente la suma (a-|-b) y 
la diferencia (a—b), de manera que se tenga un triángulo for
mado por las cantidades dadas, que sirve para encontrar el trián
gulo pedido. »Véase fig. 102.

_ Probl. 40. Dados (b-f-c), a, <^/?.
Para formar un triángulo con las . cantidades dadas basta 

prolongar BA sobre A así que A D = b  y el ¿^CBD es conocido. 
Ahora debemos encontrar el punto A, lo que es fácil si so atien
de á que <^fADC=ACD»

Probl. 4l sa resuelve semejantemente al probl. 40.
Probl. 42 dados (b—c) a<íC/?,
La diferencia (b—c) se forma naturalmente ó haciendo A E '= c  

o A D '=b; el primero no sirve al fin, pues así no está conocido 
el /^BE'Cy luego tomaremos A D '= b  y por tanto conoceremos 
el ¿\CD'B puesto que <^D 'BC=2R— El paso del triángulo 
CD'B al pedido es como" ántes*

Probl. 43 mas fácil.
Probl. 44 dados (b-f-c) a, a.
Conocemos el /\CBE pues <^rBEC=£
Probl. 45. dados (b— c), a, a.
Conocemos el /\BE'C pues <^TBE'C=It+£o'.
Probl. 4G dados (b-j-c), (3, y , (luego también <r).
Conocemos el /\CEB
Probl. 47 dados (b—c), /?, y .
Conocemos ACE'B.
Probl. 48 y 49 se resuelve fácilmente si las espresiones (a-]-b-|-c) 

y (Jb-f-a—c) son formadas naturalmente.

* 2o VARIOS PROBLEMAS.

Probi. 50— 53. Dado el ángulo MAN y un punto P en el lado 
AM encontrar en el otro lado un punto X, de manera que:

50PAr= A X , 51P X 4-A X =a (recta dada) 52 PX—A X = d  
53 AX— P X = d. f

Probi. 50. El <£APX se puede encontrar fácilmente 
Probl. 51. Siendo A B =a en el ladoAN se conoce <£BPX 

Probl.53 la recta d se representa prolongando NA sobre A. 
Probi. 54— 55..Dada una recta AB y dos puntos P y Q fuera 

de estay al mismo lado, hallar un punto X  en la recta AB, de ma
nera que 54 P X = Q X  (II 14) 55 < A X P = B X Q .

Resol, para 55. Fórmese un punto P' que tenga al otro 
lado la misma posición con AB queP. .

*Muclias veces es menester construir la figura según loMicho en el 
problema.
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Probl. 56— 58. Dadoun triángulo ABC trazar XY^ABdoma-. 
ñera quo 56 X Y = A X  (^ A X Y  sera isósceles) 57 X Y = A X + B Y  
58 X Y = A X —BY.

Iiesol. para 57. Siendo Z un punto de la recta XYr do manera 
que X Z = A X  y Y Z = B Y  se tendrá &a.

Iiesol. para 58. Siendo Z un punto en la prolongación de 
XY sobre Y de manera que X Z = A X  y Y Z= B Y  so tendrá &.

Probl. 59 Dado un triángulo ABC y en el lado AB un punto P  
encontrar en el otro lado AO un punto X do manera que P X =  
B P + C X .

Iiesol. Prolongando AC sobro C de manera que CD =PB, 
PXD, será un triángulo isósceles &.

Probl.60. Dado un ángulo A y un punto P en un lado encon
trar en el mismo lado un punto Z, do manera que el punto Z tenga 
igual distancia de P y del otro lado.

lüesob Levantado en A una perpendicular al otro lado é igual 
áAP&a: , .

Probl. 61.$Trazar entre dos puntos una recta quo tenga igual 
distancia de estos.

Probl. 62. Siendo dadas tres rectas no paralelas encontrar» 
en una de estas un punto que tenga igual distancia de las otras dos.

Resol. Siendo (fig. 163) n, m, p las rectas dadas, de las cua
les p y n se corten en el punto B, apliqúese II7 15.

Probl. 63— 64. Siendo las¡rectas AB y CD cuya intersección 
sea inaccesible determinar:

63. En las rectas dos puntos, quo tengan igual distancia de 
la intersección.

64 La bisectriz del ángulo que formen bis dos rectas.
Probl. 65. Dividir una recta en dos partes iguales, de manera 

que la construcción se forme solo en un lado de la recta dada.Y •>

ARTICULO II./ */

EJERCICIOS RBÁCTICOS BELATIY03  AL CAPÍTULO III.

§ 43 PREGUSTAS.

1° Por qué un cuadrilátero, que tiene tres ángulos rectos es 
pn rectángulo?

2? De qué naturaleza es el triángulo A OB de teor. 7 fig. 52?
3? Cómo se demuestra el teor. 8 por II. 1 y 2, ?
4? Cómo se demuestra el teor. 9 por congruencia de los trián

gulos?
5? Si en un rombo un ángulo es igual á -f R, cuál es la longi

tud de la diagonal opuesta?6? Qué parte es el triángulo DBE (teor. 12 fig. 54)’ respecto 
del total?—y por qué?

7? Cómo se puede demostrar el teor. 13 por el teor. 12 siBiblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



en la fig. 55 so tira desdo B á CD una paralela?8? Por qué es un paraleiógramo la figura que resulta do 
unir los puntos medios E, F, G-, II de un cuadrilátero (fig. 1G4) y en 
qué relación está su área con la del cuadrilátero?9° Porque (fig. 1G1) siendo K é I los puntos medios de BD 
y AC pasará la recta 1K por el punto O y por ello queda divi
dida on dos partes iguales?

Resol. EIGK un paraleiógramo.

§ 44 TEOBESÍAS.

N ota. Sg llama centro do un paraleiógramo el punto donde 
GO cortan las diagonales.

Io La recta que pasa por el centro de un paraleiógramo, 
queda dividida, en dos partes iguales por los lados opuestos y 
por el centro.

Resol. III, 4 y II, 8o
2° Si de los lados de un paraleiógramo ABCD se toman las par

tes correspondientes AM==BN=OP=DQ, el cuadrilátero MNPQ 
sera un paraleiógramo.

Iiesol.III, o. caso 3?
• Donde se halla el centro del nuevo paraleiógramo?
Resol. Debe demostrarse que el centxo está en 3,a misma recta 

que las vértices opuestas del paraleiógramo principal?
Qué figura resulta si en vez de un paraleiógramo se tiene un 

cuadrado?
3? Uniendo los puntos medios de un rombo so tiene un rec

tángulo.
Resol. 1* por III. 8. 2a III, 6.,
Qué figura resulta si en vez de un rombo se tiene un rec

tángulo y cuál si un cuadrado?
4? En el rombo las alturas son iguales.
Resol. Trazadas desde un mismo vértice las dos alturas &.6? Si desde un punto cualquiera de la base de un triángulo 

isósceles’ so trazan dos rectas paralelas á los lados hasta que los 
corten, la suma de estas rectas será igual al lado del triángulo. 

Resol II, 4, y III, 3..‘6? Si desde un punto cualquier de la base de un triángulo 
isósceles se bajan -perpendiculares á cada lado, la suma de estas 
será igual á la altura lateral.

Resol. Para demostrarlo tírese desde dicho punto una para
lela á uno de los lados.

7? Siendo ABO (fig. loo) un triángulo isósceles y CD =  AE, 
la recta ED se halla dividida por la base en dos partes iguales, 
es decir, EF=FD .

Resol.Siendo EG ̂  DC se debe demostrar ^F E G = F D C .8? Bajando desde un punto dentro de un triángulo equilá
tero los tres perpendiculares á los lados la suma de estas será, 
igual ála altura del triangulo.

Resol. Puede reducirse al G°.
i • . * •
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9* La rocía que une el punto medio de la hipotenusa con 
el vértice opuesto es igual á la mitad de esta.

Resol 111. 7.
10? Si en un triángulo rectángulo un cateto es igual á la 

mitad de la hipotenusa, el ángulo que se opone á dicho lado 
es igual á -£ R.11° Si la mediana en un triángulo es igual á la mitad de su 
lado correspondiente será el áugulo que se opone á dicho lado 
recto.

Resol.LEI 8 6 II 2 y I ,  14.
12. Un trapecio cuyos lados no paralelos son iguales tieno 

las siguientes propiedades:
a los ángulos adyacentes á los lados paralelos son iguaíes.
b las diagonales son iguales.
C los cuatro puntos medios de los lados determinan^ un 

rombo.
d las dos rectas que unen dos puntos medios opuestos do 

dos en dos son perpendiculares y se dividen cutre sí mutuar 
mente en dos partes iguales.

e la recta que une los dos puntos'[medios de los lados pa
ralelos es la altura del trapecio.

13? La suma de las diagonales en un cuadrilátero es mayor 
que el semiperímetro pero menor que todo él.

Resol. II. 6.
I I o En un triángulo la semisuma de dos lados es mayor que 

la mediana del tercer lado.
Resol. Prolongúese la mediana otro tanto sobre la base &.
15? En un triángulo la suma de lasares medianas e3 me

nor que la de los tres lados.
Resol, por 14.1G.° Si en un triángulo la mediana es mayor que la mitad de 

su lado'correspondiente, el ángulo que le es opuesto es menor quo 
un recto, pero será mayor si la medianaVesunenor que la mitad 
del lado correspondiente.

Resol, por 11'y  II. G‘ cor. 1 nota.
17.* La recta que une en un trapecio rlos puntos medios de 

las diagonales es paralela á los lados paralelos y ademas la mi
tad de la diferencia de estos.

§ 45 PROBLEMAS.

Próbl.l.°—4.° Construir un cuadrado.
l.° dado el perímetro 2? la diagonal 3? la suma de la diago

nal y el lado 4o la diferencia entre la diagonal y el lado.
Probl. 5o—15° Construir un rombo si se conocen:

5? el lado y una diagonal. 6o dos diagonales, 7? una diago
nal y el áugulo opuesto, 8? el lado y la altura, 9? una diagonal 
y la altura, 10? una diagonal .y el ángulo por qué pasa, 11? el la
do y la suma de las diagonales, 12° el lado y la diferencia de las
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diagonoles, 13? un ángulo y la suma de las diagonales, 1-1° un 
ángulo y la diferencia de las diagonales, 15° un ángulo y la su
ma del lado y de una diagonal.

Probl. 16°—*22? Construir un rectángulo si se conocen:
1G° un lado y la diagonal; 17? un lado y el ángulo ejue for

man las diagonales; 18? un lado y la suma de la diagonal y de otro 
lado; 19? un lado y la diferencia entre la diagonal y otro lado; 20? 
la diagonal y la suma de los dos lados adyacentes 21° la dia
gonal y la diferencia délos dos lados adyacemes.

22.° La suma de las diagonales y de los lados, ademas el án
gulo que forman las diagonales.

Probl. 23°—35° Construir un paralelógramo sise conocen:
23? Un lado y las dos diagonales 24? un lado y los ángulos 

que se forman por dicho lado y las diagonales, 25? un lado, un 
ángulo y una diagonal, 26° un lado, su altura y un ángulo, 27° un 
lado su altura y una diagonal, 28? un lado, la altura del lado ad
yacente y una diagonal, 29.° dos lacios y una altura, 30.cdos lados 
y una diagonal, 31.° las dos diagonales y una altura, 32.° una dia
gonal una altura y un ángulo, 33.° las do$ diagonales y el ángu
lo que forman entre sí, 34.° las dos alturas y un lado, 35.° las dos 
alturas y un ángulo.

N ota.—Para resolver dichos problemas se necesita saber bien;
1. ° Las propiedades elementales de los paralelógramos.'
2. ° Que la altura de un paralelógramo siempre determino la 

posición de dos lados opuestos.
3. ° la resolución de los problemas 40—48 en Art. I.
4. ° Que dada una recta ó la suma de dos rectas se conoce la 

mitad.

Resolución de 9, que sirve de
Anal. Siendo (fig. 16G) AEBD rombo pedido, conocemos:1? la posición de dos lados paralelos, que se determinan por 

h=PM .2. ° la posición de AB  relativa ájos pcralelos y por tanto 
los'* dos puntos A  y B.

3. ° ademas sabemos que las [diagonales son perpendiculares 
entre sí (III.9); de donde se determinarán los otros dos puntos 
D y  E.

Constr. Siendo PM la altura dada, tiro en los dos puntos ex 
iremos> dos perpendiculares PQ y MN, desde un punto cualquier 
A  de MN describo un arco con la diagonal como radio que 
corte la otra paralela en el punto B, en el punto medio O de AB 
levanto] una perpendicular que córtelas dos paralelas en D y E; 
uniendo Atcon D y E  con B será AEBD el rombo pedido.

Dem.D B^ AE (I, 9 cor. 2) hiegof,<£CAE=CBD 
de’donde /ybC E ^B C D  (II, 8) luego B D =A E  y por tanto 3DAE 
un paralelógramo (III, 5 caso 2?) que tiene la alt'U’a dada PM 
(constr.); ademas D B =D A  por ser CC=AC y D Cj_AB(cuostr) 
luego BDAE un rombo que tiene la altura dada y ademas por
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‘diagonal la recta dada AB.
Jícsol. de 22 por 48 del § 42.

‘ Próbl.36— 77. Construir un trapecio (6g.lG7)si sodbüocen:

30 a, b, a , P 57 a, e, f, <£cf
37 a, b, P, ó 58 b, e, f, <£of
38 a, c, a, P 59 d, o, f, <+eí
39 aj b, c. P 60 o, f, a,<¿oí.
40 a, b, C, a 61 e, f, P, <£ef
41 a, b, d, p * 62 e, f, <£ef, <]Tbe
42 a, d, e, p 63 0, f, <3>f, <£do
43 a, c, e, a 64 e, f» <£ef, <£df
44 a, b, c, h 65 (a-)-c), d, ay p
45 a, c, e, h 6G (a+c,)b , d, a
46 a, e<Tae<£do 67, (a + c), e, f, d
47 b, d<Abf<£df G8 (a—>c), c, ay p.
48 a, b, c, <Laf • 69 (a— c), b, d,*‘e
49 b, d, A < í >  , 70 (a+b), c, d, o
50 b, A a, 71 (a —b) c, d ,,{e
51 b, d, a, < b f 72 (a+b) c, d, a
52 a, b, c, e 73 (a-j- b), e, d, p.
53 a? b, a, 74 (a—b), c, d, a.
54 a, c, e, f 75 (a+b), e, f, p
55 a, c, o, <JLfte 76 (a—b), e, f, p
56 a, c, o, <£>f 77 (a—b), c, d, p

Advertencia para resolver?! los probl. 3G—77.1'? Trazada de C una paralela a DA so tendrá un triángulo 
cuyos lados son b, d (a— c) y cuyos ángulos

2a Trazada de O una paralela a DB se tendrá un triángulo 
que tiene ios lados (a-+-c), e y f ademas <£ef&.3a li determina la posición de ios lados paralelos.4a £ (a+c) so representa uniendo los puntos medios de los 
lados no paralelos5a con las cantidades dadas muchas veces se puede construir 
un triángulo, que sirve para resolver el problema propuesto.

Probl,78—97. Construir un cuadrilátero (fig. 1G8) si so co
nocen:

78 a, b, c, áy .o¿
79 a, b, c,80 a, c, d, a, p
81 a, b, cu, y
82 a, c, , y
83 a, b, c, d, e
84 a, b, c, e, f,
85 a, b, d, e, ct86 a, b, c, e, ó
87 a, b, e, 6

8S a, b, f, a, f3
89 a, b, f, p, y
90 a, b, e, f, a
91 a, c, e, f, a
92 a, e, a, ó, y
93 a, fj ay , y
94 a, e, f, a, ft
96 a, b, e, f, <£ef.
96 a, b, c, e, <£ef
97 b, d, e, f, <£ef
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fásol.de 97 (ug. 164) se conoce el paralelógramo ' EFGH
ademas KGr=4b y K E = ¿d  luego el punto K &.

• ' * ■*  ̂
Advertencia. En la (fig. 169 ta,tb tc denotan’ las medianas á

los lados respectivos, q a qb!jqc las bisectricesj^do los ángulos
respectivos a , R, y . y • ;* »*

Probl. 98— 133 Construir^un^triángulo si se conocen:

122 hc ta, tfc>
123 ta,] b> <áCtac
124 ta, <£taC <^ta b
125 c, , qa 
125 c, or, qb
127A r * q a
128^a, hc, qc 
129 a, hb, qc 
130|hc,qc, y  
131 hc, qc, oí 
132;hc,qb,/?
133 or, hb, tc

Resol, para 98 y"99. Se sabe^que^un vértice de un triángulo, 
está situado en una paralela á la base que distará esta de la al
tura. • • >• s
,• fásol, para 100—105. Aunque son bastantemente difíciles 
damos para resolverlos solo una advertencia: (c4  b) V (hb -f^c ) 
determinan un triángulo rectángulo con el ángulo agudo oí ó 
(2R.—or),( lo mismo hacen (c—b) y (hb —hc ).

Resol.para 106, b, c y 2 ta forman un triángulo que sirve &a. 
Resol, para 111. Formado por ta y ha un triángulo rectángulo 

recuérdese el sentido de ta .
, Resol, para 114. tc y una cierta parte de ha forman un trián
gulo'Rectángulo &a. t x ... . ... . .... . i

para, 115. Apliqúese lo que se ha dicho para 114 y 98.
, 1 ,para 117.’ .¡Atiéndase bien en qué paralela está situado
el jtanto, dónele ,tá porta al lado a. # -
I Resol, para. 122. Cuál es la propiedad del punto de in
tersección de las medianas? ■
! Resol, para 123 y 124. Se resuelven de una manera semejante al

98 hb, hc ,  oí 110 c,’"oí, tc
99 hb, hc ,  b 111 a , ba j ta100 hb, hc ,  (c—J—b) 112 a, hc , ta

ioi hb, hc ,  (c—b) 113 b, ha j ta102
c j

b ,  :(hP+hc) 114 a, ha , u

403 b, (hb —hc) 115 a » j tc
104 A y \  (hb. +bc) 116 oí, hc j tc
105 A y3 (hb—hc) 117 hb j ta106 b, c, ta 118 D j y ta , tc
107 b, C, tb 119 b, ta , tc

* Í08 oí, b, ta 120 ta,, tb, tc
109 o í , ta, <f]ta c

• V

121 ha. ,  ta j tb

>;r ̂   ̂  ̂w ^

v a r io s  Pr o b l e m a s .

* Próbl.134—136. (figi 470/j, Ijadas dos paralelas y un punto’P
fuera ó dentro de estas, trazar por P una recta, de manera que 

134 XY=m , 135P Á + P Y = n , 136 PY—P X =m .
Probl. 137—140. (fig.170). Siendo ademas dados dos puntos Ay 

Ben dichas paralelas trazar porP una recta sin cortar AB de modo 
que 137 A -X B Y 138 AX=2BY 139 A X -f-B Y -m  140 BY—AX=n%.

Probl. 141—144. Los mismos problemas de manera que dicha 
recta corte á AB. -

< tV
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Probl. 145. Construir un cuadrado en un triángulo rectángulo, 
de manera que tenga un ángulo recto común con el triángulo, y el 
vértice opuesto esté en la hipotenusa.

Probl. 146. Dados los tres puntos medios do los lados de un 
triángulo formar dicho triángulo.

Probl. 147. Construir un pentágono dados los cinco puntos 
medios de los lados.

Pésol. Aplicando el § 43, 6 so puede determinar fácilmen
te un punto medio de una diagonal, y por III, 12, se tendrán ya 
tres vértices del pentágono.

Probl. 148—150. Por el vértice C de un triángulo ABC trazar 
una recta, de modo que siendo X é Y los pies de las perpendicula
res á dicha recta desde A  y B, que sea 148 A X = B Y , 149 2BY, 150 CX=CY.

Pésol. 149. La recta de B paralela á XY  divide CA en par
tes iguales. 150 se resuelvo por III, 13 cor.

Probl. 151. Dadas dos secantes encontrar un punto que tenga 
la distancia a de una y la bde otra.

Pésol. Pueden trazarse dos paralelas que ténganlas respec
tivas distancias &a. P nA t r 7 n* „ Trs ia ja G v  ¿ o r í  es y  V acq*

ARTICULO ni.

EJERCICIOS PRACTICOS RELATIVOS AL CAP. IV,

§ 46. PREGUNTAS.

1) Por qué se añade en el teor. 5o “ si el arco es menor que 
la semicircunferencia” ó igualmente en el teor. 6o “ si el ángulo es 
menor que dos rectos”?2) Cómo se demuestra el teor. 7o por medio de la congruen
cia de los triángulos?3) Que cuerda es la máxima y cuál la mínima de todas las 
que se pueden trazar por un punto dentro de una circunfe
rencia?

4) Cómo se demuestra el teor. recíproco de 195) Cómo se demuestra el teor. recíproco de 20.

§ 47 LUGARES GEOMÉTRICOS.

Se llama lugar geométrico de un punto una serie de punios 
que tienen una ó muchas propiedades comunes; por ej. todos 
los puntos de una circunferencia tienen común la propiedad qur 
equidisten de un punto fijo, lo que se enuncia: “El lugar gec 
métrico de un punto, que tiene una distancia constante á rj. 
punto fijo, es la circunferencia cuyo centro es el punto fijo 7 
el radio la distancia dada”.
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Aunque con otras palabras ya de algunos se lia tratado en 
los primeros cuatro capítulos, sinembargo aquí los presentaremos • 
bajo otra forma pues es de mucha importancia conocerlos para 
la solución de los problemas gráficos.1. El lugar geométrico de un punto, que equidista de dos 
puntos dados es la perpendicular á la recta que los une y pa
sa por su punto medio (II, 14).

2. El lugar geométrico de un punto de dos rectas dadas 
es la bisectriz del ángulo que forman entre sí (II, 15).

3. El lugar geométrico de un punto que tiene igual dis
tancia de una recta es la paralela á esta en la distancia dada. 
(III, 3, cor).

Nota. Cuál es el lugar geométrico de un punto que tiene 
igual distancia de dos rectas paralelas.

4. El lugar geométrico del vértice de un triángulo rectán
gulo es la circunferencia cuyo diámetro es la hipotenusa del 
triángulo. (IV, 19).

5. El lugar geométrico de los vértices de un triángulo del 
cual se conocen la base y el ángulo del vértice es un arco des
crito sobre la base como cuerda y'que es capaz del ángulo 
dado. (IV, 18 cor. y § 18 probl. 7)*̂6. El lugar geométrico del centro de todos los círculos que 
pasan por dos puntos estremos de una recta dada, es la per
pendicular á esta en su punto medio (IV 8, cor. 1).7. El lugar geométrico del centro de todas las circunferen
cias, que tocan una recta M en el punto P es la perpendicular 
á M en el punto P (IV, 17).'8. El lugar geométrico del centro de todas las circunferen
cias tanjentes á una dada en un punto P es el diámetro 
de la dada que en su prolongación pasa por el punto P 
(IV, 27 y 28)

Ejercicios.
Encontrar el lugar geométrico del centro de todas las circun

ferencias, cuyos radios tienen una longitud dada y ademas que: 
^1° pasen por un punto dado. (Circunferencia).2? toquen una recta dada. (Recta).

3? toquen un círculo dado exteriormente.(Circunferencia"con- 
céntrica).

4o toquen un círculo dado interiormente. •
5o separen de una recta dada según su posición una cuer- 

da=m. (Recta paralela).6? formen con una recta un ángulo dado.1 7.° dividan una circunferencia dada en partes iguales. (Círcu
lo concéntrico).8? corten á una circunferencia dada de manera que la cuerda 
común sea igual á una recta dada. (Círculo concéntrico).

9® formen con un círculo dado un ángulo dado. (Circunferen
cia concéntrica).

jResol.de 6® (fig, 171).
Advei'tencia. El ángulo que forma entre sí una recta y una 

circunferencia es el que foima entre sí la recta y la tangen-
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te en el punto común; y por tanto el ángulo determinado por 
dos círculos se forma por las dos tangentes en el punto común.* 
‘ *' Coiistr.Siendo MN la recta póngase el ángulo dado en un
punto cualquier A  de MN, tírese AC 1 AB y haciendo AO igual 
al radio dado descríbase con OA una cncunferencia que por con
siguiente tiene las propiedades pedidas, pues AB es tangente 
á esta. ' *"*, *

Haciendo lo mismo para un otro punto A7 se ve que el 
centro dél segundo círculo O7 tiene la misma distancia do MN 
que O por ser A A O D ^ A 'O 'D 7 (II. 8), por tanto se puede de
cir que sea la recta PQ-"trazada en la distancia OD de MN 
paralelamente á MN el lugar geométrico pedido.

Demos. Supuesto el primer círculo se necesita demostrar 
que toda circunferencia cuyo radio es igual á OA y cuyo cen
tro está en la recta PQ forma el mismo ángulo con la recta 
dada. Para eso describiremos la circunferencia desdo el centro O7, 
con el radio OA, ademas sea A7B7 la tangente luego será

A A O D ^ A 707D7 (11, 10, cor), 
luego <ADA0=<ÍCD7A70 7
ademases <3C0AB=<^O7A7B7= R
fuego a = a ‘

Nota. Combinando dichos lugares geométricos de dos en dos 
y cado uno consigo mismo se tendrán 45 problemas determinados;" 
por ej. encontrar el centro de un círculo de radio r, que determino
dos rectas secantes dos cuerdas, una igual á b y otra á c.
•«. v............

■ ■ ■ ■ t

— . %

§ 48. TEOREMAS.
*

1? Si dos cuerdas se cortan dentro de un círculo, el ángulo 
que forman será igual á un ' inscrito sobre la suma de los arcos 
comprendidos por los lados del primero.

Resol. Trazada por el punto estremo de una cuerda una pa
ralela á otra, apliqúese IV, 9.

2o Si dos cuerdas prolongadas se cortan fuera de un círculo, 
será igual el ángulo que forman á un inscrito sobre la diferen
cia de los arcos comprendidos entre los lados del primero.
' 3o La suma de dos lados opuestos de un cuadrilátero circuns

crito á una circunferencia (es decir cuyos lados todos son tan
gentes á ella) es igual á la de los otros dos.

Resol. IV 22.
4o El teor. 3? vale inversamente, cuy demostración será 

indirecta aplicando II, 6.
, 5 o Bajando desde los puntos extremos de un diámetro dos

perpendiculares á una cuerda ó su prolongación serán iguales 
los segmentos estremos de la cuerda.

Resol. IH, 13 y IV, 7.6? Levantando en los puntos estremos de una cuerda per-
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pendiculares basta que corten un diámetro serán iguales los, 
segmentos estremos de este. Resol, como en 5o

7? Son iguales las perpendiculares levantadas en dos puntos 
de una cuerda que equidistan de la circunferencia.

Resol. Unido el centro con los puntos estremos de las per
pendiculares apliqúese II, 2 y 10.8o Es imposible que dos circunferencias sean bisectrices en-; 
tro sí. *9? Si se trazan desde el punto, en donde se corten dos cir
cunferencias los dos diámetros respectivos, están en línea recta el 
segundo punto de intersección de ellas con los otros dos puntos 
de los diámetros.

Resol. IV. 19; otro m .  12 y IV 25.
10? (fig. 172). Si sobre AB, cuerda común de dos circunfe

rencias iguales, se describe una circunferencia que tenga por diá-, 
metro dicha cuerda; toda recta trazada desde A  y que córte las dos 
primeras circunferencias, quedará dividida en partes iguales por 
la tercera.

j Demos.I a analítica que sirve para encontrar la sintética.
Será FD =E D  si F B =E B  por ser <£EDB==R\IV. 19). *
„ F B =E B  si <£BEF=BFE 
„  < B E F = B F E  si are. ANB=arc. AMB. 

lo que es por ser los dos círculos iguales y AB la cuerda común.
Demos. 2? sintética.
Siendo ios dos círculos iguales y AB la cuerda común será 

are. ANB=arc. AMB (IV, 4 cor), 
luego BEF=<£BFE (IV. 18).

„  BE==BF ' '
ademas <j[BDE==R (IV, 19).
luego - D E = F D  (II, 13).

11° Una circunferencia, que toca' á otra interiormente y pa
sa por el centro dé esta,' dividirá en dos partes iguales á toda- 
cuerda de la segunda, que pasa por el punto de contacto.

Resol.I V 19 y II 13. ‘ ' * * / /
12? El diámetro de un círculo inscrito á un triángulo rectángu

lo es igual á la diferencia entre la suma de los catetos y la hipote
nusa.

Resol. Trazados los tres radios ó los puntos de contacto 
apliqúese VI, 2f2. *

13? Todas las tangentes desde una circunferencia á otra 
concéntrica interior son iguales. (Lugar geométrico).

14? Todas las cuerdas de Un círculo, que son juntamente 
tangentes á una circunferencia interior y concénrica son iguales* 
(Lugar geométrico). ~

§ 49. PROBLEMAS.’ *f • * • '?r *
N ota El análisis del problema siguiente sirva de modelo pa

ra encontrar la solución de otros problemas.

Probl. (fig. 173) Dados dos círculos secantes trazar por el
; . . » v, • * . j  •> ♦ . . . . . .  *
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punto de intersección una recta, de manera que el segmento in
terceptado por las dos circunferencias sea igual á una recta dada.

Análisis 1" (algo difusa).
Siendo BO la recta pedida se necesita averiguar que relación 

liay entre esta y los centros. Según la suposición la parte A B  
es una cuerda de una circunferencia, lo mismo que la parte AC 
de la otra; ahora bien, sabemos que los puntos medios de las 
cuerdas tienen una relación especial con el centro, puesto que 
el radio perpendicular á una cuerda pasará por el punto medio 
do ella; por consiguiente se puede unir dichos puntos D y Econ 
los centros; de donde está conocida la recta I)E = }B C  y es ya 
en relación mediata con los centros. Claro es que debemos unir 
mas; y cómo? Las rectas OD y (VE son paralelas, pues son perpen
diculares á la misma recta, luego trazando por O la recta OF 
paralelamente á DE será Ó F=D E. Con lo hecho hemos tenido 
un triángulo rectángulo OFO' del cual conocomos la hipotenusa 
0 0 ' un cateto OF, luego se puede construir sobre 0 0 ' el trián
gulo OFO' y de aquí trazar por A  la recta CB paralelamonto 

' con OF.
Análisis 2? (mas en forma).
Siendo BC la recta pedida, bájese de. O y O' perpendicula

res á BC con lo cual queda conocida DE, ademas trazada O F^D E  
se puede construir el ^ O F O ' y de aquí la recta pedida.

Delerm. Para poder construir el /\ 0 F 0 ' se necesita quo
O F < 0 0 '  ó J B C < 00 '.

1? Construcción de triángulos.

Probl. 1?—5? construir un triángulo rectángulo si se conocen.1? la hipotenusa y la altura, 2? los dos segmentos de la hi
potenusa.

3o la hipotenusa y la suma de la altura y de un segmen
to de la hipotenusa.

4? la hipotenusa y la diferencia entre la altura y un seg
mento déla hipotenusa.

o° el perímetro y la altura.
Resol, de 1— 4o por IV. 19, de 5? por § 18 probl. 7
Probl. 6o—8° Inscribir en una circunferencia dada un trián

gulo del cual se conoce.6? la base, 7? el ángulo del vértice, 8? la altura.
Probl. 9o—24° Inscribir en una circunferencia un triángulo, 

sise conocen:

9 b, c 13 a, ta 17 /S, y 21 a, (/?—
• 10 a, ha 14 a, y 18 a, hb 22 K X fi-Y11 a, ta 15 b, ha 19 ar, t620 a, hc

23 ha,(m—n12 a  ha 10 b, ta

24 Los dos segmentos en los cuales se halla dividida la base 
por la bisectriz del ángulo opuesto.
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jResol.Si se conoce un ángulo, se conocerá el lado opuesto 
y viceversa.

Resol, para 1G. El punto en donde cortará la mediana ta al lado 
a, está situado en la circunferencia sobre el radio como diámetro.

Resol.de 21. (fig. 1G1). Sabiendo que <£C A E =/?— , pro
longúese AE hasta cortar la circunferencia y véase si la parto 
CE esté determinada.

Resol, de 22 y 23. (fig. 161). Está conocido el /^CAE. \
Resol, de 24. Donde cortará la bisectriz prolongada á la 

circunferencia.
Advertencia: r denota el radio de la [circunferencia cir- 

cunscribta y p el de la inscrita.

Probl. 25—44. construir un triángulo si se conocen.

25 a, nr, ta
26 m, n, a
27 ha, (m-n),(P—a)
28 a, <£tab, <£ta C
29 ta, fi, b
30 (a—|—1>—]—c)j cu, ha
31 ta, Oí, b

32 a, hb, he j

38 „  qa

39 p, ha, b
33 ta, fib) hc 40 •)) ha, a
34 r, ha, ta 41 9) V P
35 oí, tb, te 42 }) qa, (P~- y )
36 A r> 43 )) ha, (fi-- y )
37 %)) a, ¡i 44a' >> ha, qa

Resol. En los 25—31 atiéndase al lugar geométrico 5? ade
mas para 29 al probl. I6jy § 12 IV demost.

Resol, de 33 Se puede construir un triángulo p or ta y J hb 
y un otro por ta y ihc .

Resol, de 34. Se puede construir un triángulo por ta y ha 
de donde es fácil encontrar el centro de r.

Resol, para 40. Construido el <r<ar y el círculo inscrito 
se conoce la posición de qa y por construcción de un trián
gulo la de ha.

Resol, para 42, 43, 44 (fig. 157) se conoce el /\^AE J Por 
tanto el centro de p.

2.° Construcción de cuadriláteros. 

Probl. 44— 52. Construir un cuadrilátero.

44 a, d, a, y, e
45 a, d, oí, c<£ec
46 a, d, a, <Tec<£eb
47 f, « ’ y, a, <£fe 
48a f, a, y, a, b,

48 f, ¿r, y, a, c
49 e, f, <£ef, a, y
50 e, f, < e f ,  a, y,
5! e» <£ef, a,
52 a, a, y, <£af <^fbf

Resol, de 51 y 52 fig. 164. Se pueden determinar los puntos 
I y K .

Probl. 53—56 Inscribir] en un círculo dado un cuadrilátero 
si se conocen. *
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53 <fae, <led,<3[eb 55 <^ef, <£ae<£bo 
54 a, <^[ce,<£cf 50 e, f, <£ef

*
, Resol, de 56. Pnosta f  gobio cuerda en la circunferencia 
tírese una recta que forme con f el <£ef y bajando á esta una 
perpendicular desde el centro apliqúese IV, 7. .

Probl. 57— 6 0 .Circunscribir á un círculo dado un cuadrilá
tero si se conocen.

57 oí,
58 a, e

59 a, <*,
60 oí, Pj <£eb

Probl. 61. Circunscribir á un circulo dado un trapecio dados 
dos lados no paralelos.

Resol. El centro está en cierta relación con los lados no para
lelos. . , •

Probl. 62. Circunscribir á un círculo dado un rombo dado el 
lado.

Resol. Se conoce la altura del rombo pedido.
Probl. 63— 66 Construir un cuadrilátero de suerte que se 

pueda circunscribir á este una circunferencia si se conocen.

63 a, b, c, a
64 a, b, c, p

65 e, f<£ef,<)Cdf66 e, oí, p ,

Resol, de 65 (fig. 164). Se conoce el paralelógramo ¡EFGH 
ademas CB y AD según su posición por ser conocido los án
gulos EHA y EFB. ,

Probl. 67—69 construir un cuadrilátero con tal [que se pue
da inscribir á este un círculo si se conocen:

67 a, b,' oí, p, 68 a, a, p ;  y69 a, b, c. a.

3o Construcción de circuios.

Probl. 70—74. Construir una circunferencia.
70 que pase por un punto dado y toque á una recta en pun

to dado. * * . . . . . .  #,, , - j , ,
71 que pase por un punto y toque á una circunferencia en 

punto dado.
72 que toque á dos rectas y á una en punto dado.
73 que toque á una circunferencia en un punto dado y ademas á

una recta. - , ( .
<74 que toque dos circunferencias de las cuales á una en pun

to dado P.
Resol. 74 por § 42 probl 42.

*
(•> *

4? VARIOS PROBLEMAS^
• , ✓

Probl 75—78. Trazar una recta por el vértice C de un trian-
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gülo ACB kÍu cortar el triángulo, de modo que bajáiido á la rec
ta desde A y B perpendiculares ouj'os pies sean X  6 Y,itenga lugar: 

75 AX—B Y =m  7C AX-|-BY=n
77 C X + C Y = m ' 78 CX— C Y = n

Resol.Apliqúese IV, 10 ademas so puede representar* por'
y, -rTT -¡r» A X + E Y  „A C X -C Y  medio de III, 13 en < o ------E------ y en 8 - —  ------ . , ik¿i ¿ \

Probl.79—82. Son los mismos problemas con tal que la rec*' 
ta corte al triángulo.

Resol.So pueden reducir á los precedentes, pero 60 resuel
ven también directamente escepto 81.

Probl. 88. En un círculo dado formar una cuerda igual á una 
recta dada y paralela a otra.

Resol. IV, 7 *
Probl. 84— 86. Dado un círculo y un punto P dentro de óí 

trazar por P una cuerda XY de manera que:

84 PX =PY , 85 X Y =m , 86 PX—P Y = n
Resol, de 86 -£-(PX—PY) es un lado do un triángulo que'se 

puede construir.
Probl. 87— 89. Siendo diclio punto fuera del óírculo trazar 

por P la cuerda XY de manera que:
87 XY=nu 88 P X = X Ir, 89 P X + P Y = n .

Resol, de 88, Atiéndase que un radio es la mediííila en' un 
cierto triángulo.

Probl. 00—91. Trazar por dos puntos dados de’una circunfe
rencia dos cuerdas paralelas,'de manera que: 901a Suma de estas 
sea igual á una recta dada, 01 la diferencia tenga una longitud 
dada.

Resol. Deben reducirse á 76 y 75.
Probl. 92. Construir en un círculo una cuerda qüS' setí paralela 

á una recta y esté dividida en dos partes iguales por otra ¿ad'a.
Probl. 93—96 Entre una recta y circunferencia dada trazar ana 

récta igual á otra dada, de manera
03 que sea paralela á otra dada. (Dos soluciones).
94 que toque a la circunferencia dada (Cuatro solucioiíes).
95 que corte á la circunferencia dada bajo un ángulo da

do (Cuatro soluciones).
'96 que forme una cuerda = m  en la circunfer sucia dada 

(Cuatro soluciones).
Resol, de 95 y 96. Atiéndase á los lugares geométricos.
Probl. 97. En un círculo dado construir un triángulo cuyos* 

lados sean paralelos á tres rectas dadas.
Resol. Se puede fácilmente determinar un lado, pues se conej

ee el' ángulo opuesto, y por tanto el teorema está reducido al 93.
Probl. 98. En un círculo dado construir un triángulo cuyos 

os lados sean paralelas á dos rectas dadas y el tercero pas« 
lor un punto dado. /

Resol. Es de una manera semejante como 97, ademas aplí" 
'líese el probl. 85.
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Probi.99. Dados tres puntos A,ByC encontrar un citarlo punió 
X,de manera que <£AXB =  ay A X C =;/(ar y son ángulos dados.)

Probi.100—102. Dados dos círculos trazar .una recta, de ma
nera que100 toque á las dos circunferencias (-1 soluc.),101 toque á una y corte á la otra bajo un ángulo dado 
(4 soluc.).

1 102 toque á una y forme una cuerda dada eòli la otra (4 so
luc.)

Pésol, de 100 suponiendo que estén los círculos en el mismo 
lado de la tangente pedida. Trazados los radios desde los cen
tros á los puntos de contacto, se tendrá un trapecio que se cons
truye fácilmente por medio de un triángulo, cuya hipotenusa es 
la central y un cateto la diferencia de los radios.

Nota» De dicha manera se tendrán dos soluciones, y for
mando un triángulo cuya hipotenusa sea la central y uno de los 
catetos la suma de los radios, se tendrán otras dos soluciones.

Pésol. de 101 y 102. Se puede determinar la distancia de la 
recta pedida al centro de la circunferencia secante, y por tanto 
los problemas se han reducidos al 100.

Probi. 103. Dadas dos circunferencias encontrar un punto en 
una de estas, de manera que las tangentes trazadas do este pun
to á la otra circunferencia sean perpendiculares entre sí.

Pésol. Se puede encontrar fácilmente el lugar geométrico do 
dicho punto» 1 ,

Probi. 104. Dado un sector de un círculo describir una cir
cunferencia que toque los radios y el arco de este.

Probi. 105. Dados tres puntos (jomo centros, describir al re
dedor de estos tres circunferencias que se toquen de dos en dos.

Resol. III, 22 y 27. Aplicando HI, 28 se tendrán ademas 3 
soluciones.

Probi. 106. Dentro de un triángulo equilátero describir tres 
circunferencias que so toquen de dos en dos y ademas cada una 
á dos lados del triángulo dado.í

Probi. 107. Dados tres crculos iguales encontrar un punto 
de manera que las tangentes trazadas desde este punto á las cir
cunferencias sean iguales.

Probi. IOS. Dados dos círculos iguales y secantes inscribir 
en la parte común un cuadrado cuyos vértices estén en los arcos.

Probi. 109—110. Dado un triángnlo equilateral: al rededor 
de este escribir otro equilateral 109 que tenga un lado dado, 110 que forme con los lados del primero un ángulo dado.

Pésol. § 41. teor. 6 y § 18 probi. 7.
Probi. I l i —112. Dado un cuadrado al rededor de este es

cribir otro: 111 que tenga un lado dado, 112 que forme con los 
lados del primero un ángulo dado.

Resol. § 44 teor.
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ARTICULO IV.

ÉJEECICIOS PBÁCTICOS RELATIVOS AL CAPÍTULO V*
l *

§ 50 PREGUNTAS.

1) Cómo se demuestran geométricamente las fórmulas algé< 
brícas:

1° (a + b )2+ ( a - b ) 2= 2(a2+ b*)
2o (a-f-b)*— (a—b)2=4ab

2* Cómo se puede la demostración del teor. 9. (fíg. 101) re- 
' ¿lucir al teor. 6?

Resol. Tírese por G é j  dos paralelas á AE &.
3“ Por qué es (en fig. 103a) CD | HB y CE | GA?
Resol, por (I. 15).
4? Por qué (fig. 103a), se encuentran en un mismo punto, las 

rectas HI, LO y GF?
Retol. Prolongadas H J y GF hasta cortarse y unido el pun

to de intersección con C, se demuestra que esta línea está en la mis
ma recta que LC.5“ Por qué (en fig. 103b) se encuentran en un mismo pun
to las rectas CL, AG y BH? ,

Resol. Se puede reducir al § 12, III, aplicando 3" y 4ft6* Cómo la construcción en (fig. 103b) sirve de otras dos de
mostraciones del teor. de Pitágorasl

Dcm. 1? Unido H con C y prolongado hasta cortar AB  so 
puede fácilmente ver que el paralelógramo CK que resultará es 
igual á AO2 y á una parte de A B -, ademas que el paralelógramo 
CL es igual á A B - y á otra parte de CB2. i

Dem. 2“ Quitando las partes comunes se debe demostrar la 
igualdad de las restas, reduciendo al Rect. CH.t

§ 51 LUGARES GEOMÉTRICOS.
' /•

I o El lugar geométrico del vértice de un triángulo del 
cual se conocen la base y cl area son dos paralelas de igual dis
tancia de la base (V. 7. cor. 2).

2o El lugar geométrico de la base superior de un paraleló- 
gramo del cual se conocen la base y el area es una recta para
lela á la base (Y. 6)*

3? El lugar geométrico, del vórtice de un triángulo, cuya su
ma de los cuadrados de los lados es igual al cuadrado de la base da
da, es una circunferencia cuyo diámetro es la base. (V 12 y IY 19).

4o El lugar geométrico del vértice do un. triángulo, cuya
y
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diferencia de los cuadrados do los lados es igual al cuadrado de la 
base dada es una perpendicular en el punto extremo de la base.

— 116—

* §52 TEOREMAS.
*

1? Si se une un punto P situado en el plano de un paralo- 
lógramo con los vértices do este, será la suma ó la diferencia 
de los dos triángulos, que tienen por vértice el punto P y  por bases 
los lados opuestos del paralelógramo igual á la mitad de él,2? Si se unen los dos puntos estreñios de un lado no pa
ralelo de un trapecio con el punto medio del otro opuosto será 
el triángulo formado igual á la mitad del trapecio.

Resol. Descompuesto el triángulo en dos partes iguales por 
la recta que une los dos puntos medios de los lados no parale
los tómese por la base dicha recta &.

3o (Teorema de Pappo). Si se construyen sobro los lados AC 
y BC de un triángulo ACB como bases dos paralelógramos cua
lesquiera, y ademas prolongados los lados estreñios de estos bas
ta cortarse en P si se trazan j;>or A  y B  dos paralelos á la rec
ta PC hasta que corten los lados que so unen en P, será uni
dos los puntos de intersección

I o el cuadrilátero así formado un paralelógramo 2? igual á la suma de los primeros 
ifesoADos lados opuestos son igual áPC, ademas aplíqueseV, 7. 
Por qué es el teorema de Pitágoras un caso especial de .di

cho teorema? (Véase fig. 103b)
4? En fig. 158, en donde ADJ_BO, tenemos

(A B -f B D )(A B-BD )*=(A C+ CD)(AC—CD).

5o Trazados desde un punto dentro de un triángulo per
pendiculares á los lados será la suma de los cuadrados de los 
tres segmentos, que no tienen común un punto de intersección, 
igual] á la de los cuadrados de los otros.

Resol. Unido dicho punto con los vértices apliqúese el teore
ma de Pitágoras.

G? En todo triángulo tenemos

b ? + c *  =  !a2-j-2ta3
Resol por V. 11 cor. 1 j  2. •
7? En todo cuadrilátero (fig. 16-1) tenemos

I o A D 2+ D C a+ C B 2-f  A B 2= A C 2+BD*3 - f  4JK*
2* AC 2+ D C  2+ B D 2+ A B 2 = A D * + B C -+ 4 H F 2

. «

Resol, por 6?
• 8° JEn todo trapecio (fig. 1C7) tenemos

A C 2 -}- DB2 = A D 2 - f  BC 2 +  2 AB . CD

a
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Resol. por 7o caso 2o, si;se7atiende al III. 13; liay otra resolucu n 
por Y, 11. cor. 1 y 2. _ *' •9? Si en nn cuadrilátero las .diagonales son perpendiculares 
entre sí, serán iguales las sumas de los cuadrados de los lados 
opuestos. >10° Si dos cuerdas son perpendiculares entre sí, será la su- v 
ma de los cuadrados de los cuatro segmentos igual al cuadrado 
del diámetro.

j Resol por el teor. de¿Pitágoras y § 88, 1 '11? Trazadas las tres medianas en un triángulo será:

3 (a * -|-b2 +  c *)=4 (ta^-[-tb * —{— to *)

12? Siendo X  un punto de la base AO del triángulojsósles 
ABC tenemos:

AB-2—BX*—A X . C X

13a Si dos puntos A yB  de un diámetro equidistan del cen
tro y siendo P un punto cualquiera de la circunferencia, será la 
suma (AP2-|-BPJ1) una cantidad constante, á saber independiente 
del lugar donde esté P en la circunferencia.11° en el triángulo rectángulo (fig. 105) tenemos.

c-|-h^>a-|-b
Resol. Apliqúese!que c-2=a*-|-bli y cli=ab.

15 La suma de los cuadrados délas diagonales de un para- 
lelógramo es igual fcá £la do los’ cuadrados dê  los íados.

Resol, porJC?

§ L53. PROBLEMAS.

Probl.*1?—4? Transformar un] triángulo en”'otro igual que 
tenga la misma base y ademas:1? sea isósceles, 2? tenga el ángulo á la base igual á <£<2' 

3? un lado igual á la^recta c', 1? el ángulo al vértice'-igual
á <£/>'• ,

Probl. 5?—G° Transformar un triángulo en otro igual, que 
tenga el mismo ángulo á la base y ademas que

5? tenga la base igual a la recta b', 6? la altura igual á la rec
ta h'.

Resol. Véase qué propiedad tienen las rectas que unen los 
dos vértises con los dos puntos estrenaos de las bases.

Probl. 9?—10,? Transformar un cuadrado en un rectángulo 
igual, 9o que tenga un lado dado, 10 un perímetro dado.

Resol. (V. 11 cor. 3, 2?)
Probl. 11— 14. Dado un cuadrado formar otro que sea 

11 el duplo, 12 la mitad, 13 el triplo, 14 el quíntuplo del otro. 
Probl. 15—17. Transformar un cuadrado en un rombo igual: 
15 que tenga un lado dado, 1G una diagonal dada.
17 una altura dada.
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Resol. Fórmese antes un rectángulo que tenga la propiedad* 
pedida, de donde es la resolución fácil.

Probl. 18. Un triángulo dado transformar en*otro rectángulo 
igual y de hipotenusa dada.

ProbL 19. Transformar un triángulo en otro igual que tenga 
otra baso y otro ángulo al vértice.

ProbL 20. Dividir un paralelógramo, en dos partes iguales 
por medio de una recta que pase por un punto dado.

Resol. Cuál es el punto en el paralelógramo, por el que trazada 
Una recta siempre lo divide en partes iguales?

Probl. 21, Encontrar en un triángulo un punto quo unido, 
con los vértices divida el triángulo en tres partes iguales.

Resol. Cual es el lugar geométrico de un triángulo que es la 
tercera parte del triángulo y tiene la misma base?

Probl. 22—,23. Encontrar en la recta AB un punto X , do 
manera que:

22 AX2— XB2= d 2, 23A X 2+ X B 2= a \
Resol. Analizando levántese perpendiculares, para 22 en 

el punto B é igual á d, para 23 en el punto X  é igual á la recta 
a; ademas apliqúese el teorema de Pitágoras y atiéndalo á las 
propiedades de los triángulos iscsieles.

23 Inscribir en un círculo un rectángulo igual á un cuadra
do (¿lado.

Resol.Atiéndase á la diagonal del rectángulo pedido.
Probl. 21 Circunscribir á un círculo un rombo igual á un cua

drado dado.
Resol. Se conocerá la altura del rombo y por tanto el lado 

y así está el problema reducido al probl. G2 del Al t. III.

ARTICOLO V.

EJERCICIOS PRÁCTICOS RELATIVOS AL CAP. VI1>..

• § 54. PREGUNTAS.

1. Qué propiedad deben tener los segmentos que so tratan 
en el teor. 4, para que se verifique el paralelismo indicado por la nota?

- 2. Por qué se lia puesto el teor. 7?
3. Cómo se demuestra el teor. 12 haciendo abstracción de 

la semejanza?
4. Cómo se enuncia el teor. 12 estando dividido el ángulo 

exterior en dos partes iguales?
5. Cómo se demuestra directamente el teor. 13 aplicando la 

construcción del teor. 12?6. Qué distinción hay entre los casos de congruencia y se
mejanza? -

7. Qué recta es media proporcional entre las. dos partes de- 
un diámetro?
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'8. Cuáles son los recíprocos de los teoremas 15, 16,17 y 18 3'- 
icómo se demuestran?

§ 55 LUGARES GEOMÉTRICOS.

¡Explicación'. Una recta AB está interiormente dividida en la ra
zón m:n si el punto de división está entre A  B.pero exteriormen- 
te si el punto de división está en la prolongación de AB; luegó 
siempre se verificará A X :B X = m :n .

1. El lugar geométrico de un punfo en el cual una recta 
trazada desde un punto fijo P hasta una recta dada q, está di
vidida interior y exteriormente en la razón m:n, son dos rectas 
paralelas á la dada q;

Resol. Trazando una recta cualquiera por P hasta ¡q divída
se en dicha razón &a.

2. El lugar geométrico de un punto en el cual una recta
trazada entre dos secantes y paralelamente á una tercera dada, 
queda dividida interior y exteriormfente en la razón m:n, son 
dos rectas que pasan por el punto de intersección de las dos 
secantes (VII. 4.) •

3 El lugar geométrico de un punto encima de una recta AB 
cuya distancia á esta es la media proporcional entre los segmen
tos de AB, es una semicircunferencia cuyo diámetro es AB (VII

4. Él lugar geométrico de un punto, cuyas distancias á dos 
secantes están en la razón m:n, son dos rectas que pasan por 
el punto de intersección de las secantes.

Conste,por Art. II probl; 151.5. Dada la base a de un triángulo y la razón de otro lado 
á su altura (mln), el lugar geométrico del vértice será una cir
cunferencia.

Constr.Trazada en un punto estremo de á una perpendi
cular x, de modo que x: a=m :n, será la circunferencia cuyo diá
metro es x, la pedida.

Demost. es fácil. (El análisis es difícil).6. Dado de un triángulo la base a y el ángulo a  del vérti
ce, encontrar el lugar geométrico del círculo inscrito.

Resol, Descrito sobre B C =a como cuerda un arco capaz del 
ángulo a  y dividido el arco restante que completa la circunfe^ 
rencia en dos partes iguales por el punto Q, sabemos qu6 el 
centro del círculo inscrito estará siéinpre en la recta que une el 
punto Q con un punto cualquiera P del otro arco capaz del án
gulo oí.Ahora bieDj siendo X  dicho centro, se demuestra que 
QB=QX y se conoce el lugar geométrico de X.

t *

§ 56. TEOREMAS.

1? Los lados homólogos de dos triángulos semejante > están 
entre sí como sus alturas respectivas.
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2? En todo triángulo dos lados son inversamente]proporcio
nales a, sus alturas resoocíivu-i.

o? Si dos triángulos tienen la misma base y están entrevias 
mismas paralelas, una recta trazarla paralelamente á la baso co
mún, formará segmentos iguales dentro do los dos triángulos#4o Una recta tiaz ida paralelamente á los lados paralelos do 
un trapecio por el punto* de intersección de las diagonales, so 
halla dividida en dos partes iguales por dicho plinto y los lados 
no paralelos. «5o En todo trapecio están cuatro puntos en línea recta: los pun
tos medios de los lados paralelos, los puntos do] intersección de 
las diagonales y do los lados no paralelos.

G° Si los lados do un triángulo rectángulo forman una pro
porción continua, será el cateto menor igual á la proyección dol 
mayor sobre la hipotenusa.7? Si los dos segmentos de una rgeta son proporcionales á 
los do otra, que está dividida en media y extrema razón, lo se
rá también la primera.8? Si una recta está dividida en media y extrema razón, 
será la suma de los cuadrados de la recta entera y dei segmen
to menor igual al triple cuadrado del segmento mayor.

j Resol.x 2= a  (a— xj^a-2— ax =  (a—x)2—x2-f-ax ¿a.9’ Si se trazan por el punto de contacto de dos circunferen
cias dos rectas hasta cortar á estas, serán directamente pro
porcionales los segmentos de estas rectas.

Resol.Atendiendo al IV. 21 se puede aplicar VIL 8.
Qué propiedad tienen las cuerdas que resultan, uniendo los dos 

puntos de intersección en cada círculo?
10 Trazada á una circunferencia una tangente que corte á dos 

paralelas también tangentes á ella, el radio será media proporcio
nal entre los dos segmentos de la tangente trazada.

Resti. Apliqúese VII, 14 por medio de IV, 22.11. Forman una proporción los cuatro triángulos, en los 
cuales se halla dividido un cuadrilátero por las diagonales.

12 Dos triángulos, que tienen un ángulo igual son proporcio
nales á los rectángulos formados por los lados que comprenden 
dicho ángulo.

13. Sise unen los pies de dos alturas de un triángulo 
será el triángulo parcial así formado semejante al total.

Resol.IV, 20.
14 Los rectángulos formados de los segmentos en los cua

les se hallan divididos mùtuamente las alturas de uu triángulo 
son iguales. • i

Resol. IV, 20 y VII, 15 y 16.
15. En el paralelógramo (fig. 101.) se encuentran en el mis

mo punto las rectas JF, CE y GH.
Resol. VII, 4 cor.1G. En todo triángulo (ABC) están en línea recta el 

punto de intersección de las alturas (H), el do las medíanos (M) 
y el centro (O) del círculo circunscrito; ademas H M = 2MO.

Resol. Siendo F y G los puntos medios do AC y BC, ade-
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mas í) y É los pies de las alturas á los lados BC y ÁC trácese' 
las rectas respectivas y se puede fácilmente demostrar que

Io A A H B —GOF 2o BHM ~FOM  de donde &.Nota. Construyase la figura según lo dicho.
17. El triángulo formado por las alturas de otro es semejante

á este. .1
18. Las áreas de dos triángulos que tienen un ángulo igual* 

son proporcionales á los productos de los dos lados que com
prenden dicho ángulo.-

J  57. PKOBLEMAS.

NotÁí En el problema siguiente se puede ver como sé ha de 
manejar las proporciones para que por su medio se pueda resolver 
geométricamente un problema; ademas aparece la distinción que 
hay entro mía resolución difusa y sencilla-.-

Probl. (fig. 170). En un triángulo construir un cuadrado, de 
manera que un lado esté situado en la base y los otroá dos vér
tices en los liados del triángulo.

Anúl.Siendo en el. BAC Q  QMNP el pedido denotemos" 
PÑ por x y AN por y, ademas AD la altura á BC por h; de 
donde se sigue

MN: A N = B C : AC
O
ademases-
luego
ó
luego

x :y = a :b  
, h : x = b : b—y h:y==a:b—y 

h : a = y : b—y 
h-|-a:h=b:y

Ahora debemos ver como dicha proporción se puede cons
truir diestramente: li-f-a y b son rectas correspondientes y SO 
encuentran en el punto A, luego será muy á propósito prolon
gar AD hasta E, de manera que D E = a; de donde se ve al mo
mento que las rectas CE y ND son paralelas, y por tanto áO 
puede encontrar el punto N, puesr son dados los puntas E, O 
y D.

Constr. Prolongando AD hasta E, de' manera que D E = a  
y uniendo E con C, trácese DN ^ EC, después trazado NM ̂  BC 
bájese desde N y M las perpendiculares NP y MQ á BC y NMQP 
será el cuadrado pedido í

Dem. Siendo ÑMQP un rectángulo (constr.) se necesita de* 
mostrar que M N=NP

A D : D E = A N : NC 
Ó AD :BC=AN :N C
poro BC: A C = N M : AN '

-luego AD :AC=N M :N C
ademas es AD: AC=»PN:NO '
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luego NM :NC=PN:NC
de donde NM =PN

Otra solución mas sencilla.

Análisis. Siendo &a. como arriba, 
de donde y :b = x :a

Para representar esta proporción basta unir Kjyjn x y pro- 
longar AP hasta que corte á la perpendicular levantada á BC en el 
punto C, y será CE'=a. Ahora conocemos el punto A y E ' luego 
P y por tanto N, M, Q.

Gonstr. Levantando C E '=a  perpendicular á BC y trazando 
E'A levántese en el punto de intersección P una perpendicular 
á BC hasta cortar AC en N, después &a. como arriba.

Dem. P6r ser PNMQ un rectángulo, resta demostrar 
M]fe=NP.

A N :M N =b:a  
AN : N P = A C : C E '= b : a 

luego AN:MN==AN:KP
de donde MN=NP. •

1. Determinación de puntos y construcción de rectas.

Probl. 1—2. Dividir una recta a en la razón m:n, Io inte
riormente, 2? eXteriormente.

Resol. I o x : a—x = m : n de donde a x= m-(-n ¡ m 2? x :a + x = m :n  „  a:x=n-—m:m
Luego los problemas están reducidos al § 33 prob. 1.

Probl. 3—4. Dividir interiormente una recta AB, de modo 
que

3 °A X X B X = m a, 4 °A B X B X = m 3
Resol VII. 14 y IV 19.

Probl 5. Dada la recta A B = a  encontrar en su prolonga
ción un punto X, de modo que A X .B X = A B 2 ó (a +  x) x = a a.

Resol VII. 17 siendo AB el diámetro del círculo.

Probl. 6. Dividir á la recta A B = a  interiormente, de moda 
que A B X B A = A X 2 ó a(a—x )= x 2.

Resol 1“ es la misma que § 33 probl. 5o
Resol 2® Puede reducirse al 5? pues

a—x :x = x ;a  luego a:x=a-j-x:a.

Probl. 7. De una proporción de rectas se conoce los térmi
nos estremos y la razón délos medios, encontrar los últimos, es decirl

a:x=y*.b, x.<y=m.*n.
Resol Encontrado p de la proporción m :n = b :p  se sigue 

que a :y = y :p , luego apliqúese § 33 probl. 3.
\ j

Probl 8. Encontrar dos rectas cuya suma y  media proporcio
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nal se conocen; 6 sal)er
X -f j= s ,  s :a = a :y

Resol probi. 3o
i 4 1 J * 4

Probi. 9. Encontrar dos rectas cuya diferencia y media pro
porcional se conocen, á saber

x—y= d , x :a=a?y
Resol. YII, 17*

Probi. 10. De una proporción se conocen los términos estre
naos y la suma de los medios encontrar estos.

x+ y = s , a :x= y :b . '
Resol. Encontrando p de la proporción a :p = p :b  sesigue 

que p :x = y :p  luego apliqúese el probi 8.

Probi. 11. De una proporción se conocen los términos estremo» 
y la diferencia de los medios, encontrar estos, es decir 
' x—y= d , a :x= y :b .

Resol. Encontrado p de la proporción a tp= p :b , póngase 
x = d + y  ó y = x —d y apliqúese YII 17 siendo d el diámetro y 
p la tangente.

Nota. Los probi. 10 y 11 contienen la solución geométrica 
de la ecuación cuadrada; pues tenemos cuatro formas distintas 
de esta, siendo a, b, c cantidades poSitivas*1) x !i+ a x = o c  ó x(a-)-x)=bc2) — ax=bc „ x(x—a)=bc

3) x 2— ax==—b c„ x(a—x)= b c4) x2 + a x = —be dará para x un valor negativo, luego 
para encontrar el valor de x geométricamente es presiso tomar la 
tercera forma.

Pròbi 12. Prolongar la recta AB  hasta el punto X  de mo
do que AB : A X = m  : n.

Probi 13—14. Dividir una recta a en dos partes x y a—x 
de modo que

13x:a—x = m 2:n-*
14 x-2:(a—x)2= m :n . *

Resol, para 13. Tómese mp=n-s\
Resol para 14. Por ser m :n = m 5:um fórmese n m = p 2.

Pròbi. 15 —16. Por un punto dado P dentro de un ángulo A 
trazar una recta que corte á los lados del ángulo en dos puntos 
X é Y, de modo que

15 A X :A Y =m :n , 16 P X :P Y = r :s .
Resol, de 16. Se puede encontrar en la prolongación de A P  

un punto Z de modo que A P :P Z = r : s.

Probi 17—18. Son los mismos estando P fuera del ángulo.
Probi. 19—20. Por el vértice C de un triángulo ACB trazar 

una recta de modo que siendo X  é Y los pies de las perpendicu-
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3. CONSTRUCCION DE CUADRILÁTEROS.

Probi. 160—165. Construir un trapecio si se conocen (fig.167):
160 a:b, h, < a f ,  < b f
161 a:c, li, <5C?«e, <£af
162 a:c, h, <£ae, <àl©f

163 a:c, h, <£ao, < ibe 
IC4 o:f, h, A  < £ c r  
165 e:f, b, <^ae,<£be

Resol de 161 y 162. Se puede encontrar (a+ c)
Resol de 164. Se puedo reducir á la construcción do un trian* 

guio del cual se conocen b:e, ha y a
Probl.167—172. Construir un cuadrilátero si se conocen

(fig. 168).
167 a, y, d, <£bf, <^d e
168 a, <£be, <£ce, <^cf, <£df
169 a, a:b, a, , y

170 a, a:c, .a,/3, y
171 a, e : f, or, , <pcf
172 a, e:f, /3} or, <^ef

Resol, de 171 y 172. Por medio do los probl. 50 y 51 del §49 
se conocen las formas de los cuadriláteros pedidos.

4. VARIOS PROBLEMAS.

Probl. 173—174 Por el punto P de contacto do dos círculos, 
trazar una recta que corte á la una circunferencia en X a la otra en 
Y de modo que

173. PX-l-PY=ás, 174 P X —PY =d.
Probl. 175. Dada tma circunferencia y dos puntos en ella 

A y B trazar en esta una cuerda paralela á una recta dada 
de modo que las perpendiculares, trazadas desde A y B  á la cuer
da, formen una razón dada.

Probl. 176. Desde un punto estremo de un diámetro de una 
circunferencia dada trazar una secante hasta la tangente, trazada 
en el otro punto estremo del diámetro, do modo que la parte ex
terior de la secante sea igual a una recta dada.

Probl. 177. Bajo la misma condición trazar la secante cuya 
parte exterior sea igual á la interior.

Probl. 178., Desde el punto medio de un arco de una circun
ferencia dada trazar una cuerda que corte á la cuerda del arco da
do de manera que la parte de la cuerda trazada terminada por el 
punto de intercecion y la otra parte de la circunferencia sea igual 
á una recta dada.

Resol. Trazadas dos cuerdas adyacenteá resultarán dos triángu
los semejantes, que le reducen al probl. 9.

Probi 179. Trazar una secante bajo la misma condición.
Probl. 180. Por dos puntos dados describir una circunferen

cia de manera que la tangente trazada desde otro punto dado á 
ella sea igual á una recta dada.

Resol. Se puede hallar un tercer punto de la circunferencia pe
dida.

Pròbi. 181. Desde un punto dado fuera de un círculo, trazar 
una secante de manera que la parte interior sea media propor
cional entre la parte exterior y la total.
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Probl.Í8l. Formado en una circunferencia un ángulo central 
'trazar en esta una cuerda que esté dividida en tres partos iguales 
por los lados del ángulo.

Resol. VII. 4.
Probl. 183. Inscribir en un círculo dado un rectángulo cu

yos catetos formen una razón dada.
Probl. 184. Inscribir en un semicírculo un cuadrado.

Probl. 185. Inscribir en un segmento un cuadrado.
Resol. Formado sobre la cuerda como lado un cuadrado véa

se que tres puntos están en una misma recta.
Probl. 18C. Inscribir en un cuadrilátero un rombo cuyos 

lados sean paralelos á las diagonales del cuadrilátero.
Resol. Llamando y (fig. 168) la distancia del vértice del rom* 

bo al punto D y x el lado del rombo se tendrá fácilmente:
e + f : f= c :y  y f+ e :f= e :x .

Probh 187*—18S. Construir un círculo que
187 pase por dos puntos y toque una recta dada.
188 pase por un punto y toque dos rectas dadas.

Resol* de 187 VII, 17. 188 se reducirá al 187.
ü j . i s  j  Y s& k

5. TRANSFORMACION DE LAS FIGURAS.

Probl. 189— 191. Transformar *tm cuadrado.
189 en un triángulo equilateral de igual área.
190 en un rombo de igual área que tenga un ángulo dado.
191 en un rectángulo do igual área cuyos lados formen una 

razón dada.
Resol, de 189. Fórmese un triángulo equilateral cuyo lado 

sea igual al del cuadrado, y siendo a el lado y h su altura, 
ademas las partes correspendientes del triángulo pedido x é y 
tendremos y2= 2ah.

Resol, de 190 de manera semejante.
Probl. 192—194. Transformar un triángulo en otro igual que 

sea 192 equilátero, 193 semejante á otro dado, 194 isósceles 
de ángulo dado al vértice.

Resol. De una manera semejante que en los ejemplos pre
cedentes.

Probl. 195. Transformar un triángulo en un rombo de igual 
área que tenga un ángulo dado*

Probl. 196. Transformar un polígono en otro igual que sea se
mejante á otro dado.

Resol. Puede reducirse al 193.

6. DIVISION DE LAS FIGtJRAS.

Probl. 197. Transformar un polígono en otro semejante cu
ya área sea la na parte del primero.
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Resol VII. 29.
Rrobl. 198—202 Dividir en n partos iguales áuu triángulo 

dado, de modo que las rectas de división.
19$ salgan do un punto dado de un lado.
199 salgan de un punto dado dentro del triángulo
200 sean ¿parale las ú un lado.
201 'sean perpendiculares á un lado.
202 sean paralelas á Una recta dada.

Resol. Encontrado un triángulo quo es la n* parte del dado, 
la^[resolución so reducirá á los del n? 5o.

Nota. Los problemas 190—202 no conviene ejecutarlos grá
ficamente, basta indicar el modo de resolverlos.

-1 2 3 —

ARTICULO VI.

E j e r c í  oíos r e l a t i v o s  a l  c a p . VIH.

§ 58. TEOREMAS.

1? Todo polígono equiángulo ó inscrito en un círculo os re
gular si el número de los vórtices es impar.

Resol.Tomando por ej. un pentágono cuyos arcos sucesivos 
sean a, b, c, d, e, se tendrá: a-f-b=b-f-c=c-|-d=d-f-e=e-f a, de 
donde &a. reduciendo al VIII, 3.

¿Qué conclusión se tendrá si el número de vórtices es par?
3o Todo polígono equilátero y circunscrito á un círculo es 

regular si el número de los vórtices es impar.
Resol. Tomando por ej. un polígono y llamando m, n las 

partes del lado primero en las cuales se halla dividida por el 
punto» ele contacto, o, p del segundo &a,

m-J-n=o-f-p=q-|-r =*. s-j-t=u -f- v= m  -f  n 
ademas sabemos n = o , p = q , r= s, t=u , v—m 
luego m =p, o= r , q= t, s=^v, u = n
luego &a. reduciendo al VIII 4.

3? Todo polígono regular de número par de lados tiene es
tos paralelos de dos en dos.

4? Bajando desde un punto interior do un polígono regu
lar de n lados perpendiculares á estos, será la suma de ellas igual 
aln veces la apotema.

Resol. Determínese el área del polígono de dos maneras 
distintas.

5o Uniendo dos vórtices inmediatos de un pentágono re
gular con los puntos extremos de dos lado3 adyacentes resul
tarán
á) un rombo b) dos triángulos isósecles congruentes c) un ter
cero isósceles cuya base es un laod del pentágono; ademas l a s
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diagonales se dividen mutuamente èri media y extrema razón.
(3? Un pentágono equilátero que tiene tres ángulos iguales es

regular. '* ' .............  i . .

Resol.Se necesita demostrar qüe se puede circunscribir al
pentágono un círculo. * ‘ ........

7o Las áreas de dos polígonos circunscritos á un mismo cír- 
ulo son proporcionales á sus perímetros. ‘

8o El área de un círculo es la media proporcional entre dos 
polígonos, délos cuales uno está circunscrito á este y otro, semejante 
al primero, tiene un perímetro igual á la circunferencia.

Resol. Denotando por A el área del polígorio circunscrito, 
or A ' el , del círculo, por A/; el del polígono seniejante determí

nese A :A ' y A ': A". , .
9o Describiendo sobre la hipotenusa AB del ángulo rectán

gulo ACB*(fig. 177) un semicírculo, y 1<> mismo sobre los catetos A G 
y BC, será la suma de las áreas Ñ y M (lúnulas de Hipócrates) 
igual á la del triángulo. , t \ ,

Resol. Determínese (M -f m)-}-(N-j-nj &á.
10. Siendo (fig. 178) CD perpendicular á AB¡ en un punto 

cualquiera y describiendo sobre AB, AG y CB semicírculos, será 
el área de la figura (falce de Arquímedes) ADBECEA igual á la 
del círculo cuyo diámetro es CD.

l í .  La diferencia entro las áreas de dos círculos concéntri
cos es igual á la de un círculo cuyo diámetro es una tangeuto 
trazada en un puntó de la circunferencia menor y limitada por la 
circunferencia- mayor.

| 59. PROBLEMAS/

Prol)l. I o ¿Qué líneas habrán de trazarse en un triángulo equilá
tero para que resulte un exágono regular inscrito prescindiendo de‘ 
los vértices del'triángulo propuesto? *

Probl.2? ¿Cómo se obtendrá deuñ cuadrado un oótógóno hacien
do abstracción de los vértices del primero?

Probl. 3—8. Construir un círculo;
* 3o cuya circunferencia sea igual á la suma de , otras dos. 
á? cuya circunferencia sea igual á lá diferencia de las der 

otras dos. • - -
5o cuya rea séa igual á la suma de otros dos.
7o cuya áarea sea igual á la diferencia de otros dos.
7? cuya área sea igual á un múltiplo de un otró'.
8? cuya área sea igual á la n* parte de un otro.

Probl. 9— 10. Dividir un círculo en 2, 3, 4 &a.- partes iguales? 
por medio de circunferencias que 

9* seen concéntricas al dado;10 toquen á la primera y entre sí en un puñto dado/
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§ CO. PROBLEMAS RESUELTOS POR CÁLCULO.

Advertencia. Conviene dar problemas numéricos relativamen
te á las fórmulas siguientes, como á las del § 38.

1? Determinar el área de un triangulo equilátero dado ol 
lado = a  __

2? Determinar el área de un cuadrado dada la diagonal 
igual á d

□ = i ¿ ’
3o Determinar el área de un cuadrado dada la Buma ds la 

diagonal y un lado igual á s
□ = s *  ( 3 ^ 2 )

4? Determinar el área de un cuadrado dada la diferencia on- 
tre la diagonal y el lado igual á d

I h=d2 (3-|-2\/2).
5? Determinar los dos lados de un rectángulo dado ol perí

metro igual á 2p y el área igual ám*.
Resol. Siendo x é y los lados sera

x .y=m * perox-}-y=p
luego tendremos

x-2—px-|-m2= 0
• r

Las dos raicee de esta ecuación serán los dos lados. (Véaso 
§ 118, 1? Algebra del P. Kolberg).

6* Determinar el área de un triángulo dados los tres lados

A =  VlHp—a) (p-^b) (p—c)
siendo p la mitad del perímetro y a, b, c los lados.

Resol, (fig. 158) A = i a h a , h a ^ c * —n 2=(c-|-n) (c—n) 
n se determinará por Y, 11 cor.

7o Determinar el área de un triángulo dadas las tres medianas.

A = aV / P'(P'—tlX P '— 12) (P ’—13)
siendo t t, t2, t3 las trés medianas y p' la mitad de la suma de 
estas.

Resol. Qué parte del triángulo pedido es el formado por las
§ tjj | t 2, §ta? ^

8o Determina» el área de un triángulo dado el perímetro 
y el radio del círculo i n s c r i t o ___________________

A = P P  de donde P = ^ ^ /p ( p —*) (p—b) (p— c)
9° ^Determinar el área de un triángulo dado el producto de 

los tres lados y el radio del círculo circunscrito
A = a^- C- de donde r=

Resol. VII, 18.10. Dado el radio de un círculo ¿Icterminar el lado del po-
4Vp(p—a) (p—b) (p— c)
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lígono regular inscrito a con 4 lados, b con 6 lados, c con 10 lados. 

l4= r \/27 l«= r , o=J r (\/5-^l)
* ¡K *

11. Dado el radio de un círculo y el lado del polígono re
gular inscrito encontrar una fórmula que determine el lado, del 
inscrito con doble número de lados

2iV r*—J],a

12. Dado el radio de un círculo y el lado del polígono re
gular inscrito encontrar una fórmula que determine el lado del 
circunscrito con el mismo número de lados.

w _  r ln
V I* 2— H * )

Nota 1? Las fóamulas 11 y 12 pneden servir para determi
nar el valor de 7t.

Nota 2® Algunos problemas pueden darse sobre el anillo que 
se forma por dos círculos concéntricos. Siendo E y  r los radios 
de los dos círculos, d la distancia de las dos circunferencias, t 
la tangente al círculo interior y terminada por la circunferencia 
exterior.

Sí se conocen:
1. R, r 2.R, t 3. R, d 
4. r, t 5. r, d 6. t, d
7. (R-|-r), d 8. (R-)-r), t 9. t:d, r, 

encontrar las otras partes.

nx DE LA PARTE PRIMERA
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