TRATADO

DE

GEOMETRIA ELEMENTAL

POR

D). Josi Epping, S. J,

PROTESOR DE MATEMATICAS EN LA ESCUELA POLITECNICA
DE QUITO,

PARTE PRIMERA

GEOMEIRIA PLANA.

QUITO
IMPRENTA NACIONAL.
1878,

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



PROLOGO.

El fin que me te prepuesto al escribir el pre-
sente tratado de ;Geometria elemental no ha sido otro
que el de formar; un breye compendio, que sirva de
guia en la enseflanza de dicha ciencia, y asi he
consultado la brevedad en los razonamientos, dejan-
do siempre lu™ar a la esplicacion del profesor. Este
meétodo me ha parecido preferible ya para dejar a
los profesorés.mayor. Jiberjtad, ya también para que
los discipulos se fijen mas en sus- esplicaciones, y ten-
gan quelaplicarlas al .texto cuando hagan su estudio
particular. Asi se.evita de camino el que se habi-
tuen los jovenes a estudiar solo de memoria sin ejer-
cicio alguno del entendimiento, lo cual impide el desarro-
llo de este, y es contra el fin légico del;cultivo de-ian
iImportante ciencia. No se crea sinembargo que la breve- -
dad que he consultado, haya llegado asepararme del.
camino que Euclides trazdra; nada ménos que eso; an
te todo, he procurado la exactitud y precisionlen las de- *
mostraciofnes y el riguroso enlace doctrinal de ellas, jun-
to con la buena disposicipn y; .mas ,conveniente 6rden
de los diferentes tratados 0 partes de la obra. Este ri-
gor demostrativo nos ha obligado & separamos del mé-
todo comun en la teoria de las paralelas (*) y en la de las
relaciones entre dos circunferencias. ;! >

Los ejercicios 0 problemas colocados al fin debe-
ran irse resolviendo después de aquellos capitulos con
quienes dicen relacion, siendo este trabajo de la ma-
yor importancia. En primer lugar servira mucho pa-
ra que se grave en el animo de los jovenes la doctrina
del texto, y en segundo llegara a hacerles ameno ¢ in-

teresante el estudio de las Mateméticas. gy e

8 Partlendo dg la (geflruuon qe las Eu dada
Encll A nunca se emostrara S ceb g%s Tes na*
BroRosmmn negativa, N naucir porst- a_conclusiones
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Pero 'fiay en ello otra véhtaja que es superior a
las anteriores: la de desarrollar de tal ufanera la inteli-
gencia tdedos ¢alumnos, fque les haga adquirir el talen -
o de inven™ipn, mediante el cual sabran aplicar los
¢principios fdeda ciencia ala solucion de sus cuestiones
ipracticas, relacionando cpn conveniencia de o6rden las
ildeas adquiridas, .infiriendo de ellas otras y disponién-
dole también parajhacer ulteriores adelantos si han de
proseguir en.el estudio ,de las ciencias Matematicas.

Deseando quemo se -malogre el cuidado que en
beneficio de la juventud he puesto enda formacion de
«este libro, no .dejaré ,d6 recomendar ;a los profesores
.cuanto contribuyo una ,prudente .severidad en los
examenes de [los alumnos & da .mas sélida instruccion
de estos .y a..sus-verdaderos progresos, toda vez que el
acceso a clases superiores -nunca llegue a, permitirse
midntras -no e encuéntren radicados en las materias .

que les sirven -deMundamento."J ' f r
: Antes de poner tciuiino a esta introduccion debo

cumplir ,con uh deber de gratitud; dando las mas ea-..
presivas gracias al P. Cappa por’la/bondadosa coopera-
cibn que me ha prestado a fin de que el estilo y len-
\g,uajje de,e_sta obra sea cual conyiene al objeth*?léﬁa_,
.mism& T~ o

.jQuito, 80 de 1873.
nr
rrpe
1# L ¢(VIIOR.
it Lo r-t
ra f * L
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... INTRODUCCION.

5
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>l ol

|. Nociones fundamentale

2

El objeto de la Geometria es manifestar las propiedades de
la cantidad extensa.—La extension completa que primeramente se
nos representa, esel cuerpo con sus tres dimensiones, largo, an-
cho y grueso; es decir con todas las dimensiones posibles..

Si en un cuerpo fisico cualquiera, hacemos abstraccion de la
materia, tendremos el cuerpo geométrico con solo las tres dimen-
siones, longitud, latitud y altura (6 profundidad). Si en el cuer-
po geomeétrico consideramos solo sus limites, tendremos el con-
cepto de las superficies; estas, por tanto, tienen dos solas di-
mensiones. Los limites de las superficies se llaman lineas, y solo
tienen longitud. : :

Los limites de laslineas son puntos,y no tienen dimensién
alguna, sino solaménte dicen relaciones a las cantidades extensas
y entre si; y por eso se pueden llamar cantidades en sentido
analogico.

Aungue enlos cuerpos se pueden representar muchas infini-
tas superficies, no se componen sinembargo de estas: lo mismo
debe entenderse de las superficies respecto de las lineas, y de
estas respecto de los puntos. Declarado con esto el objeto ma-
terial, pasemos al formal, que es la investigacion cientifica de las
propiedades y relaciones de las figuras geométricas y se refieren
a la forma, magnitud y situacion.

Aunque la Geometria, es verdad, tiene por propiedades fun-
damentales las que a todo entendimiento desarrollado son paten-
tes, no obstante convendra dar de ellas definiciones claras y dis-
tintas, para que, como las demas ciencias, tenga un fundamento
solido y fijo.

o Llamamos cuerpo geométrico al que tiene tres extensio-
nes, largo, ancho y grueso, ¢ longitud latitud y altura.

2? La superficie tiene solamente dos extensiones, longitud y
latitud.

3? La linea tiene una sola extension, longitud.

4? El punto no tiene extension alguna, puesto que es el li-
mite de la linea, luego es un. ser relativo para determinar el
lugar.
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5? Cada direccidon esta determinada por dos plintos, y dice un
respecto directo é inmediato entre aquellos.

6? La linea recta tiene en toda su extension una sola direccion
luego la direccion yla recta son conceptos objetivamente

Cor. 1. Entre dos puntos hay una sola recta posible, puesto
que¢, una sola es la direccion.

Cor. 2. Si dos rectas tienen dos puntos 6 una parte comun,
son idénticas, luego dos rectas pueden cortarse en un solo punto.

Cor. 3. La recta es el camino mas corto entre dos puntos.

Explicacion. La recta entre dos puntos dice un respecto di-
recto € inmediato 0 la union inmediata y directa de aquellos,
luego dice la distancia mas corta; y por eso todas las otras lineas
que no tienen una sola direccion, forman entre dos puntos un
camino mas largo que la recta.

7? Linea curva es aquella que no tiene parte alguna recta,
y el origen de' aquella se puede representar por un punto que se
mueve continuamente en otra direccion.

80 La linea compuesta de rectas y curvas se llama mista.

90 La superficie plana 6 el plano tiene esta propiedad dis-
tintiva, que todas las lineas rectas, que unen dos puntos cuales-
quiera, estan segun toda su extension en e <tnsuperficie. Como la
recta es la extension mas sencilla del orden primero, asi el plano
la del orden segundo, y por eso su extension es en todas partes la
mismay en el mismo sentido.

10? Superficie curva es la que no tiene ninguna parte plana
y su origen se puede representar por unalinea sea recta 6 curva,
que moviéndose mude continuamente de plafid.

11° La superficie mista contiene superficies planasy curvas.

| >..j U it jow;-U .:y_, 'dFiv - - e
.. L. Divsion, ,

#

La Geometria se divide en planay del espacio; la una trata
las extensiones en el mismo plano, la otra cdmo estan en el espa-
cio; luego la segunda supone la primera.

Para ver cdmo hemos distribuido las materias en particular,
consultese el indice; generalmente hemos tratado en primer lugar
los elementos constitutivos de las figuras, después las propiedades
y por ultimo las relaciones que hay entre aquellas.

Notemos que la Geometria moderna no trata mas lineas
curvas que el circulo, porque esta curva esmuy sencillay tiene
. muchas relaciones con la recta.

Circulo esuna figura plana totalmente cerrada de una cur-
va, cuyos puntos todos equidistan de otro interior llamado cen-
tro. La curva se llama circunferencia, la distancia igual del centro
radio, y una parte cualquiera de la circunferencia arco.

Los matematicos antiguos han tratado también las lineas
curvas, porqgue todavia no se conocia con la extension de ahora la
Geometria analitica, método mas acomodado y fecundo para las
curvas.
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. 1. Axiomas 0 principios generales-

Los axiomas son los misinos que en el .Algebra:

1? Toda cantidad es igual asi misma,

2? Una cantidad igual puede ponerse en lugar do otraigual,

3? Dos cantidades que son iguales a una tercera son iguales
entre si.

4? El todo es igual & sus partes juntas,

5? El todo es mayor que cada una de sus partes,

6? Las partes son menores que el todo.

7? Si con cantidades iguales se hacen operaciones igualos los
resultados seran iguales.

awy - IV Signos\, V

y'i'l  m O x
A=B;b\. es igual 4B A~B; A semejante a B
A”>B; A mayor B A"iB; A par:allela 231 B o
A<C[B;4A menor B < denota un angulo
A-]-B; A mas B R un angulo recto

A—B; A menos B "l ¢\ denota un triangulo

A |B; A perpendicular a B Q denota un cuadrado

A =B: A]congruente’(idéentic.) conB Rctg. denota un rectangulo.

Nota, Llamamos & dos figuras semejantes, usando el signo
(~), sitienen la misma forma. Se les dice iguales con relacion al
Algebra, aplicando el signo (=), sitienen el mismo valor aun-
gue no téngan la misma forma. En este caso otros dicen equi-
valentes. Finalmente, les llamamos congruentes (idénticas), unien-
do el signo de lasemejanza € igualdad (=) si tienen juntamente
el mismo valor y la misma forma, de manera que se cubran per-
fectamente. ' :

La otra denominacion hasta ahora usada puede ser exacta,
considerando, solo la Geometria elemental y haciendo abstraccion
del Algebra, lo que no parece justo. Pero confrontandola con la
del Algebra no es ldgica, porque alli la palabra “igual” y su sig-
no (=) dicen solamente una conveniencia en el valor no en la for-
ma: asi en

W TR M a2 p2=(a-j-b) (a—b)

se vé evidentemente que la forma es distinta, puesto que el pri-

mer miembro es una diferenciay el segundo un producto.
Ademas seria menester leer la expresion aXi= cX (> de

manera en sentido algébrico que en ol geomeétrico: una vez “igual”
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otra vez “equivalente”, lo que cierto no conviene

Finalmente los antiguos matematicos de Espafia usaban la
palabra “igual’* para denotar dos figuras que tienen la misma
area aunque no la misma forma. (Véase Kresa S. J. catedratico
de Matematicas en el Colegio imperial de Madrid 1G89).

Por esto hemos restituido a la palabra “igual” su antiguo
sentido matematico, € introducido la otra “congruente,” que tam-
biéen se usa en la lengua latina, italiana, inglesa, alemana &a. La
cuestiéon es matematica no filologica.

V- Método.

En la Geometria como en cada ciencia averiguamos las pro-
piedades por medio de la demostracion. Las definiciones y axio-
mas constituyen el fundamento de las demostraciones. Una verdad
asi demostrada se llama teoremay sirve para demostrar otros
teoremas.

La demostraciéon puede ser directa ¢ indirecta: direda si
demostramos la verdad propuesta, pero indirecta si demostramos
la imposibilidad del contradictorio.

Las demostraciones deben ser geométricas y no puramente
algébricas, es decir, no por verdades que principalmente sirvan
para las cantidades discretas.

Por ejemplo, no parece bien el aplicar inmediatamente el teo-
rema de las proporciones numeéricas: “Elproducto de los térmi-
nos medios es igual al producto de los extremos,” diciendo: “lue-
go en una proporcion de lineas rectas el rectangulo formado
de los términos extremos La razon es evidente, pues la Geome-
tria es una ciencia independiente del Algebra, aunque tiene una
intima conexion con aquella.

Con eso no diremos que no se pueden aplicar verdades que
se han demostrado en general de todas las cantidades, sean nu-
méricas, geométricas U otras, aunque se traten especialmente en
el Algebra; con tal que la demostracion sea acomodada a la in-
dole de la Geometria elemental.

En cada teorema podemos distinguir hipdtesis y tesis; la
hipotesis espresa el sujeto completo, y la tésis el predicado de la
proposicion. Muchas veces el sujeto completo se enuncia como una
condicion y por eso se llama hipotesis.

Es costumbre poner corolarios, que son verdades, que s*
siguen inmediatamente del teorema propuesto; pero si estas ver-
dades se siguieran mediatamente, aunque es util el saberlas, no
son generalmente de grande importancia.

El orden de los teoremas exige no solo una légica conse-
cuencia sino que naturalmente se sucedan ufosa otros; si eeto
falta habra solo aglomeracion de verdades matematicas.

Aunque la Geometria sea absolutamente completa tratando
solos los teoremas, pero no es perfecta si faltan los problemas,
al menos elementales, pues constituyen una parte integral de la
Geometria.
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Xdn problema geométrico exige determinar graficamente por
cantidades dadas una figura geométrica; puede ocurrir el cons-
truir, por ejemplo un triangulo, como también trazar lineas, de-
terminar angulos y puntos.

La solucidon de los problemas no ha de ser purameriite meca-
nica sino sobre todo cientifica, asi abraza cuatro partes:

1* Analisis, que descubre el modo de ejecutarla construccion,
indicando las relaciones entre las cautidades dadas y constru-
yendas.

2a Construccion que ejecuta lo que se ha propuesto.

3a Demostracion, que manifiesta ser verdadera la solucion que
ha dado la construcciony no presenta dificultad alguna si el ana-
lisis es buena.

4? Determinacion, que averigua las condiciones con las cua-
les el problema es posible, y cuantas soluciones diversas tenga.

La construccidén y la demostracion son partes esenciales. ElI
analisis es necesario en los problemas mas dificiles, pero general-
mente no es en los elemental es, porque en estos el modo de cons-
truir esmas 6 ménos manifiesto. La determinacién supone mu-
chas veces la trigonometria y un manejo préactico en las formulas
trigonomeétricas, luego no se exige sino a los discipulos aprove-
diados.
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PARTE PRIMERA. )

GEOMETRIA PLANA.

* i« »l oux 7 ox VoA fd

| w a

1CAPITULQ L

W i A e m,- 1

' Relaciones entre linea3 rectas.

|\

8. 10 ANGULOS.

.Explicaciones.

la Se llama éangulo la magnitud de la inclinacion de dos rec-
tas que concurren en un punto. Las rectas se llaman lados y
el punto de concurso vértice. EIl angulo se designa por tres letras
6 por una letra, (fig. 1) <ECAB, <£a, si no hay equivo-
cacion.

La magnitud de un angulo depende de la inclinacion de los
lados y no de la magnitud de estos.

2* Se llaman angulos adyacentes los que tienen un lado co-
mun vy los otros dos en linea recta (fig. 2) <EBAC y CAD.

3a Un angulo que es igual & su ad}acente se llama angulo
recto (fig. 3) <EBAC.

4“ Por analogia se llama (fig. 3) la recta BAD respectiva-
mente & un punto A angulo tendido.

oa Si dos rectas se cortan, forman angulos opuestos por el
vertice, los que tienen el vértice comun y sus lados respectivos en
linca recta (fig. 4) ay Yy

Ga Los angulos adyacentes también se llaman suplementa-
rios, porque, como veremos, la suma de dos angulos adyacentes
es igual'da dos rectos.

7a Dos angulos cuya suma es igual & un recto se llaman com-
plementarios (fig. 5) ocj/3.

8aTodo angulo menor que un recto se llama agudo (fig. 4)

si es mayor que un recto se llama obtuso (fig. 4) <£/?. Ademas
so dividen todos los angulos en concavos y convexos: concavos
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los que son menores que dos rectos (fig. 1) /i; convezo« los quo
son mayores que dos iectos (fig. O <//?.
9" Una recta que forma con otra un angulo recto, s; dice
perpendicular 6 normal & esta (fig. 3) CA |BD. '
10a Bisectriz de un angulo es la recta, que le divide en dns
partes iguales (flg 7) DB bisectriz de <€EABG,
W et K\ ' il

J : :
Teor* 1- (fig* S) Todos los angulos rectos son iguales.

BEABC=Ry "A'B'C"R,
&EABC=A'BT7

Dem. Prolongados los lados CBy C'B' sobre B y B' vy jjo
niendo B7en B, de modo que B'C7 siga la direccion do BC y por
consiguiente B'D' la de BD (Introd. I, 6. cor. 2), decimos que B'A’
coincidira con BA; porque; cualquier otra posicion de B'A' por
ejemplo, como en la figura BA7 es imposible, puesto que seria;

& V<EA'BC<ABC' = '’
ademas <A'BC=A'BD y <EABC=ABD (liip.)
luego <EA'BD<™ABD lo que es absurdo.

mti »%Y Wv. mteimr )i i » Ti j-«v ™ v - Ti

Cor. Un angulo tendido es igual & dos rectos.

Teor. 2- (fig. 9). La suma délos angulos adyacentes es igual
a dos rectos. | f 1i:, . N1 wr

wv

, Hip- <EBAC y <ECAD son adyacentes 6 BAD linea recta.
Tes. <EBAC+CAD=2R. /

®Siendo EAJ DB sera <EBAE=EAD—R

de donde; <£EBAE+EAD==2R
pero: <£EBAC+CAD=BAE+EAD
luejo <EBAC+OAD=2B.

Cor. 1? La suma de todos los angulos que se pueden formar
a un lado de una rectay que tengan el mismo vértice es igual
a 2R. La demostracion es la misma que en el teor.

Cor. 20 La suma de todos los angulos formados al rededor
de un punto es igual 44R; pues prolongando un lado cualquiera
tendremos que valdran también 2R los angulos formados por la
parte inferior del lado prolongado, y como los de la superior va-
len también dos rectos, todos juntos valen 4R.

Cor. 3? Si la suma de dos angulos que tienen el vértice y el
Jado medio comun, es igual a 2R, los otros dos lados estaran en
linea recta (fig. 10). Siendo fr4H= 2R, y prolongando BA sobre
A, el angulo que resulta es necesaflamente <T/?, porque debo
ser un angulo que afadido al sea igual & 2R.
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TeOr. 3* (fig~ #)= Si dos angulos son iguale, stran también
iguales sus angulos respectivamente adyacentes.

Hip.1? <”ar=a7, 2? a,fiy ,/$' angulos adyacentes.

Je*. <IP—P'
Dem <na'-f-Ig= « [+/S'=2R (liip.)
pero : <lfa—a
luego <£/?=;6".

* *t

Teor.4* (fig. 11). Angulos opuestos por el vértice «on iguales.

Hip.<fary «', y §on angt
&a=*=a', </*=/?"
Dem. partel?/ ? = 2 R = <-{-{1-2)
luego <"Na=a'
parte 2* Ny N==2R=/3 -]-it (% 2)
luego
i oW , ,*

Teor. 5. (fig* 12). En un punto de una recta no puede levan-
tarse mas que una sola perpendicular.
4

Tes, Si CP I AB no lo sera CD'

Dem. Si CDJ_AB se sigue que<~"DCB=R
luego <£ D'CB<R y'd)')CA>R
luego CD> nunca es perpendicular & AB.

8. 2 RECTAS PARALELAS.

Explicaciones. vl

1* Pos rectas se llaman paralelas si tienen la misma direc-
cion, es decir, si la una es la norma para la otra en su situacion.

Cor, 1. Por un punto fuera de una recta no se puede trazar
sino una sola paralela aesta, porque la rectatiene una sola di-
reccion.

Cor. 2. Si tenemos una recta situada en un plano y tomamos
en dicho plano un punto, la recta que pase por este puntoy sea
paralela a la dada, estard toda ellaen dicho plano.

Si no fuere evidente sirva para demostrarlo:

La extension de un plano es la misma en todas sus partes
y en el mismo sentido; pero si la recta trazada no estuviera en
este plano, el plano no tendria su extension del mismo modo
gue la tiene en la parte donde se halla la primera recta, porque
no podria tener en esta parte la misma direccion.
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Cor. 3. Dos rectas paralelas no se pueden cortar por emas
qgue se prolonguen, porque dos rectas que se cortan, no tienen la
misma direccion.

g*. Las rectas no paralelas se llaman convergentes d diver-
gentes: convergentes cuando se aproximan, divergentes cuando
se separan. \Y; ,

3a Dos rectas cortadas por una tercera forman 4 pares do
angulos correspondientes, de alternosy de opuestos (iig. 13).

i
-C ’ ' t>

Correspondientes son: a, abl? c,<bd.
fintemos rud b,y f internos b,d
Alternos: 4 Opuestos:
(externos cL« c¢c” (externos ¢ d,/?

Los correspondientes tienen posiciones respectivamente se-
mejantes, los alternos totalmente contrarios, los opuestos tienen
posiciones contrarias solo relativamente a las rectas cortadas.
s X e ’;J f 1 .7 ‘1*"-i"_rf ;-

Teor. 6- (%* 13). Si unarecta corta & otras dos, de modo, que
dos angulos alternos sean iguales, también los otros alternos y
los correspondientes lo seran, y la suma de los opuestos es igual, &

m.- . - , , ®®-
Hvp.<"Ca—d. C
*
Tes,parte 1" <pb==y, “ d=a,c=j3.
parte 2t <fa=n', b L 1=JJ,CV=y, d=a\

N parte <fa-f-y=2E, b-fd=2IL

c-]-.a'=t2R, d-f yfc2R.

jVenu para la parte la parala parte 2" a
a-f-b=y-j-d=2R ar=0(l. 4)
Xeero N=0 (hip) pero a=d (liip.)
luego b— luego a=o*.
. t
para la parte 3" a-f*"=2R Las demas demostraciones se-
‘ ran un buen ejercicio para los
<5-f/=2R (Il. 2) discipulos.

pero A=S (hip.)
luego a-]-y=2R

Cor. Si una ecuacion en la tesis propuesta tiene lugar, todas
las demas ecuaciones lo tendran también.

[Es un buen ejercicio paralos discipulos].
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Teor. 7* (flg* 14). Si una recta corta & una de dos paralelas
eortara también ala otra.
Hip. AB"DE y CF corta DE en C.
Tes.CF prolongada cortara AB.

Dem.Supongamos las tres rectas indefinidamente prolongadas,
y veremos que para que toda la parte infinita de la recta CE paso a
la parte superior de CF, es necesario que la CE varie su direccion
primitiva; puesto que para estar sobre CF ser4 menester que la
CE mude sudireccion relativamente & CF.

Ahora moviéndose solamente CE paralelamente & si misma
hasta coincidir con AB, no havariado la direccidén relativa entré
CE y CF, porgque no se ha hecho en CE alguna mudanza en la
direccién, sino solamente en el lugai\

Luego toda la parte de la recta CE no ha pasado a la parto
superior de CF, y por eso estara CE cortada por CF también en
su nueva posicion, es decir en la recta AB; luego CF corta AB.

Teor™* 8- (fig* 1d). Si dos rectas, por mas que se prolonguen
no se encuentran, son paralelas.
Hip. AB y DE* no se encuentran &a.
Tes. AB 4. DE. i

< 1 . >

Dem. Si no fuese DE=f: AB podria trazarse en un punto C de
la recta DE una paralela a AB, sea CF, luego cortaria segun el
Teor. 7 ED & la recta AB, lo que es contra la hipotesis.

- r

Teor. 9* (figr 15). Si una recta corta a otras dos de. modo
que los angulos altemos sean iguales, las dos rectas son paralelas.

Hip. <fa= d. *
Tes. CD £ COr.

Dem. Porque sia — 6,también sera (1. G), lu
figuras DABD'y C'BAC son idénticas, porque tienen todos sus
elementos iguales y de la misma manera colocados; y por eso
siCDy C'D/ se cortarian & la derecha de AB, también se corta-
rian & la izquierda; pero esto es imposible, luego no se pueden
cortar en parte alguna.,

Cor. 1. Lo mismo tendremos si los angulos correspondientes
son iguales, 0 sila suma de dos angulos opuestos es igual & dos
rectos; porque en esta hipotesis seran también los angulos al-
ternos iguales (I. 6. Cor.)

Cor. 2. Dos rectas perpendiculares a una tercera son parale-
las, puesto que forman angulos correspondientes iguales.

Cor 3. Por un punto situado fuera de una recta, una sola
perpendicular puede bajarso a dicha recta; porque ti hubiera
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ademas de esta otra, ambas serian paralelas (Cor. 2), lo que es
absurdo.

\ «

Teor. 10* (fig-16). Si una recta corta & dos paralelas, los
angulos alternos y correspondientes son iguales; la suma de los
opuestos es igual & dos rectos.

Hip.AB + A'B".
Tes.<£/?7==* &a.

Dem. No siendo <~/3=a sea <~b=0', luego seria CD™. AB y
habria por un punto E dos rectas paralelas a AB; lo que es ab-
surdo. Pero silos alternos son iguales, también los correspon-
dientes lo seran, y la suma de los opuestos sera igual & dos rec-
tos (1.6). *

Cor. Una recta perpendicular a una de dos paralelas es tam-
bien perpendicular & la otra (fig. 17).

» ‘
V #

Teor. 11. (fig. 18). Dos rectas paralelas a una tercera son pa-
ralelas entre si-

e Hip. AB+EFYy CD*"EF”-rar”®
Tes. AB + CD. i U rv.V,yT1C " i
- | AV il
Dem." Siendo GH la secame dg trs,a\s’pagctgs ;[/endre?mos: V*K.l. t\\
\ 1 Vr/ ' % *r
<La=y y <Zfi=y§8L 10), luego <;«==
de donde AB+CD Ll

r ti

§.3? CONSECUENCIAS ACERCA BE LOS ANGULOS
CONSIDERADOS EN Si Y EN LAS FIGURAS. =

Explicacion.

Las figuras de que trata la Geometria plana son especial-
mente las que estan terminadas por rectas, luego: el triangulo
gue es una superficie totalmente limitada por tres rectas, el
cuadrilatero, que es una superficie totalmente limitada por cuatro
rectas, y en general los poligonos, es decir, superficies planas to-
talmente limitadas por rectas, son objeto de la Geometria.

Las rectas se llaman lados, la suma de todos los lados peri-
metro, y el punto donde concurren dos lados, se dice vértice;
luego los poligonos tienen siempre tantos vértices, cuantos lados.

La recta que une dos vértices no adyacentes, se llama diagonal.

Los poligonos se dividen en convexos y cOncavos: cCONvexos
(fig. 23) aquellos cuyo perimetro no puede ser cortado por una -
recta mas que en dos puntos, concavos (fig. 24) cuyo perimetro
puede serlo en dos y mas puntos.
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Pura distinguir los poligonos de mas do cimiro lados se di-
cen poligonos con cinco, seis, siete &a (n) lados; 6 pentagono el
cjue tiene cinco, exagono el que tiene seis, decagono el que tiene
diez, pentedeeagono el que tiene quince lados,

Nota. No pondremos un capitulo especial de los poligonos en
general, porque sus propiedades elementales son consecuencias
inmediatas de las del triangulo.

* - B il
%

Teor. 12. (fig. 10)* Dos angulos formados por lados respecti-
vamente paralelos son iguales 6 suplementarios.

Caso primero: los lados son paralelos dos & dos en un mismo
sentido.

Hip. AB+ A'B', ACMA'C".
Tes. <JBAC=B'A'C".

Dem.Juntese A con A7y seran:

<EBAD=B'A'D (I, 10)

y <N"CAD=C/A'D
luego: ’ BAD—CAD=BA/D—C'A'D
es decir: BAC=B/A'C/

Caso segxindo: los lados paralelos tienen sentidos opuestos.
Dem.Formando del angulo B'A'C' el angulo opuesto por e
vértice EA'F, tendremos la condicidon, y por eso <EBAC=EA/F.

Caso tercero: dos lados paralelos tienen el mismo sentido, y
los otros dos sentido contrario.

Dem.Formando del angulo B'A'C' el angulo suplementari
B'A'E, tendremos la.condicion, y por eso <"B'A'E-]-BAC=2R.

P L3 % *

Teor. 13* (fig. 20). Dos angulos formados por lados respec-
tivamente perpendiculares son iguales 0 suplementarios.

/ 'AdataTomemos el caso mas sencillo, esto es que los
vértices coincidan en un mismo punto, y los lados sean perpen-
diculares como en la figura

@B |ABy EBJCB = -
Tts, <EABC-f-EBD=2R

Dem, <EABC+CBE-}-EBD+DBA=4R (l. 2. cor. 2j.
pero: <£ECBE=R y <¢(DBA=R (hip.)
luego: * <EABC-fEBD= 2R

Acerca de los otros casos sabemos que todos los angulos,
cuyes lados son perpendiculares & las rectas AB y CB, tienen
sus lados paralelos a los del angulo DBE (l. 9. cor. 2), y por eso
son iguales 0 suplementarios del angulo DBE (1.12). Pero un angu-
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lo que es suplementario de angulo DBE, es igual & <~ABC, y el que
os igual a <EDBE, es suplementario de <~[CBA.

Por ejemplo, <ij[HF(r es suplm. de DBE, luegoigual $ ABC
y <jrHFJ esigual a DBE, luego suplementario de ABC.

Nota. En un caso especial es facil determinar si son suple-
mentarios ¢ iguales.

Teor. 14- (figr 21). La suma de los tres angulos de un trian-
gulo valen juntos dos rectos.

& j3-\-y=2II.

Dem.Trazando por el punto C la recta MN paralela & AB
tendremos:
y [?7=/?" (1. 10)
ademas: /3'=2R (l. 2 cor. 1)
luego: a-)-y + [?7=2R.

Cor. 1. Un triangulo no puede tener mas que un angulo rec-
to U obtuso.

Cor. 2. Dados dos angulos de un triangulo .se conoce el
tercero.

TeOr* 15* (fig. 22). Los angulos de un cuadrilatero valen
juntos cuatro rectos.

/| Tes.<B+D+BCD+DAB=4R.

Dem. <€B- -BCA+BAC=2R (I. 14).

Y <£d- -ACD-fCAD= 2R
uego B- -D+(BCA+ACD)+(BAC+CAD)==1R
6 B- -D+BCD+BAD=4R.

Teor. 16- (figr 23). La suma de todos los angulos de un po-
ligono convexo con (n) lados es igual & (n—2) veces dos rectos.

Dem. En un poligono convexo con (n) lados se pueden tra-
zar de un vértice (n—2) diagonales, que dividiran todo el poligo-
no en (n—2) triangulos, cuyos angulos componen los del poli-
gono. Pero los angulos de cada triangulo valen juntos dos rectos.

Luego la suma de los angulos de todoa los triangulos ¢ del
poligono es igual a (n—2) veces dos rectos. (Véase lafig. 23).

Cor. (fig. 24). La suma de todos los angulos de un poligono
céncavo con (n) lados es también igual ,& (n—2) veces dos rec-
tos. La demostracion general es un poco complicada; pero en
casos concretos puede facilmente descomponerse en (n—2) trian-
gulos. (Véasela fig. 24).
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CAPITULO Il

Tridngulos.

8§ 4" PEOPIEDADES DE LOS LADOS Y ANGULOS EN
UN TRLINGULDO.

Exploraciones.

1? Sabemos ya que el triangulo es una figura plana totalmen-
te limitada por tres rectas.

2? Base es uno cualquiera de sus lados; vértice el punto do
interseccién de los otros dos; altura la perpendicular bajada desde
el vertice & la base 6 su prolongacion.

3" Un triangulo es 86 tiene todos sus tre
iguales, B, si tiene dos lados iguales, y escaleno, si todos
los lados son desiguales.

4a Un triangulo se llama rectangulo, si tiene un angulo recto,
obtusangulo, si un angulo es obtuso, acutangulo, si todos los angu-
los son agudos.

5a Los lados que en el triangulo rectangulo forman el angulo
recto se llaman catetos, y el lado opuesto al angulo recto -
tenusa.

6a Un angulo externo dé un triangulo se forma por un lado
del tridngulo y la prolongacion de otro; luego, es suplementario
del angulo interior adyacente.

i tomx r 1

Teor. 1. (fig- 25). EI angulo externo de un triangulo es igual
a la suma de los dos angulos opuestos interiores.

Tes. <EDCB=A+ B. '
* | & » * frt f *

Dem. <EA+B+ACB=2R(l1,14)
ademas: <£EDCB-f-ACB=2R
de donde: <EDCB+ACB=A+B+ACB
luego: <"DCB=A-f-B. »

Cor. Los angulos agudos de un triangulo rectangulo son
complementarios.

\

. r rim *
Teor* 2* (fig- 2G). En un tridngulo isésceles se oponen a los
lados iguales angulos iguales.

Hip.AC=Bcca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



Tea<jrA=B.

JDem Siendo CD la bisectriz del angulo ACB, y haciendo
gue gire el /\ACDB al rededor de CD, coincidira BC con AC, por-
que,el angulo BCD=ACD y BC=AC, y por eso también DB
con DA (Introd. I. Gceor. 2); luego coincidira el angulo B con A,
es decir, el angulo A=B. N *

Cor. Un tridangulo equilatero es también equiangulo, y cada
angulo igual a gK.

Teor* 3 (fig. 27). En todo tridngulo &4 mayor lado se opone
mayor angulo.

Hip BC>AB.
HEBAC>BCA.

* Dem. TomandoBD=BA y uniendo D con A tendremos:
<~"BDA=BAD, pero <EBDA>BCA (Il. 1)
luego <EBAD”>BCA y mucho mas lo sera el angulo BAC.

Cor. Solo el angulo que se opone al mayor lado puede ser
obtuso ¢ recto.
1 1
‘ , I\ ! #
Teor- 4* A los angulos iguales de un triangulo so oponen
lados iguales.

Dem. Si un lado opuesto fuera mayor que otro, el angulo
respectivamente opuesto seria mayor (Il 3), lo que es contra la
hipotesis.

Teor* 5. En todo tridngulo & mayor angulo se opone mayor
lado.

Dem. Se opone al angulo mayor 6 maj-or lado 6 igual 6 me-
nor; no puede ser igual, véase el Teor. 2, tampoco menor por ser
contra el Teor. 3, luego mayor.

Cor. 1. En todo triangulo rectangulo la hipotenusa es el lado
mayor. *

Cor. 2. La distancia mas corta entre un punto y una recta
es la perpendicular que los une; porque toda otra recta sera hi-
potenusa en un triangulo, cuyo cateto es la perpendicular ~ig. 28).

Teor» 6 29). En todo tridangulo un lado es menor quo
la suma de los otros dos y mayor que su diferencia.

Tes. parte 1*" AC<AB+BC,; parte 2?2 AC>BC—AB.
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Dzm,para la parte 1"
Prolongando CB basta A’
de modo que BA'=BA sera:
<EBAA'=BA'A (Il 2)

Dem. para la parte 2U

Sea BA"=BA |
luego <EBAA"=AA"B (II é)
luego: AA"B <3 (1.14cor. 1)

ademas: <*"rCAA'>BAA' . CA"A >R

luego: "TCAA'"BA'A " CA"A >CAA"-
luego: CA' ~>AC (Il. 5) AC >CA"

6 AB+BC >AC 0 AC >CB—AB.

Cor. 1 (%. 30). Si tios triangulos tienen un lado comun vy
los otros dos hacia nn mismo frente, de modo que el uno com-
prenda al otro la suma de los lados que mas so apartan del comun,
es mayor que la do los mas proximos, - :

Dan. Prolonguese AD hasta cortar BC en F, y sera;

AD+DC<AD+DE-|-EC<AB-)-BE-j-EC
0 AD+DC<AB-}-BC

Nota <cADC>AEC>ABC.

Cor. 2 (fig. 31). Si dos poligonos convexos tienen un lado
comun y los otros hacia un mismo frente, do modo que el uno
comprenda, al otro, la suma de los lados que mas 6e apartan del
comun es mayor que la de los mas proximos.

Decimos AC-|-CD-j-DB>AE-j-EF-}-FG-j-GB.

AC-fCH>AE+EH
EHf HD+DJ>EF+PJ
FJ+JK>FG-]-GK
GK+KB>GB

AC+CH+EH+HD+DJ+FJ+JK+GK+KB #

Dem

luego:

>AE-(-EH+EF+FJ+FG+GK-I-GB
1 ' f m 1
luego: AC+CD+DB>AE+EF+FG-|-GB.

§. 5" CONGRUENCIA (IDENTIDAD) DE LOS TRIANGULOS,

JSxpl Dos poligonos se llaman congruentes (idénticos), si
sobrepuestos coinciden,
pectivamente iguales y del mismo modo dispuestos#
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M Respectivamenteiguales” denota solamente que un elemento er
uno esigual a un elemento en otro.

Y ' mel: : *;
Teor. 7- (fig- 32). Dos trlangulos son congruentes Si tlenen
dos lados respectivamente iguales 0 igual el &ngulo comprendido.

ffip A B=AB’,
Tes./\AtiCSeA'B'G.. N %7 o
Dem. Colocando el vértice A' sobre Ay A'C7 sobre AC caera
A B' sobre AB, por seriguales los angulos A' y A y los lados
A'B'y AB (iiip.); luego los tres vértices del AA'B'G' coincidiran
con los del A ABC, y poreso AABCI™MA'B'C.

Cor. Para la congruencia de los triangulos rectangulos™ basta
gue tengan los catetos respectivamente iguales.

-U

Teor. 8. (fig. 32). Dos triangulos son congruentes si tienen
Un lado igual y los angulos adyacentes respectivamente iguales.

hip. AB=A'B',<A=A"'yB=B"
@ABCS AB'C".

Dem. Colocando A'B' sobre AB de modo que coincida A' con
A% B' con B, seguira A'C' la direccion de AC y B'C' lade BC,
por ser el angulo A==Ay B'=B; luego el tercer vértice Cxcoin-
cidira con C por ser el punto de la mterseccmn de AC y BC,
luegojJAABCMAB' C'. g

Cor. Para coincidir los tridngulos rectangulos, basta que ten*
gan respectivamente iguales la hipotenusa y un angulo agudo.

4 Teor. 9. (fig. 33). Dos triangulos son congruentes, sitienen
los tres lados respectivamente iguales.

BB=A'B', BC=B/C/, CA=C'A".
IMBCMAB'C.

Dem!Sendo AB el lado mayor en el ABC y por eso A'B' el
en el A-a/B'C' sabemos que los angulos AyB sonagudos (113 cor.),
luego también A'y B’ lo seran.

Ahora coloquemos A'B' sobre AB, de modo que coincida A’
conAy B'tconJ;B, y que caiga el véertice C' & diferente lado que
Iuego seran <*"CBC'<”"2Ry CAC'<[2R y por eso la recta CC'
cortara a AB. .
Asi dispuestos los triangulos daran:
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BC=BC' y AC=AC" (liip.)
luego: <£C'CA=CC'A y C'CB~CC'B (Il 2).
luego: <£C'CA+C'CB=CC/A+ CC'B.
es decir: <i;ACB=AC'B=A'C'B/.
Luego tenemos dos triangulos que tienen dos lados respocti-

Tamente iguales 6 igual el angulo comprendido, y por tanto son
congruentes (11 7).

Cor. Para coincidir los triangulos equilateros, basta que ten-
gan un lado respectivamente igual.

' were' * ' *

* # ... . — = t -

Teor. 10. (%= 31). Dos triangulos son congruentes, si tienen
dos lados respectivamente iguales é igual el a&ngulo, que so opo-
ne al mayor lado. ,, 1 t

JdJip. AC=A'C', BC=B'C', <£EB=B"
ademas AC>BC y A'C>B'C'. ,

Tes. "ABCSaA'B'C'.

Dem. Pongamos el <~B' sobre B de modo que B'C' so ajus-
te con BC, luego C' caera en C, por ser B'C'—BO (hip), y B'A’
seguira la direccién de BAI; ahora digo que A' caera precisamente

sobre A, y no &la derecha en D, ni a laizquierda enD"; pues si
no lo fuese,

sea 1? k! en D; de donde: 06 sea 2? A! en D'; de donde:

CD=C/A/I=CA CD'=C'A'=CA
luego CAD=CDA luego <*"CD'A=CAD/ '
pero <{fCDA>B (n 1) pero <ECAD'>B (111))
luego <£ECAD>B luego <*CD'A]>B
luego CB>CA (115) luego CB>CD' (LES5)

lo que es contra la hipdtesis 0 CB>CA

lo que es contra la hipotesis.*
Luego caera precisamente A'sobre A y por eso
¢AABCMA'B'C'.

Cor. Dos triangulos rectangulos son congruentes”™ si tienen
respectivamente iguales la hipotenusa y un cateto.
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S. G? RELACIONES ENTRE TRIANGULOS QUE TIENEN
COMUNES SOLO DOS ELEMENTOS.

> ro . 'K - -

Ot j*mf* i it T; “*o * or *
Teor. 11* (figx 35, 36, 37)w Si dos triangulos tienen dos la-

dos respectivamente iguales y desigual el angulo comprendido, el

tercer lado sera también desigual y de los dos, mayor el que se

oponga & mayor angulo.

RPB=A'B', BC=B,C/, <"ABC>B".
@AC>A'C/. - *

Dem. Poniendo el triangulo A'B'C' entre ABC, de modo que
caiga A'en Ay B' en B, caera la recta B'C' por dentro del angulo
ABC, por ser el angulo B'<ABC; vy elpunto C puede tener tres

posiciones: -
la en el lado AC (fig. 35) donde es manlflesto gque ACN>A'C!
(-ACY).

2afuera del ABC (fig. 36) en el punto C.
Juntando C con C'ser& BC'=B'C'=BC ; '
luego <"BCC'=BC'C, pero BCC'>ACCk',; X
. <EBC'C>-ACC' y muchomas AC'G>ACC"
. AC>AC', esdecir .AC>A'C". - -

3* dentro del AABC (fig. 37). Juntando C con C' sera, por
ser BC'=BC: * -
<EBCC'=BC'C, luego BC'C<R (I, I4, cor.l)

ademds <£AC'B<2R, luego AC'C>R (l. 2, cor. 2)

luego <JCAC'C>ACC' luego AC>AC'
esdecir AC>A'C'. ’

Be otra manera: AC+CA~MNAC'-f-C'B (Il 6, cor. 1)
pero: BC=BC', Iluego AC~”>AC\

Teor* 12- Si dos triangulos tienen dos lados respectivamente
iguales y desigual el:tercero, se opondra al mayor lado el mayor
angulo.

Dem. Los angulos no son igualesj porque en este caso serian
los triangulos congruentes; ademas el angulo que se opone al
mayor lado, no puede ser el &ngulo menor, porque segun el teor.
11, el lado correspondiente seria el menor (contra liip.), luego

dicho angulo es el mayor.
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8. 7?7 CONSECUENCIAS IMPORTANTES.

Teor. 13* (%= 38). Una recta trazada en el triangulo isés-
celes desde el vértice hasta la base que satisface a una de las
tres condiciones—ser perpendicular & la base, Idividir U esta en
partes iguales ser bisectrizdel angul
otras dos.

Dem.1? Si BDJLAC, sera AABD”~CBD (Il, 10, cor.)
2? Los mismos triangulos son congruentes, si AD=0DC (119.)

30 Supuesto que el angulo ABD=CBD, tendremoslo mismo
(11 7). Pero sabemos que en el caso de congruencia se cumplen
todas las condiciones juntamente.

Teor. 14. (fig. 39). Los puntos de la perpendicular levanta-
da en el medio de una recta equidistan de los estrefiios de esta.

Hip. AC=CB y DCJ_AB.
@P=BP.

Dem. (\\ACP=BCP (Il 7), luego: AP=BP.

Cor. Todos los puntos fuera de la perpendicular no equidistan
de dichos puntos; porque juntando un punto cualquiera M con
By A serd el angulo NBC=NAC, por ser NB=NA, luego el
angulo MAB>, MBA y por consiguiente MB~">MA (11 5).

Teor. 15. (fig. 40). Los puntos en la bisectriz de un angulo
equidistan de los lados de esta.

Hip. <€EBAD=CAD y PM ! AB, PN JAC.
Tes. PM=PN.

Dem. En los tridangulos formados son dos angulos respec-
tivamente iguales por hipotesis, luego también: <JAPM=APN;
ademas AP es un lado comun, luego NAAPME=APN (Il 8), y por
tanto PM=PN.

Cor. Todos los puntos fuera de la bisectriz no equidistan de
dichos lados; porque juntando dicho punto con el veértice los
tridngulos formados fuesen congruentes (11, 10 cor.)y por tanto
la recta trazada bisectriz dfel angulo, lo qUe es contra la hipétesis.

8. 80 PROBLEMAS ELEMENTARES.

Advertencia. Como las demostraciones de los teoremas supo-
nen ciertos principios, asi suponen también las construcciones
de los problemas ciertos postulados, los cuales son dos:
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1* Entre dos puntos trazar una recta determinada ¢ inde-
terminada.
2? Trazar con un radio dado un arco 0 un circulo.
[ C
Problema 1? (fig. 41). Dados los tres lados a, b, ¢, construir el
tridngulo. #

Constr, Trazada AB=a describamos desde A un arco coifel ra-
dio ¢, y desde B un arco con elradio b; uniendo el punto C don-
de los dos arcos se cortan con Ay B, sera ABC el triangulo pe-
dido.

Dem. Supuesto que los tres puntos A, B, C no estan en la mis-
ma recta, evidentemente tendremos un tridngulo en el cual AB=a
BC=by AC=c.

Nota. Segun (cap. Il, Teor. 6) seria el probloma imposible,
si la suma de dos de las rectas dadas fuese menor ¢ igual & la
tercera.’

Probl. 2? (fig, 42). En un punto A de una rectaMN formar
un angulo dado fl.

Constr.Tomando en los lados del angulo /Z3dos puntos Cy D,
unamoslos con la recta CD. En la recta MN tomemos AE=BD y
describamos desde A con el radio BC y desde E con el radio DC
dos arcos, el punto G donde se corten, unadmosle con Ay E; el an-
gulo GAE sera”l angulo pedido.

M A eag=dbc luego <EEAG==/J.
. - - ' e - ml
* % f .
Probl. 3? (fig. 43). Por un punto dado A trazar una paralela

a la recta dada MN. t

Constr. Juntemos el punto A con MN por una recta AB, tra-
cemos otra AC de modo que el angulo BAC=ABM vy sera CD
la recta pedida.

BREBAC=ABM, luego DC+MN (1,9.)

Probl. 4? (fig. 44). Dividir un angulo dado BAC en dos par-
tes iguales.

1 2

Constr. Tomando AF=AE describamos desde Ey F con el
mismo radio dos arcos que se corten en G; juntemos G con A,
la recta AG sera bisectriz del angulo BAC.

Dem. Juntando el punto G con EyFsera:

AAFGS&AEG (119).
luego '<p?AG=FAG
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Prohl. 5. (fig. 45). En un punto dado A de una recta MN le-
vantar una perpendicular a esta.

Constr.Tomando AD—AC vy describiendo desde Dy Ccon
un mismo radio dos arco3 que se corten en E, juntemos E con
Ay serd EAJJItIN.

A EAB3SEAO (11 9), luego: <"EAD=EAC=R.
/
Probl6o (fig. 46) Desde un punto C fuera de una recta AB
bajar una perpendicular a esta.

Constr.Describamos desde C un arco, que corte a AB en
dos puntos Ey F, y desde E y F otros dos arcos de igual ra-
dio, que se corten en G, y juntando C con G sera CG | AB.

Dem. Juntese OconE y F, ademas G con E y F, y ten-
dremos:

AECG”™FCG (n 9) ludgo: <JECD=FCD
ademas A EEE iso6scele, luego: CDJJEF (Il. 13).

Probl. 7. (fig. 47). Dividir una recta dada AB en dos partes
iguales... Co - -

Constr. Describiendo desde Ay B con un ‘mismo radio arcos,
gue se corten en O, y con otro radio desde los mismos puntos ar-
coS que se corten en E, juntese C con E hasta cortar AB en D
y sera AD=BD.

r\i

Dem. Aace=bce (n- 9> Iluego: <~ AGD=BCD.
ademas ¢\NA.CB isésceles, luego: AD=DB (Il. 13).

- Probl. 8. (fig. 48). Dividir un angulo recto ABO en tres partes
iguales.

Constr. Tomando en el lado BC un punto cualquiera E descri-
banse desde B y E con el radio BE dos arcos, que se corten en D,
juntese D con B y trazada la bisectriz BF del angulo DBE,
dividirdn las rectas DB y FB al angulo recto en tres partes
iguales. "o |

* * l :

Dem. A bde es equilatero (Constr.) luego: -~"DBE=8R
(I1. 2 Cor.) luego <TDBA=i R y por ser BF bisectriz del angulo
DBE sera tambien <€EDBF=FBE=1 R.
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CAPITULO Ill.

Paralelégramos.

§ 91 PROPIEDADES FUNDAMENTALES.

Blicc
1* Se llama paralelégramoel cuadrilatero, cuyos la
tos son paralelos. ' :
2* Un paralelogramo, que tiene todos los angulos rectos es

un rectangulo; y sera dsi tiene ademas todos |
iguales.

3* Un paralelégramo sera un rombo si tiene los lados igua-
les ylos angulos adyacentos desiguales.

4? Se llama romboide el paralelégramo, cuyos lados son
desiguales como también los angulos adyacentes. -

0? Trapecio es un cuadrilatero, que tiene dos lados paralelos
y otros dos no.

6“ Trapezoide es el cuadrilatero, que no tiene lados paralelos.

7? Altura de un paralelogramo es la perpendicular entre los
lados opuestos, los cuales se llaman entonces bases. *

8? Altura de un trapecio es la perpendicular entre sus la-
dos paralelos.

TeOlV 1-(fg-49). En todo paralelograma los angulos opues-
tos son iguales. : -

| : L *
Eip. ABCD un paralelégramo.

#A=C yB=D.

Jem  A+B=2 R. (I. 10) D-fA=2 R (I. 10)

»,
1

A+D=2 R. C+D=2 R

luego A+B=A+D D4-A=C+D
B=D A=C '
A

Teor- 2* (fig- 50). La diagonal divide al paralelégrama en dos
tridngulos congruentes.

RS )

ffip. ABCD paralelégramo y DB diagonal.
Tes. ABCD™"DAB
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Dem.<BDA=DBC y <£ABD=CDB (I. 10) y BD un
do comun, luego /\ABAD=DCB \IIl. 8).

Teor* 3- (fig. 50). En todo paralelogramo loa lados opuesto*
son iguales.

'Hip. ABCD un paralelogramo
Te«. AB=DG y AD=BC.

Dem. Trazada la diagonal BD sera
ABADSABCD (XII. 2)

luego . AB=DC y AD=BC

Cor. Dos paralelas tienen igual distancia en ,toda su exten-
sion, puesto que trazados dos perpendiculares éntrelas paralela»
forman con estas un paralelogramo (Def. 1%).

[ w3

Teor. 4' (fig*r 51). Los diagonales del paralelégramo se divi-
den mutuamente en dos partes iguales.

§gAO0=0C y BO~OD.
Dem.AB=DC (111. 3)<EOBA=0DC y <3COAB=0CD (L 10)

luego A a033=COD luego: AO=0CyBO=0D.

TeOr* 5 Un cuadrilatero, sera paralelégramo:

1? Si los angulos opuestos son iguales.

20 Si dos lados opuestos son iguales y paralelos.

3? Si los lados opuestos dtf <9 efi dosson iguales.

40 Si son iguales dos lados opuestos y dos angulos opues-
tos tambien./ ~ (&,/

5? Si las diagonales se dividen mutuamente en dos partes igua-
los«

;' Caso 1?7 (fig. 49) Hip. A=G y B=D.

Dem, ' .A+B+C+D=4R (I. 15)-
pero A=C yB= D (hip)
luego 2A-|-2B=4Ry 2D-f-2A=4B.
0 A+B=2E y D+A=2R.
Y por eso AD"Bé: y AB’\DC (L 9. cor. 1)

Caso 2? (fig. 50). Hip. AB=DC y AB + DC.

Dem Por ser AB + DC sera <DABD=CDB (I. JO),
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luego A ABD= CDB(n- 7) y Por e9° <*ADBxC1)D ;
luego Al) &£BC y por hIpOteSIS es ya AB “1)(J.

Caso 3? (fig. 50). liip. AB=DC y AD=BC,

Dem. Aabi= cdb (n-'0O)
luego <fABD=CDB y <ADB=CBD
° ~ AB+CD vy " AD+CBtl. 9)
&2 (fi. 49). Hip. AB+DC y <£A=C.
Dem. AB/~DC (hip.)
=luego <A4-D=2R y B+C=2R (1.10)
» *A+ D:B-)-Gl* >

v, e * 5. *
i M > f

pero por ser A=C (hip.) sera D=B, luego tenemos el caso lo
Caso5? (fig. 51). Hip. AO=0C y DO=0B. *,
Dem. (;AODMNCOB y ¢(\AOB9iCOD. (H. 7))

luego AD—BC y AB=DC, lo que es el caso 3°.

) r io fll-. >Q
Teor. 6. (fig. 52.) EI paralelogramo que tiene un angulo
recto es rectangulo.

Hip.ABCD un paralelogramo y <M"A=R.
Tes. <EA==B==C==D=R. '
Xtem...<l’\A—}—B=R, pero: ,<£A=R,f Iuego:> <(EB= =
<£B-f-C=R, pero: <€£B=I1V luego: <~C=lIl
<£C-]-D=R, pero: <~"C=R, luego: <£I)=R.

1 1 . -n i 1 w

i : m 1
_ Teor- 7. (figr 52). En el rectangulo las diagonales son iguales.
Tes. AC=BD.
,V n u ‘'

Dem. /"BAD=CDA (Il. 7), luego ,AC=BD.
N\ ¢ * »_I*

- )
, 4 w e 1 4 1

Teor 8* (flg 52) Un paralelogramo gque flene dlagonales
iguales, es un rectangulo. = . ¢

Hip. AC=BD

Tes. <"BAD=R&a.

|
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DemA BAI)=CDA (H. 9) luego <"BAD=CDA
ademas <EBAD-fCDA=2R (liip.) luego 2BAD=2R.
0 <"BAD=R=CDA &a. (l11.6)

Teor* 9* (fig. 53). En el rombo los diagonales son perpen-
diculares.

Hip.AB=*=AD.
#CJ DB.

Dem. /\J)AB isotsceles (liip.), ademas DO=0B (lll. 4),
I\t}ego AO !'DB (I1L13)

Cor. En el cuadrado las diagonales son igualesy perpendi-
culares; pues es un rectangulo equilatero.

4
f 1 : '
TeOr. 10* EIl paralelogramo que tiene las diagonales per-
pendiculares entre si y desiguales es un rombo; pero sera cua-
drado si las tiene perpendiculares € iguales.

Darte 1d (fig. 53). Hip. ACJIJDB. Tes. AD=AB.

eaDO=0B (Ill. 4), ademas: AQ 1PB hip,;

luego: AD=AB (Il, 14)

Parte 2* Dem. En dicha suposicion el paralelogramo sera
rectangulo (111. 8.) y juntamente equilatero (hip.) luego seraun
cuadrado.

Teor. IL Dos paralelégramos son congruentes, sitienen dos
lados respectivamente iguales € igual el angulo comprendido*

Dem, Por medie de las diagonales opuestas al angulo igual
los paralelogramas pueden descomponerse en dos triangulos
congruentes y del mismo modo dispuestos; luego seran con-
gruentes.

Cor. Dos cuadrados son congruentes, si tienen un lado igual,

dos rectangulos; si tienen dos lados adyacentes respectiva-»
mente iguales,

dos rombos, si tienen iguales un ladoy un angulo.

.8 10 CONSECUENCIAS IMPORTANTES*

Teor« 12. (fig. 54.) Cuando por el punto medio de un lado do
un tridngulo se traza una paralela & otro cualquier lado, dividira al
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mitad del lado paralelo.

: Hip. AD=DB y DE + AC ' ’
Tesp. laBE=EC, p.2a DE=£AC.

Dem. Trazada EF ™ AB, sera DEFAunparalelégramo, y por eso
ABDE==EFC> por ser DB=DA=EF 0 iguales loa angulos ad-

yacentes.
De donde parap. 1! BE=EC,
para p. 2* DE=FC,
ademas DE=AF (ID. 3),
luego 2DE=FC-f-AF=AC 6 DE=J AC.

Cor. La recta que une los puntos medios de dos lados de
un triangulo es paralela al tercero; pues tirando por D una pa-
ralela a AC pasara por E que es el punto medio, luego juntando
D con E, la recta tirada sera paralela & AC.

Teor. 13. (fig, 55). Si por el punto medio de uno de los la-
dos no paralelos del trapecio se traza una recta paralela a los
lados paralelos, el cuarto lado quedara dividido en dos partes igua-
les; y ademas la recta trazada sera la semisuma de los lados
paralelos.

Hip. BC* AD, BE=EA Y EF* AD.
Tes p. laCF=FD p.2aEF=* (BO+AD).

\i*
Dem. Trazemos por F la recta FH 4AB y prolongando FH
Y BC hasta que se corten en G seran:

BGFE, EFHA y BGHA paralelogramos;

de donde para» p. | a: AGFC"MHFD,
por ser BE=GF—EA=F]J y dos angulos adyacentes iguales,

luego CF=FD; ademas CG=HD.

1 J ra

Para p. 2* tendremos:

EF=BG=BC+CG
EF=AH=AD—HD

Cor. Si por los puntos medios de los lados no-, paralelos de un
trapecio se traza una recta, esta sera paralelara los otros dos la-
dos; pues tirando por E una paralela & AD pasarapor el pun-
to medio F, luego juntando E con F la recta tirada serd paralela
a AD.
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Teor- 14e (fig. 50). En todo cuadrilatero son iguales y parale-
las entre si las rectas, que \inen los puntos medios de los lados ad-
yacentes de dos en dos. - * *

Hip. BE EA y BF=FC
GDYy CH=HD
TesEF4GIIy EF=GH

Dem.Uniendo C con A tendremos:

y EE+ AC y EF=*AC (lll. 12. cor).
GH4=AC y GH=UC
luego: 7 GH+EFy GH=EF.
fuj i ~74 -

Teor. 15- (%= 57), Las partesde una secante interceptadas
por paralelas, que equidistan, son iguales.

Hip. AB i A'B' £*&a:las perpendiculares ab, cd, ef, gli son igua-
les entre si.
Tes. ac==ce=eg= gl
, V' Qfr - K o* e , 'L
Dem. \N\abe= cde”efg — ghi (II. 8) *

#

|—|

luego: ac= ce=eg=gi.

Cor. 1. Si una recta cortada por paralelas queda dividida en
partes iguales, las paralelas equidistan unas de otras; puesto que
tendremos los mismos triangulos congruentes.

Cor 1. Si varias paralelas dividen auna recta en partes igua-
les' también dividirdn en partes iguales & todas las otras secan-
tes; puesto que equidistan (cor. 1).

% »

§ 11. PROBLEMAS ELEMENTARES.

JProbl.1? Construir un cuadrado dado el lado.
2? Construir un rombo dado el lado y un angulo.
3? Construir un rectangulo dados dos lados.
4? Construir un romboide ciados los lados y un angulo.
La resolucion de estos problemas supone la construccién de

un triangulo dados dos lados y el angulo comprendido, lo que
es facil.

Probl.5* (fig. 58). Construir un trapecio, dados los cuatro la-
dosa, b, cyd, siendo los primeros Yy los paralelos, los otros
c y dlos oblicuos.
Analisis. Siendo CABD el trapecio pedido, y trazado AE ~ BD,
seran todos los lados del ({\CAE dados:CA=c, AE=d, CE=(b-a);
ya se vé que formado el A CAE se puede construir el trapecio.
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Conetr. Trazado CE=(b—a) describase desde Cy E con los
radios ¢ y d dos arcos que se corten en A; prolongado CE bas-
ta D de manera que CD=Db, tirese AB” CD 0 igual alarecta a
desi ms juntese A con Cy B con D y seraCABD el trapecio pedido.

*/ , *S
: Dem.1? CABD un trapecio por ser AB”"CD (conS|r

2 atiene los lados dados
AC*=c, AB=a, CD=b y a”™b (constr.)

luego resta demostrar que BD =d
. ED=CD—CE=b—(b-a)=a
adzemas AB=a y ABt’\ ED (constr.)

+

luego EABD un paralelégramo (m, 5caso 2?), de donde se sigue
que AE=BD; ya sabemos por construccion que AE=d,
luego también BD=d. ' t:j)

| I~ t,f~re .r. Jw L .ml rictfo# M f

Determ. La posibilidad del trapec:lo depende del "CAE, lo

gue es posible si
17# B ano es igual a b.

o1

2» si(a-b)>c- £ v

Cambiando los centros para losradioscy tendremos otro
tridngulo, pero congruente con el primero, y por tanto el trape-
cio que [resultara sera también* congruente con el primero.

§12. APENDICE AL CAP. Il. y III.

Los cuatro puntos notables (te un triangulo.
t oo I -
I. (fig. 59). Las bisectrices de los tres angulos de un triangulo
se cortan en un mismo punto.

Hip. OB bisectriz del <€£B, OA del <£A.
JTes.OC bisectriz del <£U. Y

- Dem.Siendo ODJ AB y OEJJBC y OFJ AC,
sera: OD=OE y OD=OF (1115), luego OE=0F,
de donde (,\OEC OFC (II 10 cor) Iuego OC bisectriz.

*art J;_»; vV TS / \r U "o - « o - m
»l Vv "Vil AR | [ ] H
I1. ff. 60): Lastres perpendiculares levantadas en los pun-
tos medios de los lados de un tridngulo concurren en un mismo
punto. i mi i t.
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Hip.,AB=DB, BE=EC, CF=FA.
y  ODJ_AB, OEJ BC.

2l:«. OFJLAC.

i «

Je,m. Juntese O con A, B, C  sera:
OB=0OA y OB=0C (Il, 14) luego OA=OC.
»demas: AF=CF luego: \N\AFO=CFO
de donde: <£EAFO=CFO=R 6 OFj_AC.

m . (fig. 61.) Las tres alturas de un triangulo ce cortan
en un mismo punto.

Hip. BDJ AC, CEJ_AB, AFJJBC
Tes.BD, CE, AF concurren en un punto O.

* i N | i - " Jw  fl | m

Dem. Trazadas”™ por A, B y C paralelas & los lados opuestos
«e cortaran enlos puntos G, H, J, que forman un triangulo, por-
gue las rectas aque son respectivamente paralelas también lo forman.

De donde se sigue que las alturas del AABG son perpen-
diculares & los lados del (\JGH;

4 | . 4

ademas: BC—AG y BC=AJ (Ill. 3.) luego AG=AJ,
AC=GB y AC=BH( , ) ., GB=BH,
AB=HC y AB=CJ ( , ) , HC=CJ.

Luego las alturas del /"ABC son las perpendiculares media-
nas alos lados del ANJGH, y poreso se cortan en un mismo
punto (I1).

Expl. La recta que enun triangulo une un vértice con el la-
do opuesto, se llama trasversal; si va desde el véatice & la mitad
del lado opuesto se llama mediana.

IV. (fig. 62), Las medianas se encuentran en un mismo punto

Hip. BE=EA, BD=DC,CG=GA
Tes.Rectas que unen AyD, CyE, By G se cortan
el mismo punto O.

Dem. Trazadas AD y CE, juntemos E con D y ademas
H 6 J los puntos medios de OA y OC entre siy con E y D vy
geran:
HJ+ AC y HJ=JAC (111. 12 cor.)

y ED+ ACy ED=JAC
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Luego: HJMED y HJ=ED luego: EDJH uu paraleligrxmo

(111. 5).
de donde; OD=OH=HA (IIl. i éliip.) 6 A0=20D=3AD
y OE=0J+JC , - 6 CO—20E=J0E

» <
Lo que vale de AD y CE, valdrd& también de AD y BG
pues la demostracién es la misma, luego BG cortara AD en un
punto O' donde AO/=20/D = 8AD, pero parnfAD existo iig solo
punto que tiene esta propiedad, luego O' sera ol punto O es decir
BG pasara por O.

CAPITULO

CirculOi

§ 13.,,PROPIEDADES FUNDAMENTALES.

Explicaciones}

1* Sabemos ya, que el circulo es una figura plana totalmen*
te'cerradade una curva, cuyos puntos todos equidistando otro
interior llamado centro. La curva se llama circuvftrencia, la dis-
tancia igual del centro radio,y una parte cual
cunfeyencia arco.

“ Cuerda se llama toda recta que uno dos puntos de la
circunferencia, y sera diametrod pasa por el cer
tanto seraigual & dos radios.

3" Secante es una recta ilimitada, que corta &la circunferencia
en dos puntos.

4“ Tangente es la recta, que aun prolongada indefinidamente
tiene un solo punto comun con la circunferencia.

5“ Sector es una parte del circulo limitada por dos radiosy
un agco.

? Segmento es una parte del circulo limitada por un arcoy
una cuerda.

la Angulo central tia llama aquel cuyo vertice esta en el
centro.

Cor 1. Todos los radios de un mismo circulo son iguales,
luego también todos los diametros.

Cor 2. No hay mas que un centro en uu circulo; porque
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juntando en otra snposicion estos dos centros por medio 'de un
didmetro comun se seguiria, que los radios no fueran iguales en
un circulo relativamente al mismo centro, (fig. G3) SIOA=0B,
sera O'AMO'B.

Cor. 3. Los circulos trazados con los mismos radios son con-
gruentes, puesto que poniendo un centro sobro otro coincidira
una circunferencia con otra.

Wt E« m owyNiorx+ mifi o o» oy 1P il Sty N T >
i fij < * t ,m

Tdor. 1- (fig. 63) El diametro divide al circulo en dos partes
congruentes.

Den). Doblando la parte ADB por el diametro AB, necesa-
riamente coincidirA ADB con la parte inferior, porque en otra
suposicion los radios en un mismo circulo no serian iguales.

TeOP. 2. (figx 63). EIl diametro es mayor que cualquiera
otra cuerda.
£ o* i i 11 ilimi k

Tes. AB>FG.

Dem. Juntando F y G con el centrgo O, tendremos:
OF+0G>FG (Il 6)
pero OF-fOG=AB luego AB>FG.

'/ *; - .. afidvfre Pj
Teor. 3« (fig- 61). En circunferencias iguales 6 en nna mis-
ma circunferencia angulos centrales iguales tienen también igua-
les los arcos, cuerdas, sectores y segmentc:ls‘, i
Hip. OB=0'B' vy <£A0B=A'0'B'=F0G.
Tes.aroo. ADB=A'D'B'; AB=A'B’
segmt. ADB=A'D'B'; sect. AOBDA=A'0'B'D'A".

Dem. Poniendo O' en O y O'B' en OB, caerda O'A'enOA,
por ser «<s*"A'O'BM"AOB y O'A™OA (bip.), luego caera el are.
A'DB' en ADB puesto que los circulos sofi congruentes,y A'B' en
AB 0 todas las partes sobre sus! correspondientes.

Lo mismo,vale relativamente del angulo FOG.

\

\

#o » A\

Teor. 4« (figc 64). En circunferencias iguales 0 en una mis-
ma circunferencia arcos iguales tienen iguales los &ngulos cen-
trales, cuerdas, sectores y segmentos.

Dem. Poniendo O'en O y A'O' en AO, caera citare. A'D'B'
en ADB por ser iguales, luego todas las partes caeran sobre
sus correspondientes.

Cor.El teorema reciproco vale también completamente de
las cuerdas, segmentos y sectores |guales y se demuestra por me-
dio de la superposicion. -.
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ieoi’.S. {% tio). En circunferencias iguales 6en una mishlti
circunferencia a mayor arco corresponde mayor angulo central
y mayor cuerda, si el arco es menor que la Semicircunferencia.

Hip.gre. AU)BM"3FGE y AO=FO\
Tes<JJAUB>FVUE Yy AB>FE.,

Vem.Colocando O' en 0 y (VE sobre OA, ademas arc.'FGE
en la direccion del are. ADB,.caerd el punto E entre Ay B
por ser are. FGE<”™ADB,; sea v*gr. en el punto E', luego juntan-
do E'con O y A serim:

1?7 <E£FO'E=AOE' y2? FE=AE'
pero <AOE£'<AOB y AE'<AB (I, 11)
luego <EFO/E«<'AOB y  FE<"AB*

Teor. 6* (fig» 60)* En circunferencias iguales 0 en tina mis-
ma circunferencia! el mayor angulo central tiene arco mayor y
también mayor cuerda, sies menor que dos rectos*

Hip. <£EAOB>FO'E y AO=FOQO' . =
1Tes. are* ADBM"FGE y AB">FE<

@Bniendo O'en O y O'F en OA, caera O'E dentro
edel <JAOB por ser <€EFO'E<;AOB, sea v.gr. en OE’, luego jun-
tando E' con A tendremos:

are. AI>E'=<=FGE y AE'=FE
tero are. ADE'<ADB y AE'<AD (Il, 11)
luego are. FGE <i*ADB y FE<AD.

f

Cor. Lo mismo vale de las cuerdas desiguale™ relativamen-
te 4 los arcos y angulos centrales, lo que so demuestra de la
misma manera*

§ 11 PROPIEDADES DE LAS cuerdas.
', 1 |i

1 / A 2 AnF
s

Téol. 7. (69— 66) El radio perpendicular & una cuerda di-
vide en dos partes iguales & estig al aiigtiio central y al arco
correspondiente* <K .

llip. OCJAB
Tes, AD=DB, <"AOC=BOC y are. AU=CB.

Dem. /\AOB isoscElofE y OD_j_AB (hip.) »

luego [/ * AD=DB y <"AOC=BOC (lI* 13),
de donde are. AC—CB (IV. V).
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Teor- 8- (fig. 66). EIl radio que divide & una cnerda éii do*
partes iguales, es perpendicular a esta.

Hip/AD=DB
g OCJ AB

Dem. AAOB isosceles y AD=DB (hip.) luego OC I Ai)
(1113). *
Cor. 1. La recta perpendicular a la cuerda en su punto

medio pasara por el centro; porque la recta, que une O con D se-
ra perpendicular a AB.

Cor. 2. El radio, que divide al angulo central en partes igua-

les,” dividira también en partes iguales al arco correspondiente
(V. 3) y ala cuerda (11 13).

Cor. 3. Lo que vale del angulo central vale del arco (1Y 4.)

Teor. 9. (fig. 67). Los arcos comprendidos entro cuerdas
paralelas son iguales.
1 i -
Hip. < AB* CD.
lare. AC==arc. DB.

Dem. Bajando desde O el radio OE perpendicular a la»
cuerdas paralelas, tendremos:

are. ACE=BDE (IV 7))
y are. CE=DE
luego: are. ACE—are. CE=:arc. BDE—are. DE
0 are. AC=arc. BD.

T .- T
Teor- 10. (fig- 68). Cuerdas iguales equidistan del centro.
Hip. AB=CD? 0EJ AB y OFJL.CD.

Tes. OE=0F.
JDem AE=JAB y CF=JCD (IY 7)
m ( =11
luego AE=CF por ser AB=CD (hip.)
ademas OA=0C y <"OEA—OFC—It (hip.)
luego NOEAMNOFC (I, 10 cor.), luego OE=0OF.

Teor. 11. (fig- 68) Cuerdas equidistantes del centro son
Iguales. »

E=OF, OEJjYB y OF | CD.
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Dan..\OEA~OFC (Il, 10 cor.), luego AE=*0F
poro 1 AE=JAB vy CF=1(:D (V. 7)
luego AB=CD.

>

Teor. 12- (fig. 69.) Si dos cuerdas son desiguales, la mayor
esta mas cerca del centro.

Hip. AB>CD, OEJ AB y OF_I CD.
TesOE<OF.

Dem. Siendo BG=DC y OHJ _BG, seran:
OH>0J>0E pero OH=0OF (IV 10)
luego. OF>0E.

Teor. 13* (fig. d)) De dos cuerdas es la mayor la que mas
se acerca al centro. t.

Dem.Lacuerda AB por el Teor. ].0 no puede ser iguala CD;
por el Teor. 12. no es menor, luego sera mayor.

t ' ,
i % , . i \
Teor* 14. (%. 70) Tres puntos que no estan enlinea rec-
ta. determinan la posicién de una circunferencia.

B A y C noestan en linea recta.
Tes. Por B, Ay C puede pasar una circunfeienciay no mas.
« «

Dem. Siendg, M el punto medio de ABy N de CA, y ademas
MP |AB y,NS LAC, sabemos que todas las circunferencias que
pasan por Ay B, tienen su centro en MP; del mismo modo to-
das las circ feren as que pasan por A y C tienen su centro
en NS (1V, O cor.

Luego si una cwcunferencia pasa juntamente por B, Ay C
tendra su centro solo en el punto O donde se cortan MP y NS,
lo que siempre tendra lugar porque PM no es perpendicular
a AC (hip. y I 10 cor.)

En efecto pasara una circunferencia por B, Ay C, puesto
que OB=0OA=0C (1114): luego una sola puede pasar puesto
que un solo centro O es posible.

« 8§ 15. SECANTES X TANGENTES.

Teor. 15. (fig. 71) La secante no tiene mas que dos puntos
comunes con la circunferencia.
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Dem.S D fuera un tercer punto, aeria

OB=0A—O0D
y poi tanto <£B— A =d lo queescontra ll, 1.

Cor. Por tres puntos que estan en linea recta no puede
pasar una circunferencia.

Teor. 16- (fig. 71). La recta perpendicular al radio en su
punto extremo, es tangente a la circunferencia. i
: I
KAOJJIVIN.
Tes.MN es tangente, ¢ tiene solo el punto A comldn con
la circunferencia.

Dem. Para todos los otros puntos deMN, por ejemplo B ten-
dremos siempre OB”>OA por ser <€£A=R, luego ningdn otro
punto esta en la circunferencia.

Teor. 17- (%= 71). La tangente es perpendicular al radio

dirigido al punto de contacto.

Mr ' - r "
Dem, Todos los puntos de NM ademas de A estan fuera del
circulo (hip ), luego OA es la .distancia mas corta desde O hasta
MNypor tanto OAJIJNM (II, 5 cor. 2).

Cor. 1. Por un punto deuna circunferencia no puede tirarse
mas que una tangente; puesto que por el punto A no se puede
levantar al radio OA mas que una perpendicular.

Cor. 3. La recta cuya distancia al-centro es mayor que ol
radio, no tiene ningun punto comun con la circunferencia; pe-
ro si la distancia fuese menor que el radio, dicha recta tendra
comunes con la circunferencia dos puntos, y por tanto sera se-
cante. Un efecto, en el primer caso el punto mas cercano esta
fuera de la circunferencia, luego ningdn otro punto puede estar
en ella; en el caso segundo el punto mas cercano esta dentro
de la circunferencia, luego la recta prolongada la cortara en dos
puntos.

8. 16. ANGULOS.

Explicaciones.

1? Se llama angulo inscripto, aquel cuyo vértice estaen la
circunferencia y sus lados son cuerdas.

2? Se llama angulo Bh que ademas de ten
yertice en la circunferencia esta formado por una tangente y una
cuerda.

3“ Se llama angulo tanr/ential aquel que esta formado por
dos tangentes,
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Teor. 18- EIl angulo inscripto es igual a la mitad del an-
gulo central formado sobre el mismo arco.
Adyertencia: tres casos pueden ocurrir
? (fig. 72): que' el centro esté en un lado del angulo ins-

cripto. _ ) ) _ _
? (fig. 43): queel centro esté dentro del angulo inscripto:

? (fig. [4). que el centro esté fuera del angulo inscripto.
Tes. <BAD=<£ JBOD.

J)em. Caso 1? <£EBOD=A+B; pero <£A=B (Il 2)
luego <CBOD=2A 6 <3CA=£BOD.
Caso 2? Trazada larecta AOE seran:
<BOE=2BAE y <"DOE=2DAE
luego <jfBOE-f LOE=2(BAE+LAE)=2BAD
6 <EBOD=2BAD 6 <£BAD=JBOL.

> j(C o "A , *CTi i

Caso 30 Trazada la recta AO/E seran:
<IBOE=2BAE y <£LOE=2LAE

luego <’\)BOE—DOE=:2(BAE—DAE):ZBAD
0 <EBOD=2BAD 6 <£BAD-=JBOD.

Cor. Los angulos inscriptos sobre el mismo arco son iguales.
Teor. 19* (fig* 70) El angulo inscripto, cuyos lados'abrazan
una semicircunferencia, es recto.

Hip. are. ADB semicircunferencia 6 la recta AOB diametro.
Tes, <EADB=R

B Trazada la recta LOE seran:
<5LAOE"=2ADE v <EBOE=2BLE

luego <AAOE-f-BOE=/ (ADE-j-BDE)=2ALB
o ' 2R=2ADB 6 ADB—R
wr, =1 rig -t L \
e m »* -V v'. tm i 1 * ex»e W\t

Teor. 20. (figr 76). El cuadrilatero inscripto en una cir-
cunferencia tiene lasuma de dos angulos opuestos iguala dos
rectos. ...

Tes.L=2It

Dem. Tirense los radios OA y OC vy sera:

<ED=|]<£; concavo AOC y <~CB=J<£ convexo AOC,
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luego <ED+B=((<£cdncayo AOC-(-<iconvexo AOC)=-2R.
i b

Teor. 21* (fig. 77) El angulo semiinscripto es igual a la
mitad del angulo central formado sobre el mismo arco.

Hip. AT tangente en el punto A.

Tes.<5(BAT=1B0A.

Dem.Trazado OD |BA seré:

<EDOA+DAO=R=DAO+BAT (IV. 17).
luego <"DOA=BAT pero <EDOA=IBOA (IV. 7).
luego <EBAT=¢(BOA.

* « m# s . .

Teor. 22. (fig. 73). El angulo tangencial queda dividido en
clos partes iguales por la recta que une el centroy el vértice do
este angulo; ademas las tangentes son iguales.

Hip. AC y AB tangentes en los puntos C y B.
&OAB=0OAC y AB=AC.

/
Dem. Juntando O conC y B tendremos:

<"OBA=0OCA=R (IV. 17)
luego ’ AOABSAOAC (Il. 10. cor.)
y por tanto 1? <VOAB=0OAC, 2° AB=AC. -7

y % r %
% ir - £ Lo K

8. 14. DOS CIRCULOS.
*é iv”h t , «ij 1K .,8> -\ i*1-/ | % s -

Explicaciones:

1? Se llama finca central la recta, que une los centros do
dos girculos.

? Dos circulos se tocan si tienen un solo punto comun,
pero se cortan, si tienen, dos puntos comunes. .

3? En los teoremas denotamos por C la central, por R el
radio mayor y por rei radio menor, excepto loscasos en donde
R=r. * .

Cor. Dos circulos no pueden tener dos puntos comunes situa-
dos enla central, pues si asi fuese tendria al menos un circulo dos *
radios desiguales.

Teor* 23. Dos circulos no se '‘pueden cortar en mas que
dos puntos, ,,
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> *

; Dem.Dos circulos no se pueden cortar en tres puntos qu©
estan en linea recta (IV. 15.); ademas no se pueden cortar en
tres puntos, que no estan en una recta, »puesto que ellos determi-
nanun circulo (IV. 14). Luego se cortaran solamente en dos pun-
tos. b '

-1 . VA '
TOor- 24- (fig. 79). Cuando tienen dos circunferencias uti
" punto comun en un lado de la central, lo tienen tambieil en el
otro. ‘ m
Hip.O y O' los centros de los circulos que tienen el punto
A comun.

Tes.Hay otro punto comun debajode 00',

<Dem. Bajando desde A una perpendicular &4 00', sea AB,
3 prolongando AB basta A', de modo que BA=BA;, digo,
gue los circulos se cortan también en A'. *
*  Para demostrarlounamos 0 y 0; con AyA', y seran:

AOBANOBAMI. 7)) luego CA=0A"
. XO'BAssO'BA'( ,, ) , O0O'A=0'A’
A
De donde se sigue; que A' es un punto que pertenece a las cir-

cunferencias, cuyos centros sonO y O". '

Teor. 25-*(%e= 79), La cuerda comun & dos circulos es per-
pendicular & la central y queda dividida poresta en dos partes
iguales.

" Hip. AA'la cuerda comun.

Tes. AA'J 00"y AB=A'B. eV , e, C,
Dem. AOAO'A{OA'O" (H 9) , r

luego <A"AOB=A'OB; ademas OA—OA' (hip.)

luego 1> 0B3 AA' y 22AB==AB (H 13)

*Teor. 26- (fig. 80). Dos circulos secortan si juntamente
se verifica:

| ' C {<B+r
Hip.Oel centro del radio By O' el del r, ademas Ii5Ir
Dem. ) Caso 1(5‘igI 80a_) B”>C. 1\

Siendo OA—OAWEfc, donde A fuera de 00" (hip.), sera

* Este teorema se puede expresar

Tres rectas determinan un triangulo si la suma de dos es md*
yor que la @y su diferencia menor nuc aquellat luego es el in-
vertido de TG
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jra=0'JB, es decir > O yA; pues si fuese 0'A=r, SGria R—r=0
(contra bip.), 60 si fuese 0'A>r por €. r=0'M, seria R—r=
OO'+MA, luego: R—r>>0 (contra bip.); luego sera el puntoH

fuera de O'A. :
Ademas siendo también 0'B'=r, estard Jel punto B' dentro

O'y A'por ser r—R.
Abora desenvendo una semicircunferencia encima de OO’ des-
de Ocon el radio R=0OA=0A" tendremos una curva continua en-
tre Ay A'; haciendo lo mismo desde O' con elradior=0'B=0'B/
necesariamente cortara la semicircunferencia que nace, ala pri-
mera en Un punto encima de OQO', porque cada curva continua en-
tre B’ yB yencima de OO' debe cortar a laprimera ci

rencia. )

CasoZ@(fig. 80b) R=C.
Siendo R=*00' (—OA)=0A", donde A se confuudo con O
(bip.) sera portanto r=0'B, es decir ~>0, lo que es evidente; ade-
mas siendo también 0'B'=r, estara el punto B' dentro de O'A/

por ser ri¢R.
Abora describienldo &a palabra por palabra como arriba.

Caso' 3? (fig. 80c.) R<~C.

Siendo OA=0A'==R de donde estara entre Oy Ox (bip.)
y.sera O'B”Ni“"O'B', es decir ]i>U'A; Rues si fuese U'A=ry
seria R-f-r=M30" (contra bip.), 0 si fuese U'A”>r p. epl.' r=VU'M,
seria R-j-rrsOA-f-O'M, luego: R-f-r<[O0' (contra hip.)

Ademas el punto B' donde 0'B'=r estar4d también entre

O' yA' por ser ri?R.
Ahora describiendo &a. palabra por palabra como arriba.
Luego dos circulos bajo la condicion: O tienen un

punto comun en un lado deala central, y por lo tanto lo tienen
también en el otro (1V 24) se cortan.

Teor. 27* (fig' 81). Dos circulos se tocan exteriormente, si
C=R+r.

Hipé C=00=R -fr, O es]el celitro’paraRJv'D'/para r*ademas

R~Nr. «

Dem. Siendo OA=R, Ser4 0'A==r, luego estos dos circulos
tienen comun el punto A, y ningun otro fuera deila recta O(Y,
pues seria OO'<;R-fr (contra bip.)

Ademas digo, que se deben tocar exteriomenie, porque le-
vantando en A la recta NM perpendicular 4 OO', sabemos que
Ile serd la tangente comun (1Y 17), y por eso todos los puntos
«ld circulo, cuyo centro O' estardan & la derechay los del otro
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circulo a la izquierda rie MN, y por tafolo el primé? circulo nd
puede cortar al seguncto ni estar comprendido en él.

O ]Ieij/r. 28. (fig. 82). Dos circulos se tocan interiormente si
= U o

Mp. C=00'=R—r; O elcentro araR y O' parar, R">r,

Jhm. 1? O' esta dentro del circulo mayor puesto que OO'<Mt.
2? Prolongando 00' hasta que corte al circulo mayor
en A, estaratambién el punto A en un punto del circulo menor»

puesto que O',lzR-jlﬁ)é)' 8
pero =R—UU" (hip.)

lueco . r—O'A,

es decir, A un punto comun para los dos circulos.

3* Las circunferencias no tienen ningun otro punto comudn: no
enla misma r c[ja por ser IT>r, tampoco fuera de esta, pues si
lo fuese seria 6 ‘>R ~r; luego los dos circulos se tocan.

4? Se tocan interiormente, porque levantando en el plinto
A una perpendicular a 00', sea MN, sera esta tina tangente a
los dos circulos (IV 10), y por eso los circulos estan al mismo
lado de MN, de modo que el circulo menor e8ta todo en el ma-
yor; puesto que para todo otro punto P escepté A de la circun*
ferencia, cuyo radio es mayor, vale siempre 0'P]>r,

porque 88"\>,R—O'|'*
pero '=E —r

luego O‘I’*’\>r, y jio? tanto esto tendra lugar mucho mas j*ara UU
punto fhéfa del circulo mayor, por ej. I*.

Cor. La perpendicular ifa=la central de dos circulos en el
punto de contacto es la tangente comun & estos; porqué los ra*
dios forman la central.

Teor* 29. (fig. 88) Dds circulos son totalmente citeriores si
C>R+r.

Hip K>r y C=o00"

Dem. Tomese entre O y O' un punto D de modo que O D > It
y 0'D>r lo que es posible por ser 00']>R-]-r (hip:),y levan-
tando en D la perpendicular MN, sabeteos que todos los pun-
tos de MN estan fuera de los dos circulos, luego siuno esta en
un lado de MN, estarda otro en el ludo”opuesto de MN, y por
tanto son exteriores uno de otro.

ITéor. §6. (fig. 84). Dos ciréulos son totalmente interiores
Uno de otro, si C<R —r.
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, — 42—
Hip.E>r y C=00\

Dem.1? O' esta dentro del circulo mayor, puesto que
00'<R.
20 Para un punto cualquiera P de la circunferencia, cuyo ra-
dio es el mayor, tendremos siempro CT ~r,

porque 00'>R—O'P y OO'"R—r
luego R—O'P-"R—r
luego 0O'PA>Y

y por tanto con mas razon para un punto fuera del circulo ma-
yor, por ej. P'; luego todos los puntos del circulo menor estan
dentro del circulo mayor.
[ n v A i,am \ 'm i

Cor. Cada uno de los teoremas desde el teor. 20 hasta el
teor. 30 vale reciprocamente; la razon general es porque en
otra suposicion tendremos una contradiccion con uno U otro de
dichos teoremas, en los cuales todos los caso3 posibles estan es-
tablecidos.

Yamos & ver en particular:

i . i . <lt+r
1? Si dos circulos se cortan sera juntamente C j SE —r

Dem. C/>It-(-r fuera contra 29; C=R-f-r fueracontra 27
C<"R—r » 30; C=R—r fuera , 28.

2? Si dos circulos se tocan exteriormente, sera& C=R-j-r.

Dem. Suponiendo que C>R-|-r fuera contra 29, 20

(s C]»R—Tr contra
" C<”™R-l-r seria. ’? C=R—r , - 28,
( C<R—r , 30.

30 Si dos circulos se tocan interiormente, sera Cl=—R—r#

1 r *
Dem. ~Suponiendo que C<”R—r fuera contra 30.

& C/~>R-]-r contra 29,
. C>>R—r seria: 6 C=R-j-r , 27,
(6 C<R+i1" ,, 20.

40 Si dos circulos son totalmente exteriores uno a otro, sera
C>R+r.

P | 9 @/0

m Dem. Suponiendo que C=R-)-r fuera contra 27,

.- (A C >R —r contra 20,
Y - C<™"R+r seriai<UC=E—r 28,
(6 C<R—r , 30.

C<R—r.

Dem. Suponiendo que C =R —r fuera contra 28,
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( C>R-J-r contra 29,
C>R—r seria<dé C= R-j-r . 27,
(6C <R+ 26.

$ 18. PROBLEMAS ELEMENTARES ACERCA DEL
CIRCULO.

11. 1} 3J *,
ProbL 1. (fig. 85) Dividir un arco dado en do}s partes |guales '
Constr.Levantemos en D, punto medio de lacuerda AB, una
perpendicular a esta, y donde esta corte al arco AB en el punto E
sera are. AE=BE. f

Dem. DF es pexpendicular 4 la cugyda AB en su punto
medio y por eso pasa por el centro (IV. O, cor.), luego es el ra-
dio perpendicular &la cuerda y por tanto divide al arco corres-
pondiente en dos partes iguales (1V, 7).

ProbL 20 (fig. 86) Hallar el centro de una circunferencia 6
un arco.

Constr. Siendo A, Cy B tres puntos de la circunferencia 6 el
arco dado, y Dy E los puntos medios de las cuerdas respectivas, le-
vantemos en D y E perpendiculares a AC y CB sean DM y EN,
y prolongando estas hasta que se cortenen O, sera O el centro*

Dem. DM ].AC en su punto medio, luego pasa por el centro
ademas EN \BO en su punto medio, luego pasa por el centr
y por eso el centro estara en el punto O donde se cortan.

- 4 o
Prébl3 (fig. 87). Trazar una circunferencia que pase por tres
puntos A, Bly C que no estan en linea recta.

Constr. Siendo Dy E los puntos medios de AB y CB, y le-
vantando en D y E perpendiculares, unamos el punto O donde
se cortan con B, y describamos desde O con OB una circunferen-
cia que pasara también por Ay C.

Dem. Uniendo O con A y C, sabemos que OA=0B=0C
(11 1), luego dicha circunferencia pasa también por Ay C.

Ri. Por un punto dado en una circunferencia dirigir una
tangente a esta.

Pesolucion. Sabemos que la tangente es perpendicular al ra-
dio en el punto do contacto (IV 17); de lo cual féacil se dedu-
cen la construccion y demostracion.

ProbL 5 (fig. SS) Desde un punto A fuera de-un circulo di-
rigir una tangente & la circunferencia.

Constr., Uniendo A con O describamos al rededor de AO co-

y
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erap didmetro una circunferencia, y juntando los puntos D y B’
donde se corten las dos circunferencias, «oran AD AB' tangen-
te~al.i”“rculo primero.

,  ¢eMm. Uniendo O con B y B' sera <EAB0=R=s=AB'O (IV 19
elinegh& AB y AB' tangentes (IV 16).

yobl. G (fig. 89). Describir una circunferencia tangente N\
los tres lados de un triangulo dado ABO.

Constr,Tracemos las bisectrices del <EAy B y desde el pun-
to O, donde se cortan bajemos una perpendicular & AB sea OD;
ahora describamos desde Q como centro una circunferencia con
OD y tendremos el circulo pedido,

Dem. Bajando desde O perpendiculares & ACy BO, senu
estas OE y OF, tendremos: OE=01)==0F (Il 15), fuego la eir*
eunfgrencia trazada pasa por los puntos D, Ey ademas AC | OE,
BC LOF, AB 1OD (Constr.), lueEo dichos lados son tangen-
tes a la circunferencia trazada,

M/ (flg, 90). Desoribir sobro unu- recta dada m un arco
capaz de un angulo <% es decir; sobre dicha repta ooino cuerda
describir un arco, de modo que todos los angulos insoriptos, cuyos
lados pasen por los puntos entremos de la recta dada, sean igua-
les al angulo dado a,

ilendo AB=m, tracemos en el punto medio D la
recta PC LAB, y haciendo el <"DEG=£=or tracemos BJ"GE;
desde el punto O, donde se cortan DO y B<J, describamos con
OB una circunferencia, y sera el aro. AKB el podido.

Dern, lo La.circunferencia pasa por A por ser AD==BD
(1 14).

? Uniendo un punto cualquiera H del are. AKB con Ay B :
sera <AHB=JAO0OB (IV XS)=*(1V
*=r<£ar(Constr )=
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CAPITULO V.

Areas de las figuras rectilineas.

Explicaciones.

1* Para determinar el area de una figura, esta debe medirse.

2? Medir una extension es determinar cuantas veces Ja uni-
dad de medida esta contenida en ella. \

3* La unidad de medida es arbitraria; generalmente Usase
el metro relativamente a la longitud* de una linea.

4* Por unidad para, medir las areas tomase el cuadrado, cu-
yo lado es la unidad de longitud.

5a Cuando queremos medir un triangulo, cuadrilatero 6 en
general un poligono por el cuadrado de la unidad, es menester
reducir estas figuras al rectangulo; y por eso debemos averiguar
cuando las figuras rectilineas son iguales, es decir, cuando tienen
el area igual, aunque no sean congruentes,

G Suponemos que las .figuras congruentes son iguales,0 tie-
nen el area igual, lo que es evidente. 4

7* Unrectangulo ABIJO (flg, 93) se denota muchas veces
por gos letras opuestas AD 0 BC.

La proyeccion de una recta AB (fig, Ola) respectivamente
a otra recta MN se obtiene bajando de A y B perpendiculares
a MN, y laparte CD sera la proyeccion; luego (fig. 91b) AD es
la proyeccion de AB & MN,

9" Se llama medida comun de dos cantidades la que esta
perfectamente contenida en aquellas; y ser4 la mayor comidn me-
dida, si toda otra cantidad mayor np estd perfectamente conte-
nida en las dos.

§ 19. MEDIDA COMUN DE DOS RECTAS.

Probl.(fig. 92), Hallar la mayor medida comun entro dos
rectas dadas ay b.

Resol. Determinemos cuantas yecos la recta menor b esté
contenida en a; sea m veces y el resto ¢; después cuantas veces c
en b, sea n Tecesy el resto d; luego cuantas veces d en c”sea
p veces y el resto e; en seguida cuantas veces e en d, sea r
veces sin resto; y tendremos e como la mayor medida comuu.

Dem. 1? e es una medida comudn entro a y 3
Nota; m, n, p, r son nameros enteros,
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Tenemos: De donde se saca:
a=mb-j-c e esta perfectamente contenida en d, puesto qued=ro

b=nc -f-d €. en c, por serlo en pd

C=Pd -}€ B s en b, , . en heyd

d=re B i K e s ena , , enmbyc.
/ 1

2? e es la mayor medida comun entre a y b.

Si e no fuese la mayor medida comun entre a y b, sea
£7>e; de donde se seguiria que f estaria perfectamente conteni-
da ene, porque lo estd cabalmente en a=anb-j~c, pero también
en mb, luego en c¢; ademas en d, porque en b=n c-j-d, pero
también en nc, luego en d; por la misma conclusion tendriamos
que f estaria perfectamente contenida en e; porque en c=pd-j-e,
pero enpd lo liemos visto, luego en e; lo que es contra la supo-
sicion que sea f~>e, ¢De donde es este absurdo resultado? No
de las conclusiones que son exactas, luego de la suposicion, que
sea I?il>e para mayor medida comun.

Ejemplo conciefco (iig. 9G).

AB=2CD+EB luego EB*=11.TB
CI'=1EB+6D y  CI>=1«JB
EB=2(xD-i-JB y AB=«J11
GD=5JB

Advertencia: la Podemos determinar de otra manera la me-
dida comun entre dos rectas, tomando la unidad de medida, y
viendo cuantas veces una parte de ella estd contenida perfecta-
mente en ay b; para hallar entonces la’ mayor comun medida
es menester determinar segun las reglas del algebra el maximo
comun divisor.

2a Puede suceder, como veremos, que las dos rectas no ten-
gan una medida comun, y en este caso se dicen incomensura-
bles.

3a Como sabemo? por el algebra, son también nameros in-
eomensurables, v. gr. £y \/2; i>0or esto muchas veces seespresau
las rectas incomensurables por numeros que lo sou.

4n Este método para determinan’ la mayor medida comun
aplicase 4 todas las cantidades que pueden medirse.

20. MEDIDA DE LRECTANGULOS.

Teor. 1. Si la alturay base de un rectangulo estan espre-
sadas por numeros que tienen relacion & la unidad de longitud,
el producto de la base por la altura expresard cuantas veces la
unidad de area esta contenida en el rectangulo; 6 en otras pa-
labras: El area del rectangulo es igual al producto de subase por
su altura.

Tres casos pueden ocurrir: :
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Bila altura y la basese expr san por nUmeros enteros,
é’? sl una 6) las dos por mimeros fraccionarios,
? siuna Ulas dos por numeros ineomensurableS-.

Dom. para el caso 1° (fig. 03a). Sentia unidad de longitud
Aa(= AE) m (3) veces contenida en ACy en AB s 5) vetes; tra-
zando por E una paralela 4 AG el Rctg. AE estad s(5) veces con-
tenidoen el Rctg AD; pero el cuadrado de launidad Ab esta
veces contenido en el Rctg. AE, luego el cuadrado de ia uiiidud
Ab estd contenido en el Rctg. AD ms(lo) veces.

Caso 2? (fig. 93b) puede reducirse al primero.
Sea 'la unidad de longitud Aa - veces contenida en AC y

—Vveces en AB, 6"9 veces en AC X —veces en AB.
De donde re sigue que el Iado del cuadrado cuya Iongltud
= —(=Aa), esta perfectamente contenida en AB y lo mismo en’

AC, luego dicho cuadrado (AJI) esta contenido r.q.p.s veces en
el Rctg AD.

Ademas el cuadrado, cuyo lado = g/ esta contenido

en el cuadrado de la unidad Ab segu el caso 1? (sq)2 veces.
Luego tendremos:

Rctg. ADt*r.q.p.sXDM? vy ("XDAD,
luego Rctg. AD=r.q.p.sX?jsXDADb=="QAD.

Nota. SI solamente un lado se expresa por un ndmero frac-
cionario, la demostracion sera la misma.

Caso 3o (fig. 93c).

Dem. 1@ Siendo ambos lados incomensurablcs, es deci,
presados por numeros irracionales, por ej. AB=yll y AC=#
sera el valor del Rctg. AD=\/7."5.

¥645751.... r5==1,709975....

Tomemos para AByAC los valores aproximados: 2,64 y
1,70 y multiplicando tendremos un producto que se aproxima al
valor justo del Rctg. AD; luego procediendo asi podemos ha-
cer que la diferencia entre el valor exacto y el aproximativo sea
menor que toda cantidad asignable.

De donde debemos concluir que SI valor exacto del Rctg.
AD se expresa por el prodacto \/1.0'

& Lo que vale de dichos numeros valdra de todos los otros
ncomensurables.

J)em. 2 mas cientifica suponiendo (Cap. VI 8§ 2].)

<Eiendo my n los numeros incomensurables que expresan los
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lacios AC y AI3, séan m'y ii', TR_r‘TTios coiiitensilratiles y tarift-
bles, de mgdo que el limité de L =Llly el de n'=n, luego @ li-
mite de m/. 1L sera m.n.

Ademas sea el Rctg. AR variable de modo qUe su é&rea
siempre sea igual a nAn', luegosu limite serd el Rctg. AD*
jorque aproximandose n/(=AM) a AO y n/(=AN) a AB; se
uproximara el Rctg. AR al Retg< AD.

Reuniendo en formulas lo dicho tendremos

m'n~*Rctg. AR

luego lim'.m'n'rslinn Retg. Ait )
pero lim.m'n~m.ny lim. Rectg» Aft=,Rctg< AD
luego m.n=Rctg. AD.

Explicacién.Dos numeros cttalesqiiierrf, i, y b siempre £ue*
déti representarse geomeétricamente por rectas* y conforme al teo*™
iemaj que acabamos de demostrar,* giiedail represetitffdo el pro-
ducto a.b por el rectangulo, que tiene las rectas a y b pot la-
dos. Asi es que cualquier producto de dos numeros puede coh-
sidefarse graficamente como area de un rectangulo, cuyos lados!
sean los dos factores; y reciprocamente el area do.cualquier recj
tangulti coti loy lados ay b se designa simplemente, escribiendo
ten forma algébrica el producto a.b6 aXb. Con lo cual un pro-
ducto de la fohna ilIXboaib tratando de geometria principal-
mente nos designard uua cantidad geométrica, & saber, el area
de- dicho rectangulo, formada por las rectas ay b.

Lo mismo se aplica & Un cuadrado,n cuyo lado eslarec-
tac 06 AB, y poi'tanto S representa por c£06 AB2;

§2i conformidad de AlgunaS Represiones algé-

bricas CON LAS GEOMETRICAS* X

feor* 2 (fig. 94). El rectangulo formado por la recta a vy
por la suma 0 difereilcia de otrasdos rectas Yy ¢, es igual a la
suma ¢ la diferencia de dos rectangulos formados* uno por ay b
otro por ayc; es decir
(b¢c)Xa==aXltaX c

Eem. la p. Rctg. CE= b+c)Xa

% N AE=aXhb
" CF=aXc .
pero Rctg; CfeAE-fOF
luego . (b+c)Xa=aX b+ aXo
Ecin. Zap* Rctg. C/E=(b”-c)Xa
., AE=aXb
. GF=aXc
pero Rctg. C'E=AE—C'F
Inego (b—c)X a=aXb—aX ¢
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Teor. 3. (iig. 05). El cuadrado construido sobre la suma

de dgs rectas ay be igual ala suma de los cuadrac
dos 'bbre estas dos rectas, mas el doble del rectangulo forma*
do' por ayb; es decir: y . ¥, e

(a+b)2’\a2+ 2aXb+b** *7 u

Dem. OAE=C]A.G+DGE +Bcig. GC+Eotg. GD
en donde el Eetg. GC=GD por ser los lados iguales
luego | IAEF1 IAG+1 IGE+2 Eetg. GC
pero QAE=(a+b)», OAG=a20G E=b2yEetg,,GC=aXb
luego (a—i—b)2=a2+ 2aXb+bb5 ;

* : B V2N |\j T 1“I¢i *

Teor. 4. (fig. 96). AElI cuadrado construido sobre la diferen-'
cia de dos rectas ay Ues igual & la suma de los cuadrados cons-
truigos sobre ay b ménos el doble del rectangulo formado por
ay U es decir: /
(a—b)2: a 2—2.aXb+b**
- , B B B <Aft'
Dem. La figura manifiesta que:

OEG=CL y Eetg. DG=CG, 1
v, . .

luego DAE=QA-G+OCL—2 Eetg. CG
pero OAE=(a—b)2 0 AG=a2,00L=Db2 EetgCG=aXh
luego (a—b)2=a2—2.aXb-i—b2. | .-

> j oy, * , X . t

Teor. 5 (fig. 97). EIl rectangulo formado por lasuma vy di-

ferencia de dos rectas ay b es igual & la diferencia de los cua-
drados formados por a v es decir:

. i , (a-j-b)X(a—b)"a 2—?2. - 1 o %
-Dem.JRctg. AE—AK*f-BE, en donde el Rctg BE"HG —DG-—D J

luego Rctg. AE=AK-f-DG—DJ en donde AK-|-DG—AG

luego Rctg. AE=EQAG—QDJ : ‘-

pero Rctg. AE=(a-j-b)X(a—b) y OAG=a2 QDJrrrb* -

luego . (a- !\—b)X(a—b)—aZ—b 3.

< i ow, >
Advertencia. Pueden afadirse otros fCrmulas algébricas y

demostrarse de la misma manera, pero bista lo hecho para la

aplicacion y para Yerla intima union enn’e el Algebra y la Creo-

metria.
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8 22 IGUALDAD DE LAS ’AREAS DE LAS LIGERAS
- - RECTILINEAS. "

Teor. 6. (fig. 98). Las areas do dos paralelégramos son
Iguales si tienen la base y altura respectivamente iguales.

TesABDC=ABFE.

Dem. Suponiendo que los paralelogramos estan situados so-
bre la misma base y al mismo lado de esta, se sigue que las bases
superiores estaran en linea recta, porgue de otra manera no ten-
drian la altura igual. Asi dispuestos los paralelogramos pueden
ocurrir tres.posiciones como en la figura so ve, pero siempro ten-

dremos:

<ACAE=DBF (112), AC=BD, AE=BF (1113)

luego ACAE~DBF (117) .
de donde CABF—CAE=CABF—DBF
0 ABFE=ABDC.

Cor. 1 Un paralelégramo es igual a un rectangulo que tiene.

igual bas?é igual altura.
Cor. L.EI éarea de un aralelégiamo es igual al producto de
).

su base por su altura (cor. 1. y teor.

Teor. 7* (fig- 99). Un tridngulo es la mitad de un parale-
Ibgramo que tiene igual base y altura.

BB=EH, CD=GJ, Cl)J AB, GJJ EH.
Tes. AACB=.;EFGH.

Dem. Trazando la recta CK paralela e igual a AB tendremos.:
AACB=]AQKB (Il 2)=4 EFGIi (Y.G))

Cor. 1 Un tridngulo es igual & un paralelégramo que tiene
la altura igual, y por base la mitad del triangulo.
Cor. £. Dos triangulos son iguales, si tienen igual base y

altura.
Cor. 3. EIl éarea de un triangulo es igual ala mitad del pro-

ducto ¢gde subase por su altura; lo que se siguedel Teor* 7 vy
Teor. V. Cor. 2. L *

Teor. 8. (fig. 55). Todo trapecio es igual aun paraleldgra-
mo que tiene la misma altura, y por base la semisuma de los

lados paralelos.

Dem, Juntados los puntos medios E F de los lados no
paralelo”™ tracese por F una paralela & AB Yy prolonguese lias-
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ta cqrtar ellado BC en G j AD enH: y sera

? ABGH un paralelégramo que tiene la misma altura que
el trapecio, por estar entre las mismas paralelas, y también tie-
ne por base AH=J(AD+BC), por ser AH paralela é igual AEF
ademas EF=; (AD-fBC). (11113).

2? ABGH=ABCI? por ser ACFGo”~DFH (Il 8).

Cor. EI area de un trapecio es igual al producto de la altu-
ra por la semisuma de los lados paralelos; lo que se sigue inme-
diatamente del teorema; ademas, descomponiendo el trapecio en
dos triangulos como en la fig. 100, y siendo CF |ADy AEJJBC,

tendremos:
AACd=¢adxcf Yy acba=jbcxae#

pero AE=CF (Ill 3 cor.)
luegp ABCD=AACD+CBA=CFXi (AD+BC).

TeOP- 9* (%= 101). Sl.por un punto de la diagonal de un
paralelogramo se trazan dos rectas respectivamente paralelas a
los lados,- seran iguales los paralelogramos que no estan corta-

dos por la diagonal.

g EFBJ=EHDG.
Dem. AABC=CDA, Aa™=EHA, Aejc=cGE (I1l 2
luegp AABC—(AFE+EJC)=CDA—(EHA + CGE)
6 ' EFBJ=EHDG.

Teor. 10* (fig* 102) En todo angulo con lados limitados son
iguales los rectangulos formados por un lado y la proyeccion del

otro lado sobre él."

Hip.BE la proyeccion de BC y BD la de BA, ademas
BF=BC y BH=BA.
Tes. Bctg. BJ=BG.

BUniendo C y H ademas A y F sera:
AABFM"HBC (H 7) por ser <EABF=B+ABC=HBC,
pero AABF=i Bctg BG y AHBC=; Bctg. BJ (Y. 7)
luego Bctg. BG==Betg. BJ.

Teor* 11. [de Pitagoras] (iig. 103). En todo triangulo rec-
tangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual & la suma do los
cuadrados de los catetos.

- . #oox i i Lo

Ilip. <ACB=R,. .

Tes. AB«=ACL-BC™*.
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Dem.l t(fig. 103n). Trazando CL |JAB y prolongando linstn
K, serd AL laproyeccion de AC sobre LA, BL la do BC sobre AB,
AG la de AB s%e AC vy BG la do BA sobre BG, de donde so sigue
segun el teor.

AC%:Rctg. AK, BC2:Rctg. BK
luego ACLBO-=Rctg. AK-f-BKpAB2

a
Denzn Trazando en la misma figura AG, BIIl, CD, CE sera

A HABSACAD y Agbha=CBE (Il. 7).
ademas sabemos:

AHAB=iAC2y A’\BA—JBCZ(Y 7N

ACAD=JRctg. AK y ACBE=; Bctg- BK
luego AC2+BC2=Rctg. AK+BK=AB2. =

8a (fig. 103b) <~rACB=R y decimos c2=a2+b2.

Formados los cuadrados sobre los catetos, prolonguese DE
y FG hasta cortarse en H, y DA y FB hasta cortarse en J, y
serd DF el cuadrado sobre (a-f-b).

Ademas tracense AK y BL perpendicular a AB; de donde:

AADK~A"BJ~LFB (Il 8) por ser <£/?7=/>"y
luego AK=AB=BL, y por tanto serd AL un (3 cuyo laclo=c
ademas A EBB= BJA (Il 8) por ser [?7'=13".

Esto supuesto tenemos:

A DJ :a§+2.aXb+b2(V 3)
ademas DI CcL-KAAJIB”MNC' +4. aXb=02+2.aXb
luego at(-b2=c

Cor. 1 (fig. 101) En un tridngulo cualquiera el cuadrado
de un lado opuesto & un angulo agudo es igual & la suma de los
cuadrados del segundo y tercer lado, menos el duplo del rectan-
gulo,'formado por el segundo lado y la proyeccidon del tercero
sobre él.

Decimos, si <~"B<B, sera AC7—BC2+ABZ—2.BCXBB*

Dem. AC2:AD2-f-DC2, donde DC=DB—BC
luego AC2=:AD2+DBZ+BC2—2DBXBC (Y. 4)
0 AC2=AB 2+BC2—2. BCXDB.

Cor. 2. (fig. 104.) En un triangulo obtusangulo el cuadrado
del lado opuesto al angulo obtuso es igual & la suma de los
cuadrados del segundo y tercer lado, mas el duplo del rectangulo
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formado por el segundo lado y la proyeccidén del tercero sobre él.

Decimos, si <TACB>R, sera: ABZ=AC 2+BC2+2 BCXDC

luego ABA=ADADCABCL+ 2.DCXBC

Dem. AB§=AD§+DB§DB—DC+BC
0 ABL=AC +a.BCXDC.

+BC

Cor. 3. Siendo on la fig. 105 <EN\ACB—R y h=CDquees
perpendicular éé\B endremos;
20 akkc cL—bly b"™c- —a2 lo que es evidente.
0 hi=nXm.

D m.b-2= —~nJ, donde b5: n (V 10)
luego Ii?zcx It)—nzan(c—n) (V H=n)(m.

Cor 4. Formando otro triangulo rectangulo cuya hipotenusa
seac, y los catetos a, y b, tendremos:

1? supgesto que c=c, y a”™>a, sera b<”b, puesto que
a ’\_?a:a, +Db/.

? supuesto que a—a, y c”c, sera b™>I\ puesto que
ct—bA=c/—b/-.

Teor- 12, (figr 106). Si el cuadrado de un triangulo es igual
a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, sera recto e
angulo opuesto a dicho lado.

Hip. BC*=AC*+ AB2
Tes. <EBAC=R.

Dem.1* <EBAC no puede ser agudo]i)or sex contra:teor. ].1.
cor. 1 no puede ser obtuso por ser contra teor. Llcor. £, luego sera
recto. ;

Derrf~2* Levantando AD |AC de modo que AD=AB, ten-
dremos:
DC*=AC-+AD2=AC2+AB* (Constr.)
sabemos que BC-&= AC X |]-AB-i (hip.) luego h)C=BO
y por tanto /\BAC=DAC (11 9
luego <"BAC=I)AC==R.

Nota. Cor. 1y 2 del teor. 11 valen también inversamente,
lo que se demuestra indirectamente.

I ) I , CL,-mvo O\
§ 23. PROBLEMA'S ELEMENTALES.

Probl. 1o (fig. 107). Transformar un paralelégramo ABDC
en rectangulo igual.
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Constr.Levantando en Ay B perpendiculares hasta cortar
ti CD en E y F, serd& ABEF el rectangulo pedido.

Deén.lo ABEF es un rectangulo (I111 def. 23) 2? ABEF=
ABDC (Y. ).

Prow. 2? (fig. 10S). Transformar un paralelogramo ABOD en
otro igual que tenga un lado pedido (m).

Constr. Prolongado AB, de modo que BE=m, tracemos EC
hasta que corte AD en F, ademas FG™"AE y EG” AD, después
prolonguemos BCy DC hasta que corten a FG enJ y a EG eu
H, y sera CHGJ el paralelogramo pedido.

Dem. 1? CHGJ es un paralelégramo puesto quo los lados

opuestos son paralelos.
? Tiene el lado m; porque CH=BE=m (constr.)

3? CHGJ=ABCD (V 9).

HEIB. (fig. 109). Transformar un triangulo ACB en pa-

ralelégramo igual.
»

Constr. Siendo D el punto medio de AB, tracemos por C la
recta CN~AB y porD la recta DE”™AC y sera ACED el pa-
ralelégramo pedido.

Dem. 1? ACED esun paralelogramo (def.) 2? ACED=/\ACB
(V 7.cor. 1).

Nota. Por el probl. 2? podemos ahora transformar un trian-
gulo en rectangulo igual que tenga un lado dado.

Probl. 4. (fig. 110). Transformar un rectangulo ABDO enun
cuadrado de igual area.

Constr. Prolongando AB hasta D' donde BD'=BD, descri-
bamos sobre AD' como diametro una semicircunferencia, y pro-
longando DB hasta cortar a la circunftyencia en E, serd& BE~
el cuadrado pedido,

Dem. BE-=ABXBD"' (Y 11. cor. 3) por ser <EAED'=R
(1Y 19).
luego BE*=ABXBD por serBD'=BD (constr.)

Nota. Luego podemos transformar todo paralelégramo O
triangulo en un cuadrado igual.

Probl. 5 (fig. 111) Transformar un trapecio CABD en trian-
gulo igual.

Constr. Prolongado CD hasta E, do modoque DE=AB jun-
|
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'‘temos E con A y serd& CEA el triangulo pedido.

Lem, CABD=i (CD-j-AB)XAF [Y 8<:or.] por ser AF_LGD,
ademas (CD+DE)XAF=4 (CD+ AB)XAF por ser
AB=DE,
muego CABD=2\CAB.

Praobi. 60 (fig. 112) Transformar un trapezoide ABCD en trian-

gulo igual.
Constr. Juntando B con D tracemos CM”™BE vy prolongue-

mos AD hasta que corte & CM en E, y unido E con B, sera
AEB el triangulo pedido. /

Jem/ADBE=DBC (Y 7. cor. 2) de donde
AABD-f-DBE=ABD+DBC, es decir ;\ABE=ABCD.

Nota. Todo poligono puede transformarse en otro igual, que
tenga un lado menos, y por tanto Ultimamentg en un triangulo
igual. La construccion sera como en el Probi. V.

Probi. 7. Transformar dos cuadrados en uno de igual area.

Probi. 8 Construir un cuadrado que sea igual a la diferencia

de otros dos.
Nota. Los problemas 7 y 8 se resuelven por el teor. 1].

Ml

CAPITULO VI.

Proporciones en general-

§ 24. LIMITES DE LAS CANTIDADES VARIABLES. *

1? Una cantidad se dice variable, si continuamente ¢ suce-
sivamente puede mudar su valor, y serd variable dependiente

si se muda segun una ley fija.
2? Se llama limite de una variable dependiente el valor

* La teoria de los limites propiamente se trata en el analisis al-
gébrica: aqui con el objeto de simplificar algunas :
damos una mera idea de la definicion tantodel limite como de la

riablej bien entendido ju?, seprescinde de la
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constante, al cual se puede la variable aproximar cuanto se quio-
ra, sin poder nunca igualarle.

gggomplo ° algébrico: El valor de lacantidad variable

[donde las cifras siguientes son iguales a las escritas]
si aproxima mus y mas a4 * de modo que la diferencia puyede
hacerse tan pequefia como se quiera, siuSpodorla igualar a

Se escribe i1im. (0,333.. .. )=£.

Ejemplo 2geometrico (fig. 113). Siendo ABODE un poligo-
no inscripto en un circulo, y formando otro AEBGC &a, con
duplo numero de lados, de modo que arc. AF=EB, are. BG=GO
&a. tendremos un poligono cuya area ira aproximandose al
circulo; procediendo indefinidamente veremos que el area del po-
ligono variable'se aproxima al circulo cuanto se quiera, sin po-
derle nunca igualar.

3? Si dos variables dependientes permanecen siempre igua-
les aproximandose & sus limites, también estos seran iguales.

BSieudo X é Y las variables, y lim X=A, liin Y=B,
sera si X éY se acercan al limite creciendo:

X-fo'—A, donde orinas y mas se aproxima éB, creciendo X

y Y-j-[?7=B,.......... Lo a\, creciendo Y
de donde se saca:
* X=A— atY =B —
luego A— a—B—
0 A—B=ar—ft.

Si X é Y se aproximan al limite decreciendo, tendremos:

] A—B —t—g.

Suponiendo que A no sea igual & B tendremos las siguien-
tes conclusiones:
1“ La diferencia entre A yB es la misma que entre ory
2*La diferencia entre Ay B es una cantidad determina-
da, por serlo A y B; luego sera también la diferencia entro

Ky ftuna cantidad determinaday constante.
3? La diferencia entre or y ftpuede h
cantidad deteyminada, puesto que o aproximan

mas y mas & U, y por tanto lo hara también su diferen-
cia, luego no serd una cantidad determinada ni igual a la
diferencia quo hay entre A y B, pues es men
;Luego tenemos una contradiccion entre la £* y 3? con-
clusion, y por tanto no podemos suponer que A sea desigual a
B, luego A=B ¢ lim X=limY.

§ 25. RAZONES.

].? Vamos & tratar las proporciones geométricas en general,
estableciendo definiciones, teoremasy demostraciones cpie no so-
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lo sirvan para los numeros sino también para todas ias demas
cantidades, cualesquiera que sean.

20 Proporcion geomeétrica es la igualdad de dos razones. La
razon se escribe A:B ¢ también — donde A y B son numeros abs-

tractos 0 cantidades concretas: siendo concretas sera menester
gue sean homogéneas, por ejemplo, lineas, areas 6 cuerpos; por-
gue segun la razon A:B siempre preguntamos ;cuantas véces
¢stad contenido B en A?, pero siendo A un areay B una recta,
es un absurdo preguntar: cuantas veces la rectalB esté conteni-
da elgoel area A. .

? EI ndmero abstracto que indica cuantas veces esta B
contenido en A, se llama cuociente, 6 segun los modernos el es-
ponente de la razon. De donde se sigue, que dos razones son
Iguales si sus cuocientes lo son, por ejemplo, A:B=e y C:D=e
y por eso podemos escribir:

A:B=C:D, lo que se pronuncia:
:

i ! “ #

*

A es aB como C 4D. En este sentido se llama dicha igual-
dad proporcién geométrica.

? En la proporcion A:B=C:D son A.y C los anteceden-
tes, B y D los consecuentes, ademas B y C son los términos
medios, Ay D los estrefiios. Si los téerminos medios son iguales;
tendremos una proporcion continua, y el término medio se llama
media proporcional, por ejemplo, A:B=B:V.

. 50 Teniendo una serie de razones, cuyos términos son de la
misma especie: :
A:B=A"B'=A":B"==A":B"™
se escribe también ,
A:AA":A"=B:B"B":B™

6? Cuatro cantidades concretas que forman una proporcion;
pueden ser directa 0 indirectamente proporcionales: son direc-
tamente proporcionales, si el orden de los términos en la segunda
razon corresponde al observado en la primera; pero son inver-
samente proporcionales si el orden esta invertido.

7? Hemos dicho arriba que las rectas pueden ser incomen-
surables; en efecto, la hipotenusa c de un triangulo rectangulo
cuyos catetos bsn iguales, es incomensur:

ay
t 3 - /
0 A c2: 2a*— 0 c:a\/2

Casos de semejanza son infinitos tanto de las lineas como

de las otras cantidades.
Ahora veamos si comparando entre si ésta clase de cantidadl
des, flan una proporcion. - -
? Siendo A y B dos cantidades homogéneas € incomensura-"
bles, tomemos la una parte de B, que esté contenida enfA, dé rno-'-

do que: s.*"B<A vy (s-fl) { B>A,
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donde a) ny ssran nUmeros enteros. *
b) n puede tomarse tan grande como se quiera.
.C) s sera dependiente de es decir, cuanto mas grande
se tome n, mas grande sera s.

entando ne valor de s.~B se aproxima mas y
mas al valor exacto de A, porque la diferencia que

hay entre A y s.™ B sera siempro menor que i B,
puesto que tenemos siempre (s—f—].) 1 BN>A.

Nota ™y so llaman los cuocientes aproximados do la
razon, A:B.

9? Siendo Cy D otras dos cantidades incomonsurables entro
si, supongamos que podamos escribir:

SID<Cy (s+1)Ad>C

donde tengan sy nemismo valor y el
En este supuesto se dice que las dos razones A:B vy G:

tienen siempre el mismg, valor y el mismo sentido aproximado.
10? Corolario de lod numeros 7 hasta 9.

Cor. 1. EIl limite de ? esprecisamente el cuociente de la razén

A:B puesto que el limite de s.» B es A (8, d.)

Cor. 2 El cuociente deA:B tiene un valor fijo y determi-
nado, por ser cantidades fijasy determinadas Ay B.

Cor. 3. El cuociente déela razébn A:B no ,puede tener sino
un solo valor determinado.

Dem. Cualquiera quesea el valor de A:B, siempre estalgil
contenido entre;]y no Y aumentando n, la diferencia entre —

s-fl

N puede hacerse menor que toda cantidad asignablo,

luego entre - y -no pueden ser dos valores fijos y distintos

sino uno solo ciue es el limite de U 0 %e

.Cor. 4. EI cuociente de la razéon A :B, ciertamente no puede
espresarse por un numero, sea entero, sea fraccionario; pero por
eso no es permitido decir que sea indeterminado en si mismo,
puesto que segun cor. 3, dos valores distintos del cuociente no
pueden satisfacer a la razon A:B.

Nota. Lo mismo tiene lugar en los ndmeros irracionales,

misn

por §j. y/.'lypor esta analogia se llaman dichos cuocientes 6 ra

zones Irracionales, aunque NO puedan sienpre espresarse por
nUmeros irracionales.

i
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§ 26. TOOREaiAS SOBRE LAS PROPORCIONES EN
GENERAL.

Teor-1. Dos razones de cantidades incomensurables A:B Y
C:D, que tienen siempre el mismo cuociente aproximado, forman
una verdadera proporcion.

Uip. j-B<A ySt;B>A

¢.-D<C y ?+i.D>0

Tes. A:B—C:D.
Dem. la lim. *-=(A:B) y lim.5=(C:D) (10cor. 1)
luego A:B=C:D (§ 2473)
Dem. 2? itI>(A:B)>®

5<(C:D)< 8# restando tendremos;
u-1- 1>(A:B)-(C:B)>

I>'A:B)-(C:D .>-i

Sabemos que el limite dei esigual d O(bip.) luego la diferen-

cia de Iaﬁ dos razones A: By C:D estaentre 4-0 y —O0, es decir
igual a V.
luego A:B=C:D.

Nota la La segunda demostracion se puede siempre aplidar;
pero generalmente es mas complicada que lafundada en el teore-
mas de Iosjl'mites.

Nota Za Para mayor brevedad usaremos en los siguientes
teoremas solo letras, donde la letra e ¢ las otras minudsculas de-
notan el cuociente en la razéon dada. Por ej. A;B=e dice: el
cuociente de la razon A:B es e.

Nota 3a Para mayor claridad repetiremos el principio del
$ 25 u? 30: dos razones forman una proporcién, si sus cuocientes
respectivos son iguales.

>
Teor." 2. SIA:B=C:D y A—Bsera también

>
c=D
<
Dem. Por ser A*=eB y C=*eD,
> >
«era solamente A bajo la condicion e ==
Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



<
(92)
B
D
1\
H
IRV,
-

luego si A—B 3=
3?

Teor. 3« Si A:.B_=CrD. y m un ndmero cualquiera™

Seran: éo mA:mB=C:D
? A;- B=mC:mD
30 mA:B=mC:D
40 A-mB=0:mD.

Dem.para el caso la Siendo A:B=e sera A—eB.
nego mA=m.eB
e mA:mB=e; paro también C:D=e (hip).
" mMA:mB=C:D.

gel 1

Dem. para el caso 3?

Dem.para el caso 2? Se forma de la mi§ma manera como la

A—eB C—eD
nego mA=meB mC=meD
” mA:B=me mC:D=me

y por tanto MA:B=mC:D.
% * L |
Dempara el caso 4?

A=eB y C=t3>;
luego = —.mB , = — mbD,
- m m

” A:mB=-"- ., CimD——
m - m
y por tanto A:mB=0:mD.

Cor. Poniendo m = tendremos lo mjsmo relativamente, ala,

division.

Teor. 4. Si A:B=C:D

sera lo B:A=D:C y si todos los términos son homogo
neos ademas - 27 A C-B
y 3 C: A—D .B.

Dem. para el caso V
A=zeB y C=10T)
luego. y * BA ==5¢

BiA=|. o wBic=.l
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J por tanto. B:A=D:C. *

Dem.para el caso 2? Por sgr:
AeD=A:eD sera A:eD=-©A:D (teor. 3 cor,)
adelas eD=C¢ y. A=eBj 6 B=¢ A [(hip.)
luego poniendo en la proporcion
AeD= |’eA D
C enlugar de eD y B en lugar de - A tendremos
A:C==B:D, t
Dem.para el caso 3? Se sigue inmediatamente del caso 1?
Cor. Si en la proporcion A:B=C:D en donde todas las can-

> ’ >
tidades son homogéneas esA=C, s™rataipbiei\B=D (teor. 2.)

I
Teor. 5. Si A:B=C:D

seran: 20 A:AtB=C:C+D

? A+B.A—B=C+D:C—D vy si todos los tér-
minos son homogéneos
acemas 3? A:A+C=B:B-KD.

Dem.para el caso lo

A=eB y C=eD
luego A-4-B—(e~rl) B ” CtD=(ezxl)D,
- A:A;B *=eB:(e+1)B C:.CtD=eD:(exl)D
. —_ N\ _ ' . _ —-_
AA+B= (,Se C:C-hD ot
i S Ti
y por tanto A:A+B=C:C+D.
Vem. para el caso 2?
A+B=(e+1)B y C+D=(e4d4 4)D.,.
A—B=(e—1) B , C—D=(e—1)I>
luego A+B:A—B = ezt i y C+D:C—D=
y por tanto A+B:A—B===C+D:Ct-P.
- Bpara el caso 30 tendremos
A:C-B:D (hip.y teor. 4 caso 2?),
luego A:A+C=B:B+D (caso 1?)

Cor. Otras transformaciones se pueden tener portel teor 4?
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3a —

Teor. O*si A:B==C:D=E: F G 11 fcodoslos términos sosa
homogéneos, sera:

m

A+tCxEiIG:BxtDtFtH=A:C=C:D &n».
] Oem. A=eB, C=eD,E=eF, G=aH
luego AxC+E+G=e(B+D+FtH)

A+tC+tE+G:B+tD+F+H=0=A:B
de donde SO sac»
AxC=+1i+G:B+xD +:F.-tH=A:B=C:D &n.

Toor. /- Si A:B=G:D

y AE=C:F
sera A:B4.:E==C:D+F.
D> A=eB 6 B = gA y C=0D 6 D«=é0
adomas A=e'E éE:ﬁ,A \" C=e'F éF:'e C
luego bte=C 4)a > DtF= (Ite-)G
Bi—E:A:-el’iié « D+F:C= %l'lﬁ
De donde se saca;
B+E:A=D1F:C
0 A:B+§:C:D+F
Teor. 8 S| AEEEP
y A- - '
sera B:E=D:F

Dem. B=gAyEM-Ay  I>=ICyF=],
|Uego B-E_4 a;la . DF:(, C(JtG

h B: ::’ef' . D:F*s-
it B:E=D:F.
*Teor. 9. S| A:B:C:D
7 A:E=F:D
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CAPITULO VII.

Proporciores entre cantidades geomeétricas y seme-

janza de fijuras-

§ 27. RECTAS PROPORCIONARES.

Teor. 1. (fig. 114 y 115). Tuda recta paralela & un lado de
un triangulo divide & los otros dos en partes proporcionales.

fip. DE + AC.
Tes. BD:JDA=BE:EC.

Dem. Caso ].? (fig. 114). Siendo BD y DA comcnsurabtes su-
pongamos que BM sea la medida comun entre ellas. Colocando
BM como medida sobre BD y DA, supongamos que BM esté
contenida en BD m (4)'veces y en DA n (3) veces. Dirigiendo por
los puntos de division paralelags & AC, sera BM”™M'N'ssrN'Pz*
&a. (I11. 15 cor. 2); luego BMI estara contenida en BE m (4)
vecesy en EC n (3) veceB, & saber:

BD=m.BM : y BE"m.BM'
DA=n.BM ” EC=n.BM’
luego bd:da-2 -({) . BE.EC = B=0

de donde BD:DA=BE::EC.

(jaso 2? (fig. 115) BD y DA incomcnsurablet.
"

? Estando BD dividida en partes iguales tan pequefias co-
mo sSe quiera, pongamos una de estas partes como medida so-
bre DAy no podra el ultimo punto N de la division coincidir

con A, por ser incomensurables BD y DA; trazando KN'AAC,
ikrA BD;DN—BE:EN" (caso ir)
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2? Podemos hacer que el punto. N se aproxime masy man
‘al punto A)tomando las partes iguales de BD su jesivamcnt
pequefius y por eso el limite de DN sera DA> 0 bien el limite,
de larazon (BD:DN) serala (BD:DA); por consiguiente también
N' so aproximara mas y mas al punto 0, y ellimito de EN';0
la EN bien el limite de la razén (BE:EN") sera la (BE:EC)
Ademas sabemos que siempre tiene lugar la proporcion:

BD:DN=*BE:EN"' por ser siempre NN'*AC.

De donde tenemos:
lim. (BD:DN)=BD:DA vy lim. (BE:EN")=BE:EC
ademas siempre BD:DN=BE:EN"
luego = BD:DA=BE:EC (8 21 3)

t66ir. 1. BD+DA:BD=BE+EC:BE (VI. 7)
- AB:BD=CB:BE -
B AB:CB=DB:EB.

Cor. 2 (fig. 11G). Si tres paraldlas cortan a otras dos rec-
tas cualesquiera, las cortan formando segmentos proporcion
nales.

La demostracion puede reducirse al teorema domostrado.

Siendo B"B'£ DE + AC y B"C"+BC + B'C' sera

B'E'==BE=B"E" y E'C'==EC=E"C" (llt. 3.)
luego B'E"BD=E'C"DA
oblenB"E":BD=E"C",:DA.

Cor. 3. Lo que vale para tres paralelas, valdra para muchas.
C.l i_ ‘ ] .*

Teor. 2. (fig. 117). Si una recta divide a dos lados do uu
triangulo en partes directamente proporcionales & estos, aerapa-
ralela al tercer lado.

Ilip. BA:BC=BB:BE.

Tes.iDE 4=AC.
]. Dcm. La paralela por D 4AC corte BC en un punto X,
luego BA:BC=BD:BX (VIL 1cor.1)
ademas BA:BC=BD:BE (hip.)
luego , BX=BE 0 el punto X ‘esel punto E

y por tantoc' m DE/MNAC.
' (R t 1 > -1 ¢ \e

Cor. Lo mismo se verificasi los segmentos son entre si di-
rectamente proporcionales, puesto que

AD:DB=CE:EB
sera ' AD+DB:DB=CE+EB::EB
luego AB:DB==CB:.EB

. AN . .
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*Teor. 3. (fig- ilT). Si en un triangulo .se traza una retitii
paralela aun lado, los otros dos son proporcionales alos segmentos
impelieres correspondientes como el tercer lado & la recta paralela:

BE/AC
Tes. AB:DB= AC:DE (—CB:EB)i*

- * i

Dem. Tracemos por D una recta DF BG y tendremos:

AB:DB=AC:FC 1. 1 cor. 1) donde FC=DE (IIl 3)
Juego AB:DB=AC:DE AB:AC=DB.DE.

' L 4 [ 4 &~

Teof. 4- (Sg> US)- Si en un triangulo se traza uua paralela
a un lado y desde el vértice opuesto a dicho-lado una 6 mas rectas;
el lado y su paralela quedan divididos On partes proporcionales.

Hp.DE + AC.
* Tes. AH:HC—DF:FE.

Brll.DF==HB:FB=-1TC:FE (VII. 3) C o
luego AH:DF=HC:FE, 0 bien. AH:HC=DF.FE;
- w1 i
Si se trazan mas rectas, la demostracion sera analoga:

Cor. (Ag. 125). Tres rectas se encontraran en un mismo pun-
to, si cortan & dos paralelas de modo que los segmentos de
estas sean entre si directamente proporcionales.

Supuesto que AC/DE y AH;HC==BF:FE y que ademas
AD y FH se corten en un punto B, decimos también que CE
pasara por el punto B Para demostrarlo, juntese B con C,y
la recta DF se halla cortada en un punto X, de donde: AH :HC=
DF:FX (ter.), luego: FE=FX, es decir: el punto X es el punto
E 6 la rectaBC pasarad por E, luego la recta CE pasara por B-

Hota. Supuesto que dos de estas™tres rectas sean paralelas
éntre si, lo sera también la tercera.

Teor: 5- (fig. 119). En toda proporcién entre rectas el rec-
tangulo formado por los términos medios es igual al formado
por los estrefios.-

Hib. a:b=c:d’.
aX<Il=bXc.

Denl. En los lados de un angulo recto EformemoG:
EA=a, EB—b, EC=c, ED=d, ademas tiremos DC, AB, AD vy
CB y sera:

CD + AB por ser AE:BE=CE:DE (hip/)

luego A ABR=»ABG (V. 7 cor. 2)
de donde N \NDFO=AFC
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luego "DFB-fDFCE= AFC+DFCJE

o . aebc=eda

pero AEBC=IECXEB=]cXDb
7 A EDA=?EAX ED=Jax”
luego

Teor- 6 105 lados de dos rectangulos iguales son inversa-
mente proporcionales.

G -1

Dem, Siendo a;c=d:x serd aXx=cX”> J sogun la hipo-
tesis cX<l=uXbj luego aXb—&Xx* es decir: el rectangulo for-
mado de a y b esigual al formado do ay X, luego b=x; y por
tanto a:c=d;b.

§ 28. TRIANGULOS SEMEJANTES.

Explicaciones.

la La semejanza de las figuras solo consiste en la confor-
midad de la forma; y por tanto haciendo abstraccion de la mag-
nitud atiende solamente a lo que determina laforma.

En los poligonos los angulos y la relacion que hay entre los
lados respectivos determinan la forma. De donde se sigue que para
serlos ,poligonos semejantes, sera menester:

? que tengan ios angulos iguales y colocados en el mismo
orden. Los veértices de los angulos iguales se llaman ho-
mologos, y lados homdlogos los que unen vértices ho-
malogos.

2e gue los lados homodlogos estén en unoy en otro en la
misma relacion, es decir, que sean proporcionales.

?e donde la definicion:

a Dos poligonos son semejantes si tienen los angulos res-
pectivamente iguales y colocados en el mismo orden y ademac
los lados homologos proporcionales.

3a Especialmente dos tridngulos son semejantes, si tienen
todos los angulos iguales y proporcionales los lados homdélo-
gos, é;saber, gue se oponen a angulos igualos,

’ 1

*

~f- T«or 7- (figrp 1L7). Si en un tridngulo se tira una paralela
un lado, el tridngulo parcial que resulta, sera semejante al total.

Hip. DE + AC.
les. ADBE~ABC.

Dem. <£EB=B, <A=BDE, <EC=BED pgprser DE + AC.
ademas AB;CB=DB;EB (VII. 1 cor. 1)
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] ' AB: AC==DB:.DE (TIL 5)
0 escribiendo de otra manera
AB:BC:CA=DB:BE:ED.

Teor. 8 (fig- 120) Dos triangulos son semejantes, si tienen
los angulos respectivamente iguales.

Rip. <€a=a'l < b=b', <rc=c'.
e Tes. EABC~A'B'C".

Dem.Haciendo BA"=B'A"' tracese A'C"AC y sera:

AA"BC"SIA'B'C’ SII- «)
pero N\A"BC"~ABC (VII.7)
luego - AABC~A'B'C'.

Teor. 9, (fig. 120) Dos tridngulos son semejantes si tienen
respectivamente proporcionales dos lados 0 igual el angulo com-
prendido.

Hip. AB.BC=A'B".B'C'y B=B"
Tes. AABC~A'B'C".
Dem. Haciendo BA"=B'A' y BG"=B'C' sera
AA"BC"=A'B'C' (Il. 7)
luego AB:BC=A"B:BC" por ser A"B=A'B'y BC"—B'C'

A"C"xAC iVIT. 7)
£ A3C~A"EG" (VIX. 7)
£ ABC A'B'C.

Teor. 10* (fig- 120) Dos tridangulos son semejantes si tie~
nen resp,.c.ivamente sus tres lados proporcionales.
Hip.AB:BC:CA= A'B:B'C":C'A".
Tes, ABC~A'B'C".

Dem. Haciendo BA'*B'A'y BC'"B'C' sera:
AB:BC=A"B:BC" (hip.) luego: A"C"+ AC (VIL 9\

luego AA"BC"~ABC

de donde AB:AC=A"B:A"C"

ademas es AB:AC=A/B"A'C,

luego A"C"=A'C"' por ser (const.)
y por tanto N\A'/BC,/~A'B/C/ (Il. 9);

ya sabemos que A ;"BC"~ABC, luego ABC™MA'B'C".

Teer, 11. (fig. 120) Dos triangulos son semejantes, si tio*
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penresfectiv.imenic dos ladee proporcionales i ijual el angulo
opuesto al mayor tic ello;.

HirAB:BC=A'l>:B'C', <0-0', AE>BC y A'B">B'C’
Tes. AABCN-A'B'C.

Dem Haciendo BA"=B'A'y BC'=B'C' sera

BA":BC"=BA:BO (hip. y const.) luego A™tr + AC jTU. 2)
luego AAMBC”"~AB<J de donde <BC"A"=C=C"
AA"BC"=A'B'C" (Il. i1)
., NABC~A'B'C'

Cor. Dos triangulos rectangulos son semejantes, si tienen
proporcionales la hipotenusay un cateto.

§ 29. CONSECUENCIAS RELATIVAMENTE AL
TRIANGULDO,

Teor. 12. (iig. 121). La bisectriza de nn angulo en un trian-
gulo divide al lado opuesto en partcUproj orcionules a loa lados
adyacentes. .-

Hip."<ABD=1)BC.

" Via. ad:DC=ab:UC

1 vl

Dem.Trazando por A una paralela a BC, y prolongando
BD hasta que corte a esta en E, tendremos:

<EDAE=DCB y <TDEA=DBC (l. 10}
luego N\ADE—C.DB, y por tanto AE:AD—CBICD
ademases <~"DEA=DBC=.DBA 0 bien /\BAE isoscelo
de donde AE=AB, luego sera la proporcién precedente:

AB:AD—CB:CD
0 bien " AB:CB—AD:CI>.

Teor- 18- (fig. 121.) Si una recta trazada desde el vértice
de un triangulo divide al lado opuesto en partes proporciona-
les a los lados adyacentes, sera bisectriz de dicho angulo.

, Hip. AD:DC=AB:CE.
Tes. <EABD=CBD.
J

i< " 1
Dem.Cdértela bisectriz de <fB el lado ACenXysera:
AB:BC=AX:XG. luego AD:DC=AX:XC

y por consiguiente AD-j-DC:AD—AAr-}-XC: AX

0 bien AC:AD=AC:AX es decir AD=AX,

luego el punto X serd el punto D y por tanto BD es la bisectriz
del
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la aiiura sobre la hipotenusa: *
* la altura es media proporcional entre los segmenten do

la hipotenusa,;
? Cada cateto es media proporcional entro toda la hipote-

nusa y su segmento adyacente.

luege

Cor. 1. BDAADXr>0, ABLACXAD, BC2Z=ACXOD
Cor. 2. ABABCEACXAXM AcxCD

6  AB-+BC3=AC (AD-]-DC)=AC2,
Coi-; 3. Si ED-=ADXDC sera <ABC=R,

t

Dcm. DeSCI’IbIendO sobre AC como diametro una semicir-
cunferencia que corte BD e? X, serA <CAXC=K (IV. 19)
&ego DX&EADXDC=DBZ4 6 D.\'=1)B, esdecir el punto X
rn pre.isamente el punto B, y por tanto @ ABC=R.

§ 30. CONSECUENCIAS RELATIVAMENTE AL CIRCULO.

Teor. 15. (Ag. 123). Si dos cuerdas Se cortan» gus partes
son inversamente proporcionales.

TeaEA:ED=EC;EB.

Dem.Trazados AD y BO seran: <~"B=D y <£C=A(lV
18 cor.) luego AAED"NCEB, luego EA;ED=EC:EBT

%

Cor. EIl rectangulo formado por las partes de una cuerda, es
igual al formado por las de la otra; esdecir EDXEC=EAXEB.

/

Teor. 16< (iig. 121) Dos secantes’que se cortan on un pun-
to fuera de un circulo son inversamente proporcionales a sua
partes externas.

Tes. BA:BO=BE:BD.

Dem. Trazados AE y CD sera
<£A=C luego AABE~CBD
lufcgo BA;BC=BE;BD.
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Cor. El rccinngulo formado por una secante y su parte ex
terna es igual al formado por otra, que parte del mismo punto,
y su parte externa; es decir, BAXBD=BCXBE.

Teor. 1/- (fig- 125). Si so trazan desde un mismo punto una
tangente y una secante a4 una circunferencia, sera la tangente
media proporcional entre la secante entera y su parto externa.

TesBC:BA=BA:BD.

JDem Trazado AD sera:
<VC=BAD (IV. 21), y por tanto ACAB~ADB

luego « BC:BA=BA:BI).

Cor. El cuadrado do ana tangente es igual al rectangulo
formado por una secgnte, que parte del mismo punto, y su parto
externa; es decir BAL=BCXBD.

Teor. 18* (fig. 126). El rectangulo formado por dos lados
de un triangulo es igual al rectangulo formado por el diametro
del circulo circunscrito y la altura bajada al tercer lado.

Rip.BD JAC, BE es el diametro.
les. ABXBC=BDXBE.

Dc.m.Juntando A con E ser& <EEAB=B=BDC
ademas <£EBEA=BCD (I\. 18 cor.) luego "BEA™BCD
y portantoAB:BE==BD:BC bien ABXBC=BDXBE.

Teor. 19 (fig. 127) (dePtolemeo). En todo cuadrilatero ins-
cripto en un circulo, la suma de los rectangulos formados por
los lados opuestos es igual al rectangulo formado por las dia-

gonales.

Tes. ABXDC+ADXBC=ACXBD.

Dem. Formado <€ECBE=DBA y por ser <"BCE=BDA sera
- "BCEN/BDA de donde se saca:
BC.:.CE=BD:DA 6 bien BCXDA=BDXCE.

Ademas <ABD+I1)BE=CBE-fDBE, por ser ABD=CBE,
6 <£EABE=DBC y <"EAB=BDC (IV. 18 cor.)

de donde \ABE~DBC luego AB:AE=BD:DC

6 bien : ABXDC=BDXAE

ya sabemos que BCXAD=BDXCE, y AE-)-CE=AC,
luego ABXDC-fBCXAD=BDX (AE-fUE>=--BDXAC.
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§ 31* POLIGONOS SEMEJANTES/

W 20 (fig. 123). Si desde un punto interior O de un
polifono ABCDE se trazan rectas a sus Vvértices, y entre cada dos
de estas trazamos: A'B'+ AB, B'C'+BC, C'D'+CDy D'E'"DE;
uniendo ahora E' con A’ resultara un nuevo poligono A'B'C'DE"
eemejante al dado.

Dem .I? Todos los triangulos parciales son semejantes d los
totales. Pues de los triangulos AOB, BOC &a. y sus parciales,
estd ya probado por el tcor. 7; solo resta probar que:

. aaoe~ a,oel

Sabemos que:

AO:A'0=B0:B'0=C0:C'0=DO0:iyo=EO :L'O
0 AO:A'0=EO:E'O
luego A'E'+ AE (VIL 2) y por tanto A a°E~A'GE".

2a <"CA=A/, B=B' &a. (l. 12).

3? Los lados de ABCDE son proporcionales a los lisinolo-
gos de A'B'C'D'E".

Pues AB:A/B/=B0:B/0=BC:B/C,=C0:C,0 &a. (n?l°)
0 AB:A'B'zrBC:B'CA"CD:C'D' &a.

El n? 2?y 3° verifican las condiciones para ser ABCDE seme-
jante a A'B'C'D'E".

Cor. Lo mismo se puede demostrar tomando el punto O fuera

del perimetro de ABCDE ¢ en él.
f - %

Teor. 21* (fig. 129). Los poligonos semejantes pueden dei-
componerse en triangulos semejantes, tirando las diagonales des-
de un vértice homdlogo.

BABCDE.-yA'B'C'D'E".
TesAABCMA'B'C', AACDMNA'CD', AADE~A'D'E".
Dem. Por serAABC~A'B'C' (VII. 9), se sigue que
AC:A'C'=AB: A'B'=DC:D'C" (hip.)
0 AC:A'C'=DC:D'C'
ademas <ACD=A'C'D"' por ser <NGy""BCA-=

luegp AACDNMA'C'D'; asi procediendo adelante se demuestra
gue sean semejantes todos los triangulos que sucederan. =

Teor. 22 (fig- 130). A todo punto dentro de un poligordﬁ())
correspoude un punto homdlogo de otro polfgo&o gomejante,

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



triodo que estos dos puntos se halkn a distancias proporcional™*
a lo» vértice» homoélogos.

Hip.ABCI)E~A,B,C/D£l.
TesOA:OB:0G:0OD:0E=0'A":0'B:0'C:0O'D"OE".

BSiendo B'A'—BF tracemos FA":]-BO, ademas

A/IBII™ AB, B/IC//4 BC &a vy finalmente juntemos E" con A;/
Y sera segun teor. 20:

lo A"B,/Cla>'E,,"ABCDE~A'B/C'D,E/ (hip.)

2* AlIB/ICIIDIIEII= A IEICID/E/,
porqgue AMB'MA'B' por serBFA//B// un paralelogramOcuyo ladc/
BF=A/B/. (consfcr.)
Ademas A'B":B'CM"AB :BC=A"B//:B"C"
0 A'B"B'C'=A"B":B"C"
luego B/C/a=B//C/l por ser A'B"*=A"B".

Se demuestra de la misma manera, que:
CIIDII:CIDI y DIIEII=DIEI y EIIAI4=EIA<

Ya sabemos por el i®1° que <£EA'=A", B'=B" &a

Luego tenemos en estos dos poligonos A'B'C'D'E' vy
A"B"C"D"E// todos los elementos iguales y dispuestos de la mis-
ma fiaanera, y por tanto son congruentes.

Abora describiendo desde A' B' con los radios A"0 v P/'O’
dos arcos que se corten en O', sera 0' un punto en A'B'C'D'E",
que corresponde aO en A"B"C"D"E", yportanto A'0'=A"0,
B'0'=B"0, C'0'-=C"0&a.

Ademas sabemos que:

AO:BO:CO:DO:EO=A"0:B"0:C"0:B"O:E"0.

luego AO:BO:CO:DO;EO0=A'0":B'O"C'OD'O"E'O.

Cor. i. Lo mismo se verifica de un punto que esta situado’
fuera del perimetro 6 en él.

Cor. 2. Luego los poligonos semejantes pueden descompo-
nerse de infinitas maneras en triangulos semejantes.

Cor. 3. Dos poligonos son semejantas si respectivamente a
dos puntos pueden descomponerse en triangulos dos & dos se-
mejantes y colocados en el mismo orden/

Teor. 23. (128 y 131). Si dos poligonos semejantes tienen’
los lados homologos paralelos, concurrirdn en un mismo punto
las rectas que unen loo vértices homologos.

Hip. A7y A, ByB', Cy C' &a. son vértices homologos en
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loa poligonos semejantes ABCDE y ABTDET ademas AB4"
AB7 BC+IKy &a. « m = e 4

Tes.Trazadas las rectas AA7y BB7 hasta que se corten
en O, pasara la recta OC por C', la OD por D7&a.
* >
Dem. Corto 00 larectaB'C' en un punto X y sera
OB:OB'=BC:B'X (VII. 3).

Ademas tenemos por construcciéon é hipotesis
OB:OB'=AB :A'B'=BC:B'C®
0 OB:OB'=BC:B'C’
luego BC:B'X=BC:B'C', lo queda B'C'=B'X
y por tanto X es el punto C' 0 larecta OC pasa por el punto C'.
De la miera manera sg demu\gstlrz;l que OD pasara por D' &a.

Nota. O se llama el punto de semejanza.
J o+ wme i

Teor* 24. Boa perimetros de dos poligonos semejantes son
entre Tsi como, dos lados homadlogos. Vi A

Dem. Siendo a, b, ¢, d, e, flos lados en el uno y a7 b7 c7 d7 e7,
f, los lados homologos en el otro poligono semejante, tendremos
O*o -—-Ne *ef - i<t mif o

luego (a+b-fcM-d+e-ff).a;i+tbAcAHdAHer+f=a:a (Vi. 6).

Cor. Los perimetros son también proporcionales & las dis-
tancias homologas de dos punio3 homadlogos.

Al . *x om* m ¥ g

Teor. 25. (fig. 129L Dos poligonos de (n) lados son seme-
jantes:

lo Si tienen proporcionales entre si (n—1) lados ¢ iguales
los (h—2) angulos comprendidos entro, ellos.

2? Si tienen iguales respectivamente todos los angulos
y proporcionales (n—2) lados homodlogos y adyacentes.

Hip. para el lacaso <EA=A7B=B', C=C"
ademas EA:AB:BC.CD=EA"AB7.BT7.CD7

Tes. <"D=D7y E=E', ademas EA:ED=E7AT7TED7Y
Sf BNABCr~A'B'C7 (VIL 9)

luego AC:A'C'=BC:B'CECD:CD" (hip.)

ademas. <£ACD=ATD' porserC=C7y <LACB=ATB,
luego - . AACDMNATD7 . ,
de donde AD:AD=EDC:D'C'=AE:AE7 (hip.)

ademas <"DAE—D'A'E' por ser A=A7y <(;BAD=B7ADY7
luego N\DAE-v/IDAE, y por tanto

<4CE=E7y D=D7 ademas EA:EA=ED:ED7
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liip. para el2°caso. Todos losangulgs respectivamente iguale»
AB:BC:CD= A'BI:B'CIl:C'D7.
'lea. CD:DE:EA=C'D7:D'ET.E'AT

Dem. Dg la smiisma manera que en el primor caso tendremo
AACD~ACDI Iluego <£ADE=A'D'E7 ademas <£E=E
luego A aDE~A/D'E/ y por tanto

CD:DA:DE:EA=C'D>:D'A7.D'E7-E'A[

§ 32. PROPORCIONALIDAD DE AREAS.

Teor. 28. (fig- 132 y 133). Las areas de dos rectangulos
que tienen iguales alturas, estan entro si como sus bases.

Jip. AC=A'C".
Tesi Rctg. AD: Rctg. A'D'"AB:A'B’,

Joem. Caso 1?7 (fig. 132). Siendo AB y A’ B7 congens a ks
y AP=A'P' la medida comun;, sea AB=nAP y A

luego la razén AB:A'B'=£j.

Ahora levantando perpendiculares en los puntos de divi-
sion, tendremos: Rctg. AQ=Rctg. A'Q/ y ademas, por ser igua-
les todos los Rctg. parciales sera: Rctg. AD=n. Rctg. AQ vy
Rctg. A'D'=n' Rctg. A'Q7,

0 bien Rctg. AD:Rctg, A'D" =AB:A7BZ

Caso 2? AB vy A'B7 inconmensurables (fig< 133).
1? Estando AB dividido en partes iguales tan pequefias co-
Mo se quiera, pongamos una de estas partes como medida so-
bre A'B', y no podra el dltimo punto de division N' coincidir
con B7 por ser inconmensurables AB y A'B7, trazando ahora
N'R' |AB sera:
Rtg. AD rRctg. A'R7=A B:A Z\I (caso 10).

2? Podemos hacer que el punto N'se aproxime masy mas
a B7 tomando las partes iguales de AB sucesivamente mas pe-
quenas. y por eso el limite de A'N' serA A'B7

6 bien lim, (AB:A'N')=AB:A'B7

por consiguiente se aproximara tamb|e7 mas y mas el Rctg. A’ R7
al Rctg. AD 7 vy el limite de Rctg A'JZ sera Rctg. A'D7,

0 bien lim. (Rtg.AD:Rctg. A'Rl)=Rctg. AD:Rctg. A’ D7
ademas sera siempre . Rctg. AD: ctg A'R'= A7B A2
juego Rctg. AD:Rctg. AD'=AB:A'BI (§ 4d, 3).

Cor. 1? Doo rectangulos de igual altuna, son proporcionales
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|
a4 bus bases; pues en los rectangulos pueden considerarse las bases

como_alturas. ) _
Cor. 2° Las éareas [de dos paralelogramos do igual altura son

proporcionales™a. sus bases, y reciprocamente.
Cor. 30 Lo mismo vale de los triangulos,
Cor. 4®Be laproporcion delas rectasa:b=o0:d se sigue la otra:
&XP:b X P =cX<l:dXg» en donde pyqg son también rectas.

Dem.aXP:bXP=ab y cXg”~Xqg=c-~—a-b (teor. 26)
luego - aXp:bXp=cXqg:dXq.

Teor. 27- Badas las proporciones de las rectas;
a:b=c*.d y e:f=g:h, seran proporcionales entre si los
cuatro rectangulos formados por los términos correspondientes,
es decir:
aXe:bXf=cXg:dXb

Dem. aXi:bXf=cXb:dXb
aXe-aX f=cXg-cX b (VI %6 cor. 4)
lun™o aXe:bXf=cXg:dXb (VI, 0 *

Cor, Si a:b=c:d sera a% %c* d?2.
Cor. L Si a:b=b:c sera
Dem. a:b=brp,

y azb a:b
Juego aL.bl— .brc—&c.

Teor- 28. (figr 134). Las areas de dos triangulos semejantes
estan entre “i.como los cuadrados sobre dos lados homdlogos..

Hip. A.BCnyA'B'C’
lessAABO:A'B 'O'=AC*:A'C'3=AB 2:A'B'»

Dem. Trazandolas alturas sobro los lados homdlogos AO y

A'C', tendremos:
. BD:B'D'=AB:A'B'=AC:A'C'.porserAABD~A'B'D":

0 BD:B'D'=AC:AQO'

ademas: ]A C: IAC'=AC:AC
luego (ACXBD:(A'C' XB'D'=AC2:A'O'j (VII. 27).

0 bien AABO:A'B'CW |C* AC'*

oo A ABGAIBG= A Ac LR e s w2

Teor- 29. (fig. 129). Las areas de dos poligonos semejantes-
estan entre si, como los cuadrados sobre dos lados homologos
. o il .8 .
Hip. ABCBE~A'B'C'B'E".
Tes. ABOBE:A'B'C'D'E"ABL.A'B'2

BRescomponiendo’ los poligonos en triangulo semejantes;
tendremos;. P

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



AABC A'B'C'-"AB4A AB'* (VIIA28)

AACD A'C'D'=DC4A D'C*%—ABLAB'* *

AADE A'D'E'=EDL E/D/ABa:A'B'™*
luego A-ABC A'B'CWACD A'C'D'=ADE:A'D'E'

do donde AABC+DCD-t- ADE:A'Bé) % D'+A'D'E".
=AABC:A,B/C':AB\*A/B/ (VI. D)

0 bien ABODE:A'B'C'D'E'=A82:A'B 3

Cor. (fig. 130). Porsor AB:A'B's{ A:0O'A'*tenemos:
ABODE:A'B'C'D'E=OALO0'A'"*,

Teor. 30« (fiff122). En el triangulo rectangulo:

1? El cuadrado de la hipotenusa os al cuadrado sobro un
cateto como la hipotenusa & la proyeccion del cateto sobre ella.

2° Loa cuadrados sobre los catetos estan entro si, como sus
proyecciones sobre la hipotenusa.

Eip.8IB=R y BD |AC.
35. AO-:ABa:BCi=S.C:AD:DC.

Dem. ABZz CXAD, BCj=ACXI>C (Vn. U cor.)

Inego AGLABi :BCi =ACi :AOXAD:ACXI>0 |

sabemos que AC2:ACXAD:ACXDC=AC:AD ;DO (Til. 26)

luego © ' ACD:aB2:BcAC:ADDC. o
/ S et

Toor. 31. (fig- 135). La suma de los poligonos semejantes
construidos sobre los catetos de un triangulo rectangulo es igual
al poligono semejante construido sobro la hipotenusa.

] Eip.<"B==R, S-"P~Q, AB, BC y AC lados homologos.

Tes. S—P **Q.
JDem P:QzAB%BCZ

luego P-fQ:Q=ABL-j- sz BC2 (VL.

ademas es Q:S= BC2 C

luego +Q: S j-BC*:AC* (VI. 8)

sabemos que ABCAL{- BC A C 5

luego P+Q=S.

Nota. Los teoremas del Cap. VIy loa delVII especialmen-
te el 5?, G, 26?, 27? y sus corolarios contienen la razén geométrica
de la ejecucion de las operaciones algébricas con las cantidades
geométricas do las proporciones.

En general se puede decir que aun con todo rigor geomeétri-
co sejpueden hacer las operaciones algébricas con las cantidades
geométricas, con tal que cada expresion so pueda interpretar geo-
métricamente.
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§ 33. PIROBLEMAS ELEMENTARES.

Probl. 1. (fig. 130). Hallar una cuarta proporcional & tres
rectas dadas, a, b, c; esdecir, quesea: a:b=c:Xx.

Constr. 1®Formando un angn’o MBN tomese AB==a, CB=b
y AD=c; juntando A con C, tgacese D X"ACysera CLY larec-
ta pedida. : Ba

Dm. IL 1).

Const L® por teor. 2?

Probl. 2? Hallar una tercera proporcional a dos rectas da-
das: a y b, es decir, que sea a:bs

Const. It esla misma del probl. _1’? Const. 2®(fig. 137). De los la-
dos del angulo reeto QCP tomese BC=b y AC=a, juntese A con B,
y formando <EABX=I1t, prolongliese AC hasta que corte BX en
X y sera CX la tercera proporcional. tx

‘ Dem.(Teor. 14). AC:CB=CB:CX.

Probl. 3° (fig. 138). Hallar iuna media proporciona), a dos
rectas dadas: ay c, es decir, que sea a:X=X:cC.

Const. De la recta AC tomemos AB=a y BC=c, ahora
describiendo sobre AO como diametro una semicircunferencia,
levantemos en B una perpendicular & AC hasta que la corto
en X, y BX ser4 la recta pedida.

I.

Dem. <CAXC=R [IV. 191
luego AB:BX=BX:BC [VII. 14]

Probl. 4? [fig. 139J. Dividir una rectaAB en partes proporciona-
lesm:n:p. j |

Oor. Formado un angulo ABN témese BC= m, CE=n )%
E F= p; unido F con A tracese EX y CY paralelas aAF y los pun-
tos X é Y dividen larecta AB en larazon pedida.
Vi' R L *

Pem [Teor. 1 cor. 2J.

Probl. 5® (fig. 140). Dividir una recta dada a en media y
extrema razon, es decir, que sea a:X=X:a—X.

Const. Siendo AB=a, tiremos BQ |AB igual & £AB, desde
O como centro describamos con OB un circulo, y trazando OA,
quo corte la circunferencia en D hagamos AX=AD, y AB sera
cortada por X en la razén pedida. :

Dem. Prolonguese AO hasta cortar la.circunferencia en C

y sera B
AC:AB=AB:AD (VIL 17)
luego AC—AB:AB= AB—AD:AD (VI. 5)
pero AB=DC y AD=AX (const.)
luego AX:AB=XB:AX 60 AB:AX=AX:XB. ' '
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Probl. 0 (flg. 141). Sobre unarecta dada A'E' construir un
poligono semejante & otro dado.

Oonst. Descompuesto en triangulos el poligono dado por dia-
gonales trazados desdo un vértioe A, formemos «c"E'A'D'"EAD,
<£E'=>E y tendremos el punto D' correspondiente & D ; de la mis-
ma manera formados los otros triangulos correspondientes a los del

4poll'gono dado estara construido el poligono A'E'D'C'B-"AEDCB.

Dem,Por la construccion todos los triangulos formados sor
semejantes a los del poligono dadoy colocados del mismo modo
y por tanto, loa poligonos son semejantes. (VII. 22 cor 3.)

Probl. 7. [flg. 142]. Dividir un triangulo dado en triangulos
proporcionales, m:n:p.

Const. Haciendo AD:DE:EC==m:n:p [probl. 4] juntemox.
B con D.y E y tendremos ABD:DBE:EI3C=m:n:p.

Dem.Todos los triangulos tienen la misma altara, y por eso:

ABD:DpE;EB.C=AD:DE:EC=m:n.:;p [VII. 26 cor. 3]f,

1 # t

Probl. 8 [fig. 143]. Dividir un triangulo por una recta pa*\
ralela a un lado.en dos partes proporcionales m:n.

Analisis, Siendo XY la recta pedida, tendremos:
AXBY: XACY=m:n
luego AXBY+XACY: XBY=rm+nym [VI. 5]
0, A ABC:XBY=m-fn.m=AB4LBX* [VIL 28].,

Se ve gue construida la ultima proporcion, el problema que-
dara resuelto; por esto describamos sobre AB como diametro una,
semicircunferencia, y formando BD=*BX, y DEJ_AB, tendremos:

AB~N:BI&EAB:BE [Yu 30 =m-f-n:m, por ser BD=BX.

En la altima proporcion AB:BE=m-]|-n:m podemos direc-
tamente determinar E.por probl. L; ppr E se determina D, por
BD la parte BX y por tanto quedara resuelto el problema.

Const. Haciendo AB:BE=m-]-n:m [probl. i], describamos
sobre AB como diametro una semicircunferencia, levantando en
E la perpendicular EM a AB, juntemos el punto D con B y
describamos con BD desde D un arco que corte BAen X, vy
trazando XY + AC ser& AXBY :XYCA=m:n.

&, AB:BE=m-]-n:m [const.]
ademas AB:BE=AB*:BD* [const. y YU 30]—AB~BX* [const.]*
luego AB*:BX*=m-]-n:m
ademas AB*:BX*=AABC:XBY [VIL 28]
de donde m-]-nnm=AABC:XBY

0 m-fn—m :m=AABC—XBY'.XBYTVI 5]
es decir nm=XYCA:AXBY
6 A-"BY:XYCA=m:n.

Probl. 8 [fig. 141]. Dado un poligono.construir otfo seme-
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¢canta, con el cual esté el primero en la&azén do m a n,

Resolucién. Por medio del probl. ee puede hacer-que
A AXY:ABC=n:m; entonces trazandoYZ~ CD y ZV ™ DE, seré.
AXYZVel poligono pedido.

Dem. 1? AXYZV~MABCDE [const. y VII. 20cor.].
2° AXXZV:ABCDE=XY2:BCa
pero XYL:BCt=\AXY:ABC=n:m [const.j
luegd AXYZV:AB(IDE=n:m.

CAPITULO VIII.

Poligonos regulares y medida del circulo.

| 34 PROPIEDADES I)E LOS POLIGONOS RIEGULARES:

Explicaciéon la Un poligono que tiene iguales tddds sus la-
dos W angulos se llama regular.

?a Un poligono esta inscrito en una circunferencia, 0 una
vcircunferencia esta circunscrita a un poligono, si todos sus ver-
tices estan en la circunferencia.

3* Un poligono esta circunscrito & una circunferencia, 6 una
circunferencia estad inscrita en un poligono, si todos bUS 1ados
bou tangentes de la circunferencia.

Teor. 1. Cada angulo d6 un poligono regular d; n lados
esigualad (= -9 rectos.

Dem. En todo polifono la suma de los angulos es igual a
n{B—4R, ya sabemos que en un poligono regular, todos los angu-
los son iguales, luogo cada angulo igual & — = 2R** iji-

Teor* 2. [fig. 144]. Todo poligomo regular tiene un centro

ue equidista do_los vérticesy de los ladro.
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r Dem.Dividiendo los angulos Ay B en partes iguales, pro
onguemos hasta C]Lf se corten en O y el punto O: lo equidista
Ido los vértices, y £? dolos lados.

Acerca del 1? <£OBA=0BC y AB=BC
.Nneosso AOBA=0BC [Tl 71, ademas son isosceles por ser A=AB,
luego BO=A0O=CO.

De la misma manera so demuestra quo todos los triangu-
los restantes son congruentes entre si, y por tanto

OA=0B=0C=0D=O0OH=0E
acerca del2? Tracemos OFJ AE OG_[ ED, OHJ CG &a. y di-*
remos que todas estas perpendiculares son iguales entre si.

Todos ios tridngulos formados AOE, EOD, DOO &a. son
congruentes entre si 0 isdsceles, luego asi como tienen igual baso
asi tambiép igual altura.

Cor. L A todo poligono regular se puede circunscribir ¢ ins-
cribir un circulo. Sabemos que el punto O equidista de todos
los vértices, luego describiendo un circulo con esta distancia
como radio desde el punto O, pasara la circunferencia por los
vértices*, ademas describiendo un circulo desdo el punto O con la
distancia igual delos lados, tendra la circunferencia todos loo
lados, por tangentes.

Nota. El radio del circulo circunscrito so lama radio del
poligono, y el radio del circulo inscrito apotema; el primero so
denota por r (R), el segundo por

Cor 2. Son congruentes entro si todos los triangulos, quo se
pueden formar juntando el centro con los vértices, lo quo he-
mos visto en la demostraciondel teorema.

Cor. 3. El radio del poligono regular es bisectriz de los angu-
los, pues es el fundamento de la demostracion.

Cor.a. El angulo que forman dos radios sucesivos es igual

a”™ esdecir<EAOB=~* puesto que los n triangulos son con-

gruentes. Dicho angulose llama angulo al centro.
Cor. W. Lo mismo vale relativamente alas apotemas.

Cor. U. EIl apotema divide cada lado y el arcocorrespondien-
te en dos partes iguales, puesto quo os el radio perpendicular &
la cuerda.

Jul \ - * 1

* */
Teor- 3. Todo poligono equilateral 6 inscrito en un circulo
es regular.

Dem. Todos los angulos del poligono estan inscritos y susla-
dos abrazan arcos iguales, por ser todos los lados iguales, y por
tanto son también iguales los angulos.

Cor. Luego si se halla la circunferencia dividida en n par-
tes iguales, tendremos uniendo los puntos suceswos do division
un poligono regular con n lados.
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Teor- 4- lug* 145]. Todo poligono equianguloy circunscri-
to & un circulo es regular.

Hip. <EA=B=C &. OF=0G=0H &a. y son perpendicu-
lares a los lados respectivos.
TesAB=BC &a - f

: Dem.FB=BG y OB bisectriz del <*B, OA del A (IV 22ji
luego AAOB, BOG &a. son isosceles, por ser <EA=B &a,

de donde AF=FB yBG GC &a. (Il.13) =

0 4AByBG—¢ BC;

sabemos que B F BG

luego AB=BO ' A

De la misma manera se demuestra que BC=CD=DE=EAO

* i » t ->
Teor. 5- El &*a de un poligono regular es igual & un rec-
tangulo formado por la mitad del perimetroy por el apotema.

Dem. EI poligono regular se descompone en n triangulos
congruentes, que tienen por base el lado del poligonoy por al-
tura el apotema; luego designando por S el é&rea, por bel lado
y por P el perimetro del poligono regular tendremos:

NM—n.i bXp=2nvX A=i EXA

Teor- 6- Los poligonos regularos de un mismo numero do
lados son semejantes entre si,

Dem. Todos los angulos son respectivamente iguales y estan

colocados en eIA mismo orden, por ser cada uno de_ellos igual a
'V

<
(28— --E); ademas la razdn entredos lados es siempre la mis-
ma, puesto que un poligono regular tiene todos los lados iguales™
&

Teor* 7* Eos perimetros de dos poligonos regulares de un
mismo numero de lados son proporcionales asus radiosy apotemas.

Dem.P:P'=b:b" (VII. 24.) w Jf
ademas b;b'=r:r mues forman triangulos semejantes,
luego P:P'=r:r '=p\pf \

Teor* 8- Las areas de dos poligonos regulares de un mis-
mo numero de lados son proporcionales a los cuadrados de sus *

radios y sus apotemas.
Dem. S:S/=b2:b/2 (VIL 29)

b= 1:\x'—p\fi
luego S:S'=r2:r/?:pj
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§ 35. PROBLEMAS.

. Probl. 1o Dado un poligono regular inscrito, construir o]
circunscrito del mismo numero de lados.

Oonst. 1“ (fi". 146). Siendo ABCDE el poligono regular ins-
crito, tracemos las tangentes en los vértices A, B &c. hasta cor-
tarse y tendremos el poligono regular pedido.

Dem.1? Tendremos tra poligono con el mismo ndmero
lados. Las tangentes en Ay B forman con el lado AB angulos
agudos luego se cortan sobre AB, ¢ forman alli un vértice
A’', le mismo vale relativamente a los otros lados, luego tendre-
mos un poligono que tiene tantos veértices cuantos lados tiene el
otro,ny por tanto tiene también el mismo numero de lados.

? El poligono es circunscrito por ser todos los lados tan-
gentes (Oonst.)
3? EIl poligono es regular.
Por ser arc.AB=arc. BO se sigue
<IA'AB=A/BA=B,BC=B'CB (IV. 21)
luego <A/=B'=C/ &a. (l.ly_
A'B/=B'C/=C/D/ &a. (YiIn. 4).

Oonst. 2* (fig. 147). Siendo AB el lado del poligono regalar
de N lados, bajemos desde el centro O una perpendicular 4 AB,
y prolongandola hasta que corte a la circunferencia en O, tra-
cemos por O una tangente que corte en F y E a los radios
OB y OA prolongados.

Repitiendo esta construccion en cada uno de los lados del
poligono inscrito, nos resultard un poligono regular con el mis-
mo numero de lados.

Dem.1? Resultard un poligono con n lados.

Siendo OHJ BG: 6 <~"D'OB=:DOB, pasarad la tangente en
H por F, porque pintando F con H serda <EOHF—R por ser
¢N\OHF=0OCF (Il. ). Lo mismo valdra para las demas tangen-
tes relativamente & los puntos J, K &a. Luego resultard un poli-
gono que tiene tantos vértices cuantos el primero, y por tanto
tiene también el mismo numero de lados.

2? Resultara un poligono circunscrito por ser todos los lados
tangentes (Oonstr.)

= 3? Resultard un poligono regular,
<EB=<£i\ <£G=J, <M=K &a. (l. 12)

pero sabemos que <~"B=Gh=M &a. (hip.)
luego <VF=J=K &a
. EB=TJ=JK &a. (VIH. 4). *
Probl. 2? (fig. 147). Dado un poligono regular inscrito, for-
mar otro inscrito con doble numero de lados.

Oonst. Siendo are. AC=arc. CB y are. BH*t=arc. HG &a. jun-
tese A con C, C con B, B con H &a. y resultara el poligono

pedido.
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Dem.1* Tendremos un poligono insorito con doble numerc
de lados, por estar todos los vértices en la circunferencia y du-
plicados.

2? EIl poligono es regular. Puesto que todos los arcos cor-
respondientes a los lados del poligono nuevo son iguales entra
(constr.) y por tanto lo son los lados (1V. 4), luego dicho po-

ligono es regular (Yin. 3)
t

Probl. 3. Dado un poligono regular inscrito formar el cir-
cunscrito con doble numero de lados.

Constr. 1* Formese segun el probl. 2 el inscrito con dobl9
numero de lados, después segun el probl. 1o el circunscrito.

Constr. 2a(fig. 148). Sjiendo ABael lado del poligono dado,
formemos segun el probl. 1, constr. £a el lado del poligono regu-
lar circunscrito correspondiente sea CE; después trazando las
bisectrices de los angulos DOA y DOB, y prolongandolas has-
ta cortar CE en los puntos Jy L, sera JL el lado del poligono
regular circunscrito con doble nimero de lados.

BPor ser <JGOD=HOD (const.), OD serA& como a AB
también perpendicular a GH (I1. 13), luego GH”™ AB; ademas es
GII=AD por ser <EGOH=AO0OD (const.), pero AD es el lado
del poligono regular inscrito con doble numero de lados (probl.

2°), luego lo sera también GH vy por tanto JL el lado del poli-
ono reg ar circunscrito con el mismo numero de lados (probl.
? constr.

Nota la Se vecuan i portfnte esla 2aconstruccion por estar
incluidos en ella el probl. 1?7y £?; por tanto deduzcamos algunos
corolarios.

Cor. 2? JA=JD y JAJ AO por ser /NJAO=JDO.

Cor £? Trazando MN 4AF se sigue que

DN=NF [IIl. 12), luego FF'>F'D,

y por tanto duplicando siempre los lados del poligono, el punto
F' se aproximara mas y mas al punto D U bien el apotema se
aproximara mas y mas al radio.

Nota 2a Si la circunferencia,'esta dividida en n partes igua-
les, lo sera también los 4R al rededor del centro é inversamente
{1V, 4]

Nota va Si dividimos la circunferencia en un numero cual-
quier de partes iguales y unimos sucesivamente con rectas los
puntos inmediatos de modo que quede formado un poligono,
es evidente que sera regular, puesto que todos sus lados y an-
gulos son iguales entre si; luego se pueden inscribir geométri-
camente en un circulo tantos poligonos regulares cuantas sean
las partes iguales en que se puede dividir geométricamente la
circunferencia.

Probl. 4° (fig. 149). Dividir una circunferencia en cuatro
dartes iguales 0 inscribir un cuadrado en ella. Y,

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



Const. Trazados dos diametros perpendiculares “vipda la cir-
cunferencia dividida en 4 partes iguales, vy Juntandolos puntos
e?tremos tendremoﬂel cuadrado ABCD.

. Dem.Es manifiesta.
% % !

Prob. 5. (fig 150). Dividir una circunferencia en sois partes
iguales ¢ inscribir en ella un exagono regular.
> Const. Desdo un punto A describese con AO como radio un
arco que corte la circunferencia en B, y el are. AB sera la sesta
parta de la circunferencia y la cuerda AB el lado del poligono
regular pedido.

Dem Junltese Ay B con O y sera \AOB equnateral y por
tanto <£AOB §B = — luego es el are. AB la sesta parto de la

cwcunfg encia, y por tanto AB=r lado del exagono regular y
(¢AB=Ur su perimetro (véase Nota £*) »
Cor. 1/ Com¢é ahora'63 facil construir el lado del exagono
regular circunscrito, asi lo es encontrar por calculo su valor .nu-
érico.
' Siendo en la fig. 146 MN=ON=I y PQ el lado del exagono

regular circunscyito sera
PQ:MN=0OR:QS

en donde OS"ONV-SN*=1—J=]
lijego " 0S=Jv/3
" =y i=5v~/"

y por tanto el perimetro del exagono regular circunscrito sera
"4\/3 si radio es igual a la unidad.
" Cor. L. Siendo (fig, 150) AB=BC sera la recta AC el lado del

tridngulo regular, pues <€£AOC = — =0t

Probl. 6 (fig. 151). Dividir una circunferencia en diez partes
“iguales ¢ inscribir en ella un decagono regular.
> i

Analisis.Siendo el arg, AB la décima parte de la circunfe

rencia" 0 la cuerda AB el lado del decagono regular, 'serd <EAOB
=fBi y por. tanto <TOAB==0OBA==f-It; ahora trazando la bi-
sectriz del<5COAB, sera"BAM y AMO isosi?es 6 AB=AM=MO,
ademas « AO:AB=OM:MB (VII
0 OB:OM=0OM:MB por ser AB:OM.

Luego OB so halla dividida en media y extrema razon.

Constr. Dividido el radio OB en media y extrema razon, es
decir, de modo que OB:OM=MO:MB, setome lacuerda BA=OM
y serd el are. AB la décima parte de la circunferenciay la cuerda
AB el lado del decagono regular.

Tem. Por ser OB:OM=OM:MB y OM=AJB, tendremos

?) OA:AB=0OM:MB, luego AM la bisectriz del <TOAB

(VIL 13). “ N
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2?) OA:AB=AB :BM, de donde por ser <EOAB= ABM
AOAB”™ABM, luego AMARB isoscele, yvpor tanto
N <"MAB=A0B —MAO (lo)

6 <£OAB=2A0B.

Xa sabemos que <"\AOB-]-20AB==2R 65AOB=2R

cima parte de la circunferencia y la cuerda AB el lado del de-
cagono regular. (Véase Nota £)

r Cor. Siendo BC=BA serd el arco ABC la quinta parte
de la circunferencia y la cuerda AO el lado del pentagono re-

gular, por ser <’\AOC:2AOB:|'?. \Y;

Probl. 7. Dividir una circunferencia en quince partes igua-
les 6 inscribir en ella un pentadecagono regular.

Resol. Pogsmos geomeétricamente formar <£-;4R, ademas, se-
un el probl. U <"/I§\-h 4R y por tanto un <£(-£-— A) 4R=  .4R=:

. . luego se puede construir Ja décima quinta parto de la cir-
cunferencia y el lado del pentedecagono regular.

5 3G. PROPORCIONES RELATIVAMENTE AL Ci_RCULq.

fxplicaciones.
" (fig. 152). Siendo AFCEB una curva y su cuerda AB,
tomemos un punto O. proximamente en la mitad de la curva,
y juntando C con A y B vemos que lasuma AC-j-CB se aproxi-
ma mas alacurva que AC; tomando después Fy E proxima-
mente en las respectivas mitades de AO y OB, la linea quebra-
daAFCEB se aproxima ya mas a la curva que la anterior; y
procediendo de esta manera tendremos una linea quebrada que
se aproximara masy mas a la curva; puesya en la sesta divi-
sion no se puede distinguir sensiblemente a la curva de la*recta.

Pero procediendo indefinidamente de este modo tomando
cada vez las cuerdas mas pequefias podremos hacer que la dife-
rencia entre la curva propuesta y la linea quebrada sea menor
gue cualquier cantidad asignable; por tanto, segun la definicion
admitida para el limite, la curva sera el limite de la linea quebrada.

Observemos que la linea quebrada pasa & su limite por in-
crementos sucesivos por ser AC-[-CB[>AB, una relacion cons-
tante entre las demas cuerdas.

Esto supuesto pongamos.

Principio ].? Toda curva convexa es el limite de una linea
guebrada, cuyos lados son cuerdas y llegan & ser menores que
cualquier cantidad por pequefa que sea.

a Siendo parala misma curva AD y BD dos tangentes en
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loa puntos Ay B que se eorten por la parte superior de AB,
tracemos por el punto C una tangente, y veremos que la suma
AH-]-HG+GB se aproxima a la curva mas que la AD-f-DB;
trazando después por F y E tangentes es manifiesto que lalinea
quebrada ALJKMB se aproxima ya mucho mas a la curva que
la anterior; y procediendo de esta manera tendremos presto
una linea quebrada, que se puede confundir sensiblemente con
la curva. Luego procediendo indefinidamente tomando cada vez
tangentes mas pequenas podremos hacer que la diferencia entre
la curva propuesta y la linea quebrada sea menor que cualquier
cantidad asignable; por tanto sera la curva el limite de lalinea
guebrada.

Observemos que la linea quebrada, cuyos lados son tangen-
tes pasa a su limite decreciendo, por ser HG<"HD-]|-GD una
relaciéon constante entre las demas tangentes.

Por esto pondremos.

PrincijZio 2? Toda curva convexa es el limite de una*linea
quebrada, cuyos lados son tangentesy llegan a ser menores que
cualquier cantidad por pequefia gne sea.

Nota |la Estos dos principios valen para todas las curvas,
para verlo debemos muchas veces descomponer la curva propues-
ta en otras dos convexas como en la fig. 153, donde A es el
punto de flexion.

Nota 2a Estos dos principios valen también relativamente a
las areas, lo que es manifiesto.

3aAplicando estos dos principios al circulo, podemos decir:

La circunferencia es el limite de un poligono inscritoy re-
gular, ouyos lados se duplican indefinidamente; este perimetro
pasard asu limite recibiendo incrementos sucesivos, luego ab-
solutamente serd siempre menor que la circunferencia.

La circunferencia es el limite del perimetro de un poligono
regular y circunscrito, cuyos lados se duplican indefinidamente;
este perimetro pasara a su limite decreciendo, luego absoluta-
mente sera siempre mayor que la circunferencia.

Teor. 9. Dos circunferencias son proporcionales a sus radios.

Dem. Designemos por Oy Cos;j cir
dios sean Ry R'; ademas siendo Py P' los perimetros de dos
poligonos regulares con el mismo numero de lados inscritos el
primero en la circunferencia O y el otro en la O, tendremos
siempre la proporcién: )

P:P'=R:R' 6 P:R=P":R', (YIN. 7)
aunque duplicasemos mas y mas juntamer6te los lados, por ser
siempre los poligonos semejantes (VIII. V).
Ahora aplicando el teorema de los limites (8 24. 3) sera:
lim. (P:R)=C:R por ser Ilim.P=C
y lim. (P"R/)=0/:R" por serlim. P~ C"'
Iuegc6 C:R=C"R'
C:C'=R:R".
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Teor, 10* Las areas de dos circulos son proporcionales &
los cuadrados de sus radios.

jDem.*rDesignemos por C,y C/ las areas de dos circulos cu-
yos radios sean R y R'; ademas, siendo S y S' las areas
de dos poligonos regulares con el mismo numero de lados 0 ins-
critos fel primero en la circunferencia C y el otro en la O, ten-
dremos siempre la groporcion: n
S:S=RZ4R'a 6 S:R'"M"S 'R 2 (Yin. 8),
aunque duplicasemos masy mas juntamente los lados, por ser
siempre los poligonos semejantes. (VIH. V).
Ahora aplicando el teorema de los limites (8 24,3) sera:
lim. (SiR"\’\CgiR-*, por ser Iim. S=CB
y I|m (i R'*)=C'BR/3, por serlim.S'=C'B
luego CBR'3 6 CbCb=Rs:R'3

Cor. Sabemos que C:R=C"R"' 0 C:2H=C':2R/, luego la
razon de la circunferencia & su diametro es constante, y si co-
nocemos esta razén para un.circulo la conoceremos para todos.

El ndmero que expresaesta razon se llama n y esté calcula-
do aproximadamente 7r=3,14159 lo que veremos en el § si-
guiente.

Con lo que tenemos C: ZRZ
luego

Teor. 11 El area de un circulo es igual & un rectangulo
cuya base es la mitad de la circunferencia y cuya altura es el

radio.
Dem.Tomando la misma expresion que arriba y ademas

designando por p el apotema del poligono tendremos:

S=iPXP
sabemos que lim. S=CBy lim. PXp=JCXE
por ser lim. P=C vy lim. p=R (8 35
luego C=£GXE.

Cor. CB—Z’R* por ser C=2’\R.

Teor* 12* (fig.154). Los arcos de dos circulos iguales 6 do
unimismo circulo son proporcionales & sus angulos centrales.

e Caso 1? Siendo los are. AB y A'B'
supongamos que sea are. AM=A'M"' la medida comun entre ellos*
y are, AB=m (4 AM y are. A'B*n (7) A'M'

luego la razon are. AB:AT&'=="-",

Ahora juntando los puntos de divisién en los respectivos
arcos con sus centros, seran todos los angulos parciales iguales
entre si (IV. 4) y por tanto:

<£EAOB=m.AOM y <~I,0B=n,A,0,M
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lliogo la razon <MAOB:A'Q'B'— [

sabemog ya que la razéon are. AB:A'B'= ™
luego <£AO0OB:A'0'B'=arc. AB:A'B".

2 * » N
%’) Cago. Are. DE y D' E' nonn inconmensurables.

? Estando el are. DE dividido en partes iguales tan peque-
fas como se quiera, pongamos una de estas partes como medida
sobre el are. D'E’, y no podra el ultimo punto do division P coin-
cidir con E', por ser inconmensurables los are. DE y D'E’; trazan-

do ahora O'P, sera
Ara. DE:D'P=<i[DOE:D'O'P (caso 1?)

2° Podemos liacer que el punto P se aproxima mas y mas
al E' tomando las partes iguales del are. DE sucesivamente mas
pequefas, por eso el limito de D'P sera D'E’,
6 bien lim. de la razén (are. DE:D'P)=are. DE:D'E"; por consi-
guiente se aproximara también mas y masel <€£D'O'P al <£D'0O'E"
Oel lim. del<£D'O'P sera D'O'E";
6 bien: lim. déla razén f<*"DOE:D'O'P)==<~"DOE:D'O'E";
ademas serd_siempye: are. DE:D'P=<£DOE:D'O'P (caso 10)
luego <EDVE:D'U'E'=arc. DE:D'E" (8 24. 3).

Cor. Lo mismo vale de los sectores, pues la demostracion
serda la misma poniendo solamente en lugar de angulo la pala-
bra “sector”. ' , -

Dos arcos de circulog desiguales

Teor- |]3"‘ quq
tienen angU centra eS IgualeS son proporcmna eSd bus radIOS

<JFAOB=A'0'B.
Tes.Are. AB;are. A'B'=0A:0'A".

Dem. Are. AB:C=<£A0B:4R
y are. A'B"C"*""A'O'B':4R
luego Ajrc. AB:C=are. A'B"O' por ser <£EA0B=A'0'B" (hip.)
0 Are. AB:are. A'B'=C:C'=:0A:0'A (VIH.9).

Cor. El ieori 12 sirve de'fundamento para medir un angulo
por un arco, pues creciendo un arco en cierta razon, crecera
en la misma el angulo central correspondiente, es decir, si un
arco a es la na parte de la circunferencia C, también el an-
gulo central correspondiente a sera la na parte de 4R; pues-
to que

C.a="M4R:a 6 C :rl']c:4 R

Inégo 4R:a—n lo quedara
4R

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



Ahora bien, imaginémonos una circunferencia dividida en
360 partes iguales llamadas grados y uniendo los puntos de di-
vision con el centro, estaran también divididos los 4R en 360
Y LR en 180 y IR en 90 partes iguales, que también se llaman
grados. - -

Para obtener divisiones mas menudas se divide el grado en
60 minutos, este en 60 segundos, que se escriben en vez de 32
grados, 17 minutos, 63 segundos* asi, 32° 17" 53".

Para apreciar practicamente estos valores se hace uso de ul
instrumento llamado transportador, que es un semicirculo* cu-
yo arco esta dividido en 180°: ahora para medir un angulo, co-
loguese el centro del transportador sobresel vértice del angulo,
de manera que el didAmetro notado por 0 caiga sobre un lado
del angulo, y véase cuantos grados indica el otro en la gra-
duacion.

Por medio del mismo instrumento sera facil formar en el
papel un angulo, por gj. de 27°. -

Nota. La division modernao teermal, es decir ladel c
drante de la cwcunferenﬂil) -grados y el grado en T@O
minutos y el minuto en segundos &a., todavia no esta muy
admitida, pues su introduccion«envuelve muchas dificultades.

Teor. 14. (figr 155). Los sectores y segmentos en circulos
desiguales- que tienen angulos centrales iguales,, son proporcio-
nales a los cuadradosidfte sus radios. . S *

y

2es.|° Seet. AOBrsect.A/0'B'=:R!l:R"».
2* Segt. AB:segt. A'B"R» :Ra. |
Dvm.itaralo Sect.AOB:C,=’<£AOB:4R (VIH. 12 cor.)
Sect. ACXB,:C',=<I;A'0'B"4R
Iuego Sect. AOB:.C,=A"'0" BrCtpo 2ser <rAOB=A'0'B' (liip.)

0 Sect. AOB:A'0'B'=C,:C',=R4L:R'« (VIH. 10).

Item, para 27?'Sect. Aﬁ)B sethJ ﬁ?B,erR 2

A AOB:A A’ R Lpor ser AAOBMA'O'B'

luego Sect. AOB:sect. AOB*= A AOB"AA'0'B<
0 Sect. AOB:AAOB=sect. A O'Bf; AA' O'®'
luego
Seet. AOK-AAOB:AAOB=sect AAO B' AAD B":AA'O'B’
0 Segt. AB:A AOB= Segt. A'AB'TAA'O'B' =
» Segt. AB jsegt. A'B:'=Aa °B :AA'0O'B'=Ra:R"™.

§ 37. DETERMINACION DEL VALOR DE

Problema. Dados los perimetros' del poll'gono].regular Ins-
crito y circunscrito de n lados, hallaruna férmula, que expreso
el perimetro del poligono regalar circunscrito 6 inscrito de
Indos. r\
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Constr. (fig. I5G) Siendo AB el laclo'clel poligono inscrito
con n lados, y dividiendo <EAOB en. dos partes iguales por OC,
serd EF que es la tangente en C el lado del poligono regular’cir-
cunscrito con el mismo nunicro ele lados (835 probl. 3 const. 2");
juntando después A con C y dividiendo <£AOC en dos partes
iguales por OD, sergy AD=DC el medio lado del poligono regu-
lar circunscrito con £n lados; por lo que haciendo lo mismo en
otra parte, GD seré todo el lado del dicho poligono, ademas sabemos
que AOAD=0CD (Il. 7) luego AD=DC y <£EOAD=R
pero DC=4 GD luego AD=; GD.

Por ser AC el laclo del poligono regular inscrito con 2n lados
se necesita determinar AD y AC.

Designemos por Pi y Pe los perimetros del poligono inscrito
y circunscrito con n lados y por PV P'c los con n lados.

| a parte determinar P'c e *

ED:DC=0OE:OC (=OA)=EC:Al=Pc:Pi

luego ED+DC:DC=Pc+Pi:Pi
0 EC.:.DC=Pc+ Pi:Pi
pero EC;DC=4n.EC:4n.DC= 2PCP'c
luego 217 I ==l%3— <Pi -i
Ve~ .Pc-Pi
Pc+Pi

2aparie determinar P'i

NDHC~CJA por ser are. AC=arc. BO
luego OH:CD=AJ:Ag=A.J:LUH
- 4n.0OH :4nCD= 4nAJ:4nCH
0 - P'i:P/lc=Pi :P'i
luego P'i=VP'cPi
T)A

APLICACION PARA DETERMINAR EL VALOR DE n.

muias
uno
el valor de esta exacta hasta el lugar decimal que tengan elos
dos perimetros comunes, pues el valor de la circunferencia estara
siempre entre el de los dos perimetros.

Para comenzar el calculo tomemos el poligono del exagono
regular inscrito y gircunscrito. Sabemos relativamente al exagono

regular que Pi= Uy Pc=4"3 siendo r=1 (835 probl. 5 cor. 1).
De donde por medio de
p/ __ 2Pc.Pi

oy P'i=VFe.Pi
Pc-f-Pi

-Pc=% r7F =3 W 3 =G"'4308806'
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e I"Pj= | S - S e =(5.2UG570...

Por serr=1 vy la circunferencia igual § 2%, sera al ma-
lios igual & G ¢ nés. f- /=.

Aplicando en adelante dichas férmulas tendremos por cal-
culo la tabla siguiente: * [

Valor del perimet. Valor del perim.
El nimero del poligono cir-  del poligono Valor aproxi-

de lados cunscrito. t inscrito. mado de n.
6 <,. 61549282032.. ’ 60000000 3>
12 6,4307806.. , 6.2116570.. 3,
24 ,6,3193198.. 6-2652572.. 31
48 0,2921721.. 6,2787004.. 3,1 :
96 6,2854291.. 6,2820639.. 3,14 |,
192 6,2837461.. 6,2529049.". 3,141
384 6,2833254.. 6,2831152.. 3.141
768 6,2832203.. =6,2031677., 3,141
1536 0,2S31940 6,2S31S09.. 3,14159

~ by

eArquimedes hall6 primeramente que la razdn de la circun-
ferencia al diametro 6 el valor de n esta entre V y -Vi3. Pedro
Mecio (1550) la determiné por U f y después Ludolf de Ceulen
(1587) ya hasta 32 lugares decimales, y por tanto se llama el
valor de n espresado en fraccion decimal el numero de Ludolf.
Los modernos por medio del analisis superior, han hallado el
valor de M\mas aproximado, por ej.,, Eichter hasta 500 lugares
decimales.

u=3,14159265358979323846....
Aog. Tr=0,497149S7..........

i-=0,§183099, log.-=0,502S5501—1

-M ®»

§38. FORMULAS PARA RESOLVER ALGUNOS PROBLE-
MAS NUMERICOS POR MEDIO DEL VALOR DE n.

Designemos por r el radio, por C la circunferencia, por C, o
area del circulo, por a un arfeo, cuyo valor degrados n, por s el
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irea de un sector.
Conocido r se puede [determinar los raloros de todas las

otros cantidades.
].! C=27rr de donde r= 2'r

I 2*C,—nr2.. S
N n# nr 180.a . 180.a
3% & qgon Tl nur YT nor
pues a27ZTet* n#360° (VIII. 12))
. ® *, , |, /8?360° . s.860°
4* "* seo” de donde
pues B:’\r2=n°:3GO (VIII. 12 cor.)
Ejemplos para formar 3“ siendo r=1, ademas
lo n0=e36° 0

*= N 5.3,14139: N .3,141592=0,62831%
2 n=87° 35' 14"=315314"
SR T- 3,141592.
E_I calculo se ejecutara mas facilmente por los ggﬁx_r'tmos
log a=log 315314-f log z—(log | log Q0)

log 315314=5,4987432
log n =0,4971499

+5,0958931

log 180 =2,2552725
21og 60 =3,5563026
e~

—5,8115751

+0,1843180
log a=0,1843180=1log 1,528685
0 a=1,528685.
Es decir, siun arco dado por grados es igual a87° 35" 14"
serd su longitud comparada con el radio}?igual a.lla unidad
1,528C8o.

Iéota. Por medio de las formulas reciprocas se encuentran
ron J si se conocen las otras cantidados.
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CAPITULO IX.

Ejercidles practicos*

§ 39. ADVERTENCIAS.

1* Loa ejercicios practicos tienen por objeto el responder & las
preguntas propuestas y el dar las respectivas demostraciones, como
también la resolucion de los problemas graficos. Muchas veces se
Indica lo suficiente que,puede servir de norma de la resolucién
completa; einembargo sera muy util que el estudiante procuré
resolver por Si estos problemas sin acudir & la clave.

2? En la ejecucidn de los problemas y teoremas solo se pueden
aplicar los capitulos respectivos antecedentes, no los siguientes.

3? Para abreviar llamaremos:

a) ea un triangulo isosceles los lados iguales solamente lado3

y baseel tercer lado; por consiguiente la perpendicul
desde el vértice a la base , y las alturas que perte-
necen & los lados iguales alturas
b) En un tridngulo cualquiera (fig. 158) denotaremos los tres
lados por a, by c,los angulos
alturas que pertenecen a los lados respectivos por ha hb y
hU; m y n los segmentos en que por la altura queda di-
vidida la base, es decir, DC=m, 1)B=n, sea el triangulo
agudo U obtuso.
c) (a+b) dice que se da la suma de las rectas ay b, aun-
gque no se conggcan ani b; (a—b) dice que se da la dife-
rencia entre aJ b &a,

d) X,Y, Z &a. denotan generalmente puntos incognitos como
X,Y, Z &a. rectas incognitas.

* 4* Para resolver los problema* graficos no se puede dar
una regla general que sirva de norma para todos, sino cada
uno generalmente pide una especial consideracion. Con esto se
ve que el andlisis geométrica es de suma importancia y que re-
guiere mas que mediana observacion para investigar la relacion
que entre si guardan las cantidades que se han de construir y
la manera do hacerlo; por eso pongamos unas observaciones:

*

= La advertencia 4a es importante Yy se necesita leerlano solo en
el principio sino mucho mas % se han hecho ya muchos ejercicios.
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» @) Sobre todo so necesita sabor claramente lo que so quiero
ejecutar, por ej., construir una figura tal, y ademas los medios
que sirvan para ejecutarlo. Por consiguiente se debo construir
antes la figura pedida segun su forma especifica, sin cefiirse pre-
cisamente 4 la medida prescrita; después en dicha figura cons-
truyanse todas las cantidades dadasy si no estan ya determi-
nadas por la figura, tracense estas de manera que estén entro
si unidas, pues juntas serviran para resolver el problema.

Esta es la razon porque se dice en ol analisis: Soa por
ej. ABCD la figura pedida.

Nota. La figura ha de ser bastante exacta, pues una figura
confusa no puedo dar claridad alguna.

b) Después de esto pasemos a averiguar la relacion quo
hay entre las cantidades dadasy las pedidas; si el problema ma-
nifiestamente no se redujera & alguno de los ya resueltos, expré-
sese por alguno de los teoremas del sistema U bien por algun
reciproco, maxime si presenta alguna dificultad, dicha resolucion
depende muchas veces de una consecuencia de materia tratada
anteriormente; es claro que cuanto mejor conocida nos sea esta,
tanta menor dificultad presentara la resolucion.

Para descubrir dichas relaciones no se pueden dar reglas
infalibles, se necesita de una atenta consideracion al enunciado;
sinembargo las preguntas siguientes seran indicios practicos:

1“ Qué parte de la figura esta conocida por las cantidades
dadas? Aqui sera muj' util considerar los vértices U otro3 pun-
tos notables, por ej., el punto medio de un lado dado &a.

a Qué parte tiene una relacion mas intima con las dadas?

3a Estan ya las cantidades dadas unidas entre si por la fi-
gura? y si no como se pueden poner naturalmente en relacién
inmediata 6 mediata? Aqui atiéndase donde se trazan mas natu-
ralmente las rectas auxiliares.

4a Que se sigue de la recta union de las cantidades dadas
relativamente a la figura pedida?

5a Qué parte 60 punto se necesita mas particularmente para
obtener la resolucion?

a Qué parte de las dadas no se ha aplicado hasta ahora?
Pues si todas las dadas estan aplicadas, es decir puestas en ro-

lacion entre si y con la figura, se habra obtenido generalmente
la resolucion.

Nota. En la resolucion de los ejercicios practicos conviene
observar lo siguiente:

1? Tener tranquilo el animo,

U? Proceder natural y simplemente en la manera de consi-
derar,

3? Encontrada la resolucion ha*eer una reflexion sobre ella,
para saber la causa por qué facilmente so ha encontrado, y ma-
yor aun en el caso de que haya costado trabajo, {mes esto servira
de mucho para saber elegir con acierto el verdadero camino.

41D
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ARTICULO I.

EJERCICIOS PRACTICOS RELATIVOS AL CAP. | Y II.

» 1 1 * K«
8 40. PREGUNTAS QUE SE REFIEREN

' a AL CAP. I

f.Mn 1+ Im ' 1 X

20 Como se demuestra el 20 teor. por el teor. 1* cor.?
? Como se demuestra el teor. 30 por supersicion do los angu-
los ay aX
3? Supuesto que en la fig. 18 AB~"CD y EF~CD, como
se demuestra sin hacer construccién alguna que AB ™ EF?
4? Como se demuestra el segundo y tercer caso del teor. 12
hacigndo abstraccion del angulo B/A/C/.
Etéi Coémo se demuestra el teor. 14 trazando solamente CN?
? CoOmo se demuestra el teor. lo prolongando dos lados
opuestos hasta cortarse? y como si no pueden cortarse?
? Como se demuestra el teor. 16 uniendo un punto interior

con los vértices?
b.AL CAP. Il.

8? Como so demuestra inmediatamente el cor. del teor. 1o por

I 14

go Cuando caera 'la altura de un triangulo dentro 6 fuera
de él?

* - 10? Por qué (en la fig. 28) son mayores los rectas que unen
los puntos de CN con A que la AC, y porqué las que unen el
puntT A conHos de BC son emenores gue AC?

1? Como se demuestra la parte ?? del teor. sin hacer
construccion alguna solamente por la 1? parte?

Resol. a+b”~>c luego a™>c—b

a-j-c~b al>b—c
y~Nasi en adelante parab y c.

Tﬁr gué se necesitan esta? dos esprespones para a?

° Por qué vale el cor. del teor. U (fig. 31) con mayor
razon si el poligono que envuelve al otro es concavo?
- 13? COmo se puede demostrar indirectamente el teor. 9?

Resol 1? Pongase A'B' sobre AB de modo que caiga el ter-
cer véertice del mismo lado por C. Sabiendo (por teor.?) que el
triangulo ABC no puede envolver el otro__ Juntese C con C'y se
obtendra una contradiccion?

Resol. 2? Sabiendo como en la primera, formense tres posi-
ciones sin hacer ninguna otra construccion ni ajjlicacion de teo-
rema alguno.

»14° Como se demuestra inmediatamente el cor. del teor. 10 <
poniendo *una hipotenusa sobre la otra?

Resol. La demostracion serda indirecta aplicando n. 3y 1.
14cor.
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§ 41. TEOREMAS,

]." Las bisectrices de los angulos suplementarios son per-
pendiculares entre si.
ﬁesol. I, 2.

? Son perpendicular«« entre si las bisectrices de dos angu-
los opuestos que se forman cortando dos paralelas por cualquie-
ra recta.

Resol. I, 10.

30 En todo poligono convexo la suma de todos los angulos
externos correspondientemente formados esigual a 4R.

Resol. I. 2y 10.

4> Prolongados todos los lados-de un pentagono hasta cor-
tarse, sera la suma de todos los angulos que asi se forman,
igual &4 2R.

Resol. Dos de dichos angulos estardan siempre con uno- del
pentagono en el mismo triangulo.

50 Un triangulo isésceles quej tiene un angulo igual &8 Rr
sera gquilateral.

? Siendo en los lados del triangulo equilatero ABC lews par-
tes respectivas AD=BE=CDr sera el triAugulo DEF también
equilatero.

Resol. Los otros tres triangulos parciales son congruentes
entre si (11, 7.)

7! Los tridngulos equilateros son congruentes si tienen igual
alturg.

0 Si se traza en un tridngulo rectangulo la altura- corres-
pondiente ala hipotenusa, los tridngulos parciales tendran angulos-
iguales a los del total.

9? En un tridngulo isdsceles son iguales las alturas laterales.
ﬁ- onde se cortan dichas alturas?)
La paralela & la base trazadapor el vértice de un trian-
gulo isésceles es la bisectriz del angulo exterior del vértice.
* 11?7 EIl teor.10 vale reciprocamente de doble manera.
12a La altura lateral forma con la base de un triangulo
isbsceles un angulo igual a la mitad del angulo al vértice.
Resol, Trazada la bisectriz del angulo al vértice, apliguese
el principio: si dos triangulos tienen iguales dos angulos, el ter-
cer angulo del uno esigual ali del otro.
13? Cada lado de un triangulo es menor que la mitad del
perimetro.
Resol. Poniendo a=a j a<J>-(-c se sigue que 2a &a.
14°" Si se une un punto interior cualquiera de un triangulo
con su& tres vertices, la suma de estas tres rectas- siempre sera
mayor que el semiperimetro del triangulo.
10? EIl angulo que forman entre si ja alturay la bisectriz del
angulo del mismo, vértice es igual a la mitad de la diferencia do
los otros doi angulos.

9l ;42 (fig. 153) Hagjendo AC=AC" sera Y=yt J
aeangsﬁ ’ Y ABAC'+d=Ja+EAD
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6 <(BAC'=;' e—tf+EAD’

pero Jdv—d=EAD (hip.)
luego ~fi—j/=2EAD
6 EAD=J(jff—

Resol. 2* (por calculo).
<EDAE=4 a—o0
ahora espresando ay
se tendrd el misino resultad#.

§ 42. PROBLEMAS:

1. Construccion de tos triangulos.

*r

opor los ot

Probl.1—5. Construir un tridangulo rectangulo si se han dado;
1? los dos catetos, 20 la hipotenusa y un cateto, 3o la hipotenusa
S un angulo agudo, 4? un cateto y el angulo adyacente agudo,

?7un catetn y el angulo opuesto.

Probl. U Cgnstruir un tridangulo equilatero dado un lado.
RI7—1Z Construir irg‘tridngulo isésceles si se bandado.
7? la alturay la bTOE ola alturay el lado, 9? la altUﬁl y
la

el angulo del vértice,
base y la*altura lateral

a alturay el angulo & la base,
el lado y la altura lateral.

Probl.113— ;9. Construir un triangulo cualquiera si se han dado.'

13 b,y 25 m, n, * 37 (p—¥n—n), b
14 a, a, y 26 m, b, c 38 p—v),b, c .
15p, ¢, 6 27 m, ¢, ha . 9 ( P—Y, ha c
16 ha a,b 28 m, yha 4 (b-j-c), a, p

17 , b, C 29 n,y, ha 41 (k-fc), a, y

18 >r> 30n,a b 42 (3—c), a, p

S IS5
o)
<

*h, P 32 (m—n), hab 44 (b-j-c), &, o

, by a 33 (m—n) ha/? 45 (b—c), a, a

n, Na 34 (m—n) b,y .46 (b+c), Pjy
23 m, n, b 35 (m—n) b, 47 (b-c), p vy:
24 4, a, m 36 (m—n) , a

48 (a-f-b-fc), ,vy
49 (b-j-a—<c) m, vy.

Resoluciones de algunos problemas;

31 (m—t), b, c 43 (b—c), a, ¥

Los problemas dedde 1 hasta 30 no tienen grande dificul-
tad, pues se pueden construir inmediatamente al ménosen parte;
ademas recuérdense para los triangulos isoésceles losteor. 13y 14 dei

cap. n.
Pongamos dos ejemplos.

Probl. 5. Estan dados a y <”a.
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Analisis. Siendo CBA (fig. 159) el triangulo pedido se ve quo
estan dados los puntos By Cy ladireccion do BA, luego resta de-
terminar el tercer punto A, lo que se obtendra si se puede trazar
por C una recta, do manera g*e <~"CAB=0'. EI esta dado
luego poniendo en un punto cualquiera P de BA el angu QPB=r8>
debe ser CANQP lo que se puede hacer segun el 8 O probl.

Constr.Formando un angulo MBN=R y tomando BC=
pongo <£BPQ=¢* después por C larecta CANQP yseraJ*"ABO /
el pedido.
Dem.ABC es un tridngulo rectangulo quo tiene un cate
igual al lado dado a ademas <VCAB=QPB=or por ser QP ~ CA

* Probl. 27. Estan dados ¢, m, ba.

Andlisis. Siendo ABC (fig. ICO) el triangulo pedido se puedo
formar el triangulo rectangulo ADB, el punto C se encuentra
prolongando BD hasta que sea DC=m.

Constr. Formado un angulo recto NDM y tomado AD=ha
describo desde A con c¢ como radio un arco que corte DM en B,
prolongado BD hasta C de manera quo DC=m, ABC seréa el
tridngulo pedido.

Dem. haes la altura sobre CB, AB=c y DC=m (constr.)

@nho Se necesita Que el arco descrito con e corte a
DM luego debe ser ¢ <~hal c=bar.

20 Siendo cA>bael arco cortara a DM en dos puntos B yB'
luego el /"AB'C también satisface & las cantidades dadas y
por tanto son posibles dos triangulos distintos.

Nota. Las resoluciones de estos dos problemas son modelos
segun los cuales se escribiran las soluciones completas de los
otros. En adelante indicaremos, generalmente las soluciones con
pocas palabras quo pueden servir para la solucién completa.

j Resoluciongeneral ¢le los problemas 31—39.
La resolucién depende de la manera de representar las dos
diferencias (m—n) y ((3—yvy).
lo La representacion de (m—n) debe ser natural, & sabor,
de una manera que tenga relacion intima con el triangulo pe-
dido. Como el punto D (fig. 161) determina my n, sera natural si d
termgina también (m—n), lo que se ,ha hecho haciendo DE=n
DEEmM, luego sera CE”~BE'm —n). Esta representacion da
al momento por consecuencia que AE=AB yAC=AE/ (Il, 14),
de donde sé sigue que podemos encontrar de otra manera los
puntos E y E' describiendo desde el punto A con AB un arco
que corte CB en E, y desde el mismo punto un arco con AC
-que 'corte CB en E'.
20 Por la misma construccidn ya esta determinada la diferen-
cia®(/?7—y) pues
[?7=;'"+<£CAE luego CAE=ji—y

[J=y+<"~"BAE' , BAE'=/7—y.

¢
Si se trata ahora de resolver el .probl. 37 en el cual estan
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(lados (/17— y)(m—n), b; so ve que el /AEA.C puede constl
do donde es facil determinar el punto I>y por medio de este el

punto B.
Resol.de los teoremas 40-47 que tienen mucha aplicacion en

los siguientes. ‘

Todo depende de representar diestramente la suma (a-]-b) y
la diferencia (a—b), de manera que se tenga un triangulo for-
mado por las cantidades T@ﬂas, gue sirve para encontrar el trian-
gulo pedido. »Véase fig. :

_Probl. 40. Dados (b-f-c), a, <™/?.

Para formar un triangulo con las . cantidades dadas basta
prolongar BA sobre A asi que AD=b yel ;(~CBD es conocido.
Ahora debemos encontrar el punto A, lo que es facil si so atien-
de a que <"MADC=ACD»

Probl. 41 sa resuelve semejantemente al probl. 40.

Probl. 42 dados (b—c) a<iC/?,

La diferencia (b—oc) se forma naturalmente ¢ haciendo AE'=c
0 AD'=b; el primero no sirve al fin, pues asi no estd conocido
el "BE'Cy luego tomaremos AD'=b y por tanto conoceremos
el (\CD'B puesto que <"D'BC=2R— EIl paso del triangulo
CD'B al pedido es como" antes*

Probl. 43 masfacil.

Probl. 44 dados (b-f-c) a, a.
Conocemos el \NCBE pues <"rBEC=£

Probl. 45. dados (b—o¢c), a, a.
Conocemos el \ABE'C pues <A"TBE'C=It+£0'.

Probl. 4G dados (b-j-c), 3y, (luego

Conocemos el /\CEB

Probl. 47 dados (b—oc), /7, vy.

Conocemos ACE'B.

Probl. 48 y 49 se resuelve facilmente si las espresiones (a-]-b-]-c)
y (Jb-f-a—c) son formadas naturalmente.

* 20 VARIOS PROBLEMAS.

Probi. 50—53. Dado el angulo MAN y un punto P en el lado
AM encontrar en el otro lado un punto X, de manera que:

50PAr=AX, 51PX4-AX=a (rectadada) 52 PX—AX=d
53 AX—PX=d. f

Probi. 50. ElI <EAPX se puede encontrar facilmente

Probl. 51. Siendo AB=a en el ladoAN se conoce <£BPX

Probl53 la recta d se representa prolongando NA sobre A.

Probi. 54—55..Dada una recta AB y dos puntos P y Q fuera
de estay al mismo lado, hallar un punto X en la recta AB, de ma-
nera que 54 PX=QX (Il 14) 55<AXP=BXQ.

Resol, para 55. Formese un punto P' que tenga al otro
lado la misma posiciéon con AB queP.

*Muclias veces es menester construir la figura segun loMicho en el
problema.
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obl.56—58. Dadoun triangulo ABC trazar XY~ABdoma-.
fera quo XY=AX ("AXY sera isosceles) 57 XY=AX+BY
58 XY=AX—BY.
liesol.para 57. Siendo Z un punto dela recta XYr do manera
que XZ=AX yYZ=BY se tendra &a.
liesol. para 58. Siendo Z un punto en la prolongaciéon de
XY sobre Y de manera que XZ=AX y YZ=BY so tendra &
Probl.59 Dado un triangulo ABC y en el lado AB un punto P
encontrar en el otro lado AO un punto X do manera que P X=
BP+CX.
liesol. Prolongando AC sobro C de manera que CD=PB,
PXD, sera un triangulo isésceles &.
mi60. Dado un angulo A y un punto P en un lado encon-
trar en el mismo lado un punto Z, do maneraque el punto Z tenga
igual distancia de P y del otro lado.
lGesob Levantado en A una perpendicular al otro lado é igual
aAP&a: : :
Probl. 61.$Trazar entre dos puntos una recta quo tenga igual
distancia de estos.
Probl. 62. Siendo dadas tres rectas no paralelas encontrar»
en una de estas un punto que tenga igual distancia de las otras dos.
Resol. Siendo (fig. 163) n, m, p las rectas dada/s, de las cua-
les p yn se corten en el punto B, apliguese I/ 15.
Probl. 63—64. Siendo lasjrectas AB y CD cuya interseccion
sea inaccesible determinar:
63. En las rectas dos puntos, quo tengan igual distancia de
la interseccion.
64 La bisectriz del angulo que formen bis dos rectas.
Probl. 65. Dividir unarecta en dos partes iguales, de manera
q\t;e la construccion se forme solo en un lado de la recta dgda.

ARTI|CULO I1I.

EJERCICIOS RBACTICOS BELATIY03 AL CAPITULO IIlI.

8§43 PREGUSTAS.

1° Por qué un cuadrilatero, que tiene tres angulos rectos es
pn rectangulo?

2? De qué naturaleza es el triégwulo AOR de teor. 7 fig. 52?

3? Como se demuestra el teor. O por Il. Ly 2, ?

4? Como se demuestra el teor. 9 por congruencia de los trian-
gulos?

5? Si en un romboun angulo esigual 4-f R, cual es lalongi-
tud de la diagonal opuesta?

? Qué parte es el triangulo DBE (teor. 12 fig. 54) respecto
del total?—y por qué?

7?7 Como  seliuededensostrar ebheteonejol3 por el teor. 12



enlgafig. 55 so tira desdo B a CD una paralela?

? Por qué es un paraleiébgramo la figura que resulta do
unir los puntos medios E, F, G, Il de un cuadrilatero (fig. 1G4) y en
qué @Iacic’)n esta su area con la del cuadrilatero?

° Porque (fig. 1G1) siendo K é | los puntos medios de BD
y AC pasara la recta 1K porel punto O y por ello queda divi-
dida on dos partes iguales?

Resol. EIGK un paraleiégramo.

§ 44 TEOBESIAS.

Nota. Sgllama centro do un paraleiégramo el punto donde
@ cortan las diagonales.

lo La recta que pasa por el centro de un paraleibgramo,
queda dividida,en dos partes iguales por los lados opuestos y
por el centro.

Resol. 111, 4y 11, 80

2° Si de los lados de un paraleiégramo ABCD setoman las par-
tes correspondientes AM==BN=0P=DQ, el cuadrilatero MNPQ
sera un paraleidogramo.

Bill, o. caso 3?
eDonde se halla el centro del nuevo paraleiogramo?

Resol. Debe demostrarse que el centxo esta en 3amisma recta
que las vértices opuestas del paraleiogramo principal?

Qué figura resulta sien vez de un paraleiégramo se tiene un
cuadrado?

3? Uniendo los puntos medios de un rombo so tiene un rec-
tangulo.

Resol. 1*por 1. 8 2alll, 6

Qué figura resulta si en vez de un rombo se tiene un rec-
tangulo y cuél si un cuadrado?

4? En el rombo las alturas son iguales.

esol. Trazadas desde un mismo vértice las dos alturas &

? Si desde un punto cualquiera de la base de un tridngulo
is6sceles’ so trazan dos rectas paralelas & los lados hasta que los
corten, la suma de estas rectas sera igual al lado del triangulo.

esol I, 4,y I, 3..

? Si desde un punto cualquier de la base de un triangulo
isGsceles se bajan -perpendiculares & cada lado, lasuma de estas
sera igual & la altura lateral.

Resol. Para demostrarlo tirese desde dicho punto una para-
lela @ uno de los lados.

7? Siendo ABO (fig. loo) un tridangulo isésceles y CD= AE,
larecta ED se halla dividida por la base en dos partes iguales,
es decir, EF=FD.

Resol.Siendo EG ™~ DC se debe demostrar "FEG=FDC.

8? Bajando desde un punto dentro de un triangulo equila-
tero los tres perpendiculares & los lados la suma de estas sera,
igual ala altura del triangulo.

Resol. Puede reducirse al G’._
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9* La rocia que uneel punto medio de la hipotenusa con
el vertice opuesto es igual a la mitad de esta.

Resol 111. 7.

10? Si en un tridangulo rectangulo un cateto es igual a la
mitad de la hipotenusa, el angulo que se opone a dicho lado
es igyal a £ R.

ﬁ° Si la mediana en un triangulo esigual ala mitad de su
lado correspondiente sera el augulo que se opone a dicho lado
recto.
Ia_EI86II 2yl, 14

12. Un trapecio cuyos lados no paralelos son iguales tieno
las siguientes propiedades:

a los angulos adyacentes a los lados paralelos son iguaies.

b las diagonales son iguales.

C los cuatro puntos medios de los lados determinan”™ un
rombo.

d las dos rectas que unen dos puntos medios opuestos do
dos en dos son perpendiculares y se dividen cutre si mutuar
mente en dos partes iguales.

e la recta que une los dos puntos'[medios de los lados pa-
ralelos es la altura del trapecio.

13? La suma de las diagonales en un cuadrilatero es mayor
que el semiperimetro pero menor que todo él.

Resol. 11 6

1o En un tridangulo la semisuma de dos lados es mayor que
la mediana del tercer lado.

Resol. Prolonguese la mediana otro tanto sobre la base &

15? En untridngulo la suma de lasares medianas eJd me-
nor que la de los tres lados.

esol, por 14.

G°Si en un triangulo la mediana es mayor que la mitad de
su lado'correspondiente, el angulo que le es opuesto es menor quo
un recto, pero sera mayor sila medianaVesunenor que la mitad
del lado correspondiente.

Resol, por 11'y Il. Gcor. 1 nota.

17.* La recta que une en un trapecio rlos puntos medios de
las diagonales es paralela & los lados paralelos y ademas la mi-
tad de la diferencia de estos.

§ 45 PROBLEMAS.

Rill.°—4.° Construir un cuadrado.
|.° dado el perimetro 2? la diagonal 3? la suma de la diago-
nal y el lado 40 la diferencia entre la diagonal y el lado.
Probl.50—15° Construir, un rombo si se conocen:

5? el lado y una dlaggnal dos diagonales, 7? una diago-
nal y el éugLibz) opuesto, 0? el lado y la altura, 9? unaii'agonal
y laaltura, ? el la-

? una diagonal .y f& angulo por qué pasa,
do yla suma de las diagonales, 1£° el lado y la diferencia de las
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diagonoles, 13? un angulo y la suma de las diagonales, 1-1° un
angulo y ladiferencia de las diagonales, 15° un angulo y la su-

ma del lado y de una diagonal.
Probl.16°—*22? Construir un rectangulo si se conocen:

1G° un lado y la diagonal; 17?2 un lado y el angulo ejue for-
man las diagonales; 18? un lado y la suma de la diagonal y de otro
lado; 19?7 un lado y la diferencia entre la diagonal y otrg dado; 20?
la diagonal y la suma de los dos lados adyacentes 1 la dia-
gonal y la diferencia délos dos lados adyacemes.

22.° La suma de las diagonales y de los lados, ademas el an-
gulo que forman las diagonales.

Probl. 23°—35° Construir un paralelégramo sise conocen:

23? Unlado y las dos diagonales 24? un lado y los angulos
gue se forman por dicho lado y las diagonales, 25? un lado, un
angulo y una diagonal, 26° un lgglo, su altura y un angulo, 27° un
lado su altura y una diagonal, £0? un lado, la altura del lado ad-
yacente y una diagonal, 29.° dos lacios y una altura, 30.cdos lados
y una diagonal, 31.° las dos diagonales y una altura, 32.° una dia-
gonal una altura y un angulo, 33.° las do$ diagonales y el angu-
lo que forman entre si, 34.° las dos alturas y un lado, 35.° las dos

alturas y un angulo.

N ota— Para resolver dichos problemas se necesita saber bien;

1. ° Las propiedades elementales de los paralelégramos.’

2. ° Que la altura de un paralelégramo siempre determino la
posicién de dos lados opuestos.

3. °la resolucion de los problemas 40—48 en Art. I.

4, ° Que dada una recta 6 la suma de dos rectas se conoce la

mitad.

Resoluciéon de 9, que sirve de
Tnal. Siendo (fig. 16G) AEBD rombo pedido, conocemos:
? la posicién de dos lados paralelos, que se determinan por

h=PM.

2/.' ° la posicion de AB relativa ajos pcralelos y por tanto
los™* dos puntos A y B.

3. ° ademas sabemos que las [diagonales son perpendiculares
entre si (111.J); de donde se determinaran los otros dos puntos
Dy E.

Constr. Siendo PM la altura dada, tiro en los dos puntos ex
iIremos>dos perpendiculares PQ y MN, desde un punto cualquier
A de MN describo un arco con la diagonal como radio que
corte la otra paralela en el punto B, en el punto medio O de AB
levanto] una perpendicular que cértelas dos paralelasenD y E;
uniendo Atcon DyE con B sera AEBD el rombo pedido.

B BN AE (I, 9 corg 2) hiegof,<ECAE=CBD
de’donde /[ybCE~BCD (I, 8) luego BD=AE y por tanto 3DAE
un paralelégramo (I11, 5 caso 2?) que tiene la altUa dada PM
(constr.); ademas DB=DA por ser CC=AC y DCj_AB(cuostr)
luego BDAE un rombo que tiene la altura dada y ademas por
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diagonal la recta dada AB.
Jicsol. de 22 por 48 del § 42.

30
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56

PP VYOO D D
O 0T oo TOT

ochLHP

dPoc oo
—CT_Q.>

oY

S

MiB6— 77. Construir un trapecio (69.1G7)si sodbtocen:

S S 9TT 9T U o

Vo

o
SJPoo 020

D O
/\A
>
O o

0B o
o

Cop>

Lo
of

o0
o

f

<JLfte
<£>f

57 a, e f, <E£cf

58 b, e f, <fof

59 d, o, f, <+ei

60 o, f, a,<;0l.
61 e, f, P, <fef
*62 f, <gef, <]The
63 U, f, <>f, <£do

64 e, f» <fef, <£df
5 (a-)-c), d, ay p
G (a+c,)b, d, a

?é, (a+c), e f, d
(a—>0), ¢ aeyl/ p.

e 69 (a—c), b, d*e
70 (a+b), ¢, d, o
71 (a—b) c, d,{e
72 (a+b) c d, a
73 (a-j-b), e, d, p.
74 (a—Db), ¢, d, a
75 (a+b), e f, p
76 (a—b), e, f, p
77 (a—Db), ¢, d, p

dvertencia para resolver?! los probl. 3G—77.
? Trazada de C una paralela a DA so tendra un triangulo
cuyos lados son b, d (a—c) y cuyos angulos
2a Trazada de O unaparalela a DB se tendra un tridngulo

a li determina la posicion de ios lados paralelos.

que 2’ene Ios lados (a-+-c), e y f ademas <fef&.

a £ (a+c) sorepresenta uniendo los puntos medios de los

lados-no paralelos
a con las cantidades dadas muchas veces se puede construir
un triangulo, que sirve para resolver el problema propuesto.

nocen:

Ril78—97. Construir un cuadrilatero (fig. 1G8) si so co-

78 a, b, c, ay.o;

g
81 a,
82 a,
83 a,
84 a,
8 =

87 a,

b,c,

c,d,a,np

b,
Cl’

®© ® @

D OQ <

y

85 a b, f, a, 13
89 a, b, f, p, vy
90 a, b, e f, a
91 a, ¢, ¢ f, a
92 a, e a, 0,y
983 a fjay ,vy
94 a, ¢, f, a, ft
96 a, b, e f, <fef.
96 a, b, c, e <Eef
97 b, d, e f, <f£ef
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#le 97 (ug. 164) se conoce el paralelogramo 'EFGH
ademas KGr=4by KE=;d luego el punto K &
e ' * ./\
Advertencia. En la (fig. 169 ta,tb tc denotan’ las medianas a
los lados respectivos, gqa gbljgc las bisectricesj*do los angulos

respectivos a, R, y.y = S
Probl.98— 133 Construw’\un’\trlangulo si se conocen:

98 1C i 110 C, o 122 he ta 1>
6 % Na, 123 ta] b> <aCtac
]m C ) n 124 ta, <€taC<~ta b
Ty Ig — 1130, N4, 125 G, qa
1@2 u 114 a, d. 125 ¢, or, gb
403 ’K: 115 ., IC Ar*ga
104 . 116 of ”B (1287, hcqc
117 (D, 129 a, hh qc
118 ., 1A IC  130]hc,qc,y
107 | C 131 hc,qc, of
* (08 0, }%@ 132;hc,qh/?
109 é, tac | 133 or, h tc

Resol, para98 y"99. Se sabe™que™un vértice de un triangulo,
esta situado en una paralela ala base que distara esta de la al-
tura. - - >e S
= fasol, para 100—105. Aunque son bastantemente dificiles
damos para resolverlos solo una advertencia: (c4 b) V (hb -f~c )

terminan un triangulo rectangulo con el angulo agudo oi 6
(dR—or),(lo mismo hacen (c—b) y (hb—hc).
Rdpara 106, b, c y 2 taforman un triangulo que sirve &a.

Resol, para1lll. Formado por tay haun triangulo rectangulo
recuérdese el sentido de ta.

. Resol, para114. tcy Una cierta parte de haforman un trian-

gulo'Rectangulo &a. t X.. i

para, 115. Apliquese lo que se ha dicho para 114y98
1 Jpara 117..jAtiéndase bien en qué paralela esta situado
el jtanto, donele ,t4 porta al lado a. # -
I Resol, para. 122. Cual es lapropiedad del punto de in-
terseccion de las medianas? |

I Resol, para 123 y 124. Se resuelven de una manerasemejante al

ST 14 A
varios Problemas.

* Ml 34— 136. (figi 470/}, ljadas dos paralelas y un punto’P
fuera 6 dentro de estas, trazar por P una recta, de manera que
134 XY=m, 135PA+PY=n, 136 PY—PX=m.
Probl.137—140. (fig.170). Siendo ademas dados dos puntos Ay
Ben dichas paralelas trazar porP una recta sin cortar AB de modo
que 137 A-XB Y 138 AX=2BY 139 AX-f-BY-m 140 BY—AX=n%

Probl. 141—144. LLos mismos problemas de manera que dicha
recta corte a AB.
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Probl.145. Construir un cuadrado en un triangulo rectangulo
de manera que tenga un angulo recto comun con el triangulo, v el
vertice opuesto esté en la hipotenusa.

Probl. 146. Dados los tres puntos medios do los lados de un
tridngulo formar dicho tridngulo.

Probl.147. Construir un pentagono dados los cinco puntos
medios de los lados.

Pésol. Aplicando el § 43, 6 so puede determinar facilmen-
te un punto medio de una diagonal, y por Ill, 12, se tendran ya
tres vértices del pentagono.

Probl. 148—150. Por el vértice C de un tridngulo ABC trazar
una recta, de modo que siendo X é Y los pies de las perpendicula-

s a dicha recta desde A y B, que sea 148AX=BY, 149
BY, 150 CX=CY.

Pésol. 149. La rectade B paralela @ XY divide CA en par-
tes iguales. 150 se resuelvo por I11, 13 cor.

Probl. 151. Dadas dos secantes encontrar un punto que tenga
la distancia ade una y la bd otra.

Pésol. Pueden trazarse dos paralelas que ténganlas respec-

tivas distancias &a. s'f’aTaAGV ¢nOI’I/ ey \T/'écq*

ARTICULO ni.

RIAG ARCTICS FAIMBALGR v,

1
|

§ 46. PREGUNTAS.

].) Por qué se afade en el teor. 50 “si el apco es menor que
la semicircunferencia” ¢ igualmente en el teor. “si el angulo es
men gue dos rectos”’?

(Z) Como se demuestra el teor. 70 por medio de la congruen-
cia los triangulos?

) Que cuerda es la maximay cual la minima de todas las
gue se pueden trazar por un punto dentro de una circunfe-
rencia?

g) Coémo se demuestra el teor. reciproco de ?ﬁ

) CoOmo se demuestra el teor. reciproco de ZV.

§47 LUGARES GEOMETRICOS.

Se llama lugar geométrico de un punto una serie de punios
que tienen una 6 muchas propiedades comunes; por ej. todos
los puntos de una circunferencia tienen comun la propiedad qur
equidisten de un punto fijo, lo que se enuncia: “El lugar gec
meétrico de un punto, que tiene una distancia constante & rj
punto fijo, esla circunferencia cuyo centro es el punto fijo 7
el radio la distancia dada”.
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Aungue con otras palabras ya de algunos se lia tratado en
los primeros cuatro capitulos, sinembargo aqui los presentaremos
bajo otraforma pues es de mucha importancia conocerlos para
la sojucion de los problemas graficos.

El lugar geométrico de un punto, que equidista de dos
puntos dados es la perpendicular a la recta que los uney pa-
sa por su punto medio (1, 14).

2. El lugar geométrico de un punto de dos rectas dadas
esla bisectriz del angulo que forman entre si (ll, 15).

3. El lugar geométrico de un punto que tiene igual dis-
tancia, de una recta es la paralela & esta en la distancia dada.
(1, 9, cor).

Nota. Cudal es el lugar geométrico de un punto que tiene
igual distancia de dos rectas paralelas.

4. EI lugar geométrico del vértice de un tridngulo rectan-
gulo es la circunferencia cuyo diametro es la hipotenusa del
triangulo. (1V, 19).

5. El lugar geométrico de los veértices de un tridngulo del
cual se conocen la base y el angulo del vértice es unarco des-
crito sobre la base como cuerda y'que es capaz del &angulo
dadons (IV,18 cor.y § 18 probl. 77

6. El lugar geométrico del centro de todos los circulos que
pasan por dos puntos estremos de una rgcta dada, es la per-
pendifular a esta en su punto medio (IV O, cor. 1.

. El lugar geométrico del centro de todas las circunferen-
cias, que tocan unarectaM enel punto P es la perpendicular
a4 Mqnen el punto P (1V, 17).

. El lugar geométrico del centro de todas las circunferen-
cias tanjentes a una dada en wun punto P es el diametro
de la dada que en su prolongacion pasa por el punto P
(v, 27 y 28)

Ejercicios.

Encontrar el lugar geométrico del centro de todas las circun-
ferengias, cuyos radios tienen una longitud daday ademas que:

”:? pasen por un punto dado. (Circunferencia).

? toguen una recta dada. (Recta).

3? toquen un circulo dado exteriormente.(Circunferencia“con-
centrica).

40 toquen un circulo dado interiormente. -

50 separen de una recta dada segln suposicion una cuer-
da=ma. (Recta paralela).

? formen con una recta un angulo dado.

1 2 dividan una circunferencia dada en partes iguales. (Circu-
lo cogcéntrico).

? corten auna circunferencia dada de manera que la cuerda
comun sea igual 4una recta dada. (Circulo concéntrico).

9® formen con un circulo dado un angulo dado. (Circunferen-
cia concéntrica).

jResol.de 6®(fig, 171).

Advei'tencia. EI angulo que forma entre si una rectay una

circunferencia es el que foima entre si larecta y la tangen-
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te en el punto comun; y por tanto el angulo determinado por
dos circulos se forma por las dos tangentes en el punto comin.*
e @Siendo MN la recta péngasg el angulo dado en un
punto cualquier A de MN, tirese AC LAB y haciendo AO igual
al radio dado describase con OA una cncunferencia que por con-
siguiente tiene las propiedades pedidas, pues AB es tangente
a esta. ' H

Haciendo lo mismo pa|7':1 un otro punto A7 se ve que el
centro dél segundo circulo O/ tigne IeB misma distancia do MN
que O por ser AAODMA'O'D I (Il. Q), por tanto se puede de-
cir que sea la recta PQ-"trazada enla distancia OD de MN
paralelamente & MN el lugar geométrico pedido.

Demos. Supuesto el primer circulo se necesita demostrar
gue toda circunferencia cuyo radio esigual a OA y cuyo cen-
tro estd en larecta PQ forma el mismo &angulo con la recta

dada. Para eso descrlblremos |rcunferenC|a desdo el centro O7

con el radio OA, ademas se nte luego sera
AAODMNA ]ffﬁ cor),

luego <ADAO= <ICD

ademases <3CO0AB= <’\O

fuego

Nota. Combinando dichos lugares,geomeétricos de dos en dos
y cado uno consigo mismo se tendran problemas determinados;"
por ej. encontrar el centro de un circulo de radio r, que determino

dos rectas secantes dos cuerdas, una igual a by otra ac.
« Vioeeooonnn

- . %

§ 48. TEOREMAS.

*

1? Si dos cuerdas se cortan dentro de un circulo, el angulo
gue forman sera igual & un 'inscrito sobre la suma de los arcos
comprendidos por los lados del primero.

Resol.Trazada por el punto estremo de una cuerda una pa-
ralela a otra, apliquese IV, 9.

20 Si dos cuerdas prolongadas se cortan fuera de un circulo,
sera igual el angulo que forman & un inscrito sobre la diferen-
cia de los arcos comprendidos entre los lados del primero.

' 30 La suma de dos lados opuestos de un cuadrilatero circuns-
crito a una circunferencia (es decir cuyos lados todos son tan-
gentes & eIIa) ?"2|gual a la de los otros dos.

Resol.

40 EI teor. 3? vale. inversamente, cuy demostracién sera
indirecta aplicando 11, L.

,  5o0Bajando desde los puntos extremos de un diametro dos
perpendiculares a una cuerda ¢ su prolongacién seran iguales
los segmentos estremos de la cuerda.

esol. IH, 13y IV, 7.
? Levantando en los puntos estremos de una cuerda per-
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pendiculares basta que corten un diametro seran iguales los,
segmentos estremos de este. Resol, como en 50
7? Son iguales las perpendiculares levantadas en dos puntos
de una cuerda que equidistan dela circunferencia.
Resol. Unido el centro con los puntos estremos de las per-
pendiculares apliquese 11, 2 y 10.
Es imposible que dos circunferencias sean bisectrices en-;

tro 5’9 *

? Si se trazan desde el punto, en donde se corten dos cir-
cunferencias los dos diametros respectivos, estan en linea rectael
segundo punto de interseccion de ellas con los otros dos puntos
de los didmetros.

Resol. IV. 19; otrom . 12y IV 25.

10? (fig. 172). Si sobre AB, cuerda comun de dos circunfe-
rencias iguales, se describe una circunferencia que tenga por dia-,
metro dicha cuerda; toda recta trazada desde A y que corte las dos
primeras circunferencias, quedara dividida en partes iguales por

la tercera.
J Ba analitica que sirve paraencontrar la sintética.

SerA FD=ED si FB=EB por ser <EEDB==R\IV. 19). *
FB=EB si <EBEF=BFE
" <BEF=BFE siare. ANB=arc. AMB.
lo que es poR ser los dos circulos iguales y AB la cuerda comun.
Demos. £? sintética.
Siendo ios dos circulos igualesy AB la cuerda comudn sera
are. ANB=arc. AMB (1V, 4 cor),

luego BEF=<£BFE (IV. 18).
. BE==BF v
ademas <J[BDE==R (1V, 19).
luego - DE=FD (Il, 13).

11° Una circunferencia, que toca' a otra interiormente y pa-
sa por el centro dé esta, dividira en dos partes iguales a toda-
cuerda de la segunda, que pasa por el punto de contacto.

Rv19y Il 13. ° R 4V 4

12? El diametro de un circulo inscrito aun triangulo rectangu-
lo es igual a la diferencia entre la suma de los catetos y la hipote-
nusa.

Resol. Trazados los tres radios 0 los puntos de contacto
apliguese VI, 2f2 *

13? Todas las tangentes desde una circunferencia a otra
concéntrica interior son iguales. (Lugar geométrico).

14? Todas las cuerdas de Un circulo, que son juntamente
tangentes a una circunferencia interior y concénrica son iguales*
(Lugar geométrico). ~

, §49. PROB)JI,_EI\./IA% «

Nota EI andlisis del problema siguiente sirva de modelo pa-
ra encontrar la solucién de otros problemas.

proot. (fig. 173) Dados dos circulos secantes trazar por €l

» v, -
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punto de interseccién una recta, de manera que el segmento in-
terceptado por las dos circunferencias sea igual & una recta dada.

Analisis 1" (algo difusa).

Siendo BO la recta pedida se necesita averiguar que relacion
liay entre esta y los centros. Segun la suposicién la parte AB
es una cuerda de una circunferencia, lo mismo que la parte AC
de la otra; ahora bien, sabemos que los puntos medios de las
cuerdas tienen una relacién especial con el centro, puesto que
el radio perpendicular a una cuerda pasara por el punto medio
do ella; por consiguiente se puede unir dichos puntos D y Econ
los centros; de donde esta conocida la recta I)E=}BC y esya
en relacion mediata con los centros. Claro es que debemos unir
mas; y cdmo? Las rectas OD y (VE son paralelas, pues son perpen-
diculares a la misma recta, luego trazando por O la recta OF
paralelamente & DE sera OF=DE. Con lo hecho hemos tenido
un triangulo rectangulo OFQO" del cual conocomos la hipotenusa
00" un cateto OF, luego se puede construir sobre 00" el trian-
gulo OFO' y de aqui trazar por A la recta CB paralelamonto
con OF.

Analisis 2? (mas en forma).

Siendo BC la recta pedida, bajese de. Oy O' perpendicula-
res 4 BC con lo cual queda conocida DE, ademas trazada OF~"DE
se puede construir el "OFO'y de aqui la recta pedida.

Delerm.Para poder construir el /A\OFOQ' se necesita quo

OF<00" 0 JBC<00'.

1? Construccion de triangulos.

Trobl. 1?—57? construir un trighgulo rectangulo si se conocen.
? la hipotenusa Vy la altura, £?los dos segmentos de la hi-
potenusa.

30 la hipotenusa y la suma de la altura y de un segmen-
to de la hipotenusa.

4? la hipotenusa y la diferencia entre la altura y un seg-
mento deéla hipotenusa.

0° el perimetroy la altura.

Resol, 6ie 38—40 por IV. 19, de 5? por § 18 probl. 7

Probl. Uo—0° Inscribir en una circunferencia dada un trian-
gulo @el cual se conoce.

? la base, 7? el angulo del vértice, 8? la altura.

Probl. 90—24° Inscribir en una circunferencia un triangulo,
sise conocen:

b, ¢ 13 a, ta 17 /Sy %% a, (/—

- a ha 14 a, vy 18 a, K Xfi-Y
a, ta 1 b, ha é a, t 23 ha(m—n
a ha b, ta a, hc

24 Los dos segmentos en los cuales se halladividida la base
por la bisectriz del angulo opuesto.
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J&Si se conoce un angulo, se conocera el lado opuesto
y viceversa.
Resol, para ].G El punto en donde cortara la mediana ta al lado
a, esta situado~gn la circunferencia sobre el radio como diametro.
fdde £1. (fig. 1Gl). Sabiendo que <£CAE=/?— , pro-
longiese AE hasta cortar la circunferencia y véase si la parto
CE esté determinada.
Resol, de 22Y 23. (fig. 161). Esta conocido el /*CAE. \
Resol, de 24. Donde cortara la bisectriz prolongada a la
circunferencia.
Advertencia: r denota el radio de la [circunferencia cir-
cunscribtay p el de la inscrita.

Probl. 25—44. construir un triangulo si se conocen.

25 a, mta 32 a hh hej 39 p, ha, b

26 m, n, a 33 tafih) hc 40 ) ha a

27 ha, majdr,hata 41g v p

28 g, <ftab,<f£taC 35 g, th te 42 ) da (P~vy)
29 tafi, b 36 A 43 ) ha, (fi--y)
30 (at+1e) 37 Y a jjohadasha ga

31 ta ag b 38 , ga

Resol. Enlos 25—3} atiéndase al lugar geomeétrico 5? ade-
mas para 29 al probl. 1Ujy § 12 1V demost.

Resol, de 33 Se puede construir un triangulo portay J hb
y un otro por tay ilc .

Resol, de 34. Se puede construir un triangulo por ta y ha
de donde es facil encontrar el centro der.

Resol, para 40. Construido el <r<ar y el circulo inscrito
se conoce la posicion de qga y por construccion de un trian-
gulo la de ha

Resol, para 42, 43, 44 (fig. 157) se conoce el /\"AE J Por
tanto el centro de p.

2.° Construccion de cuadrilateros.

Probl. 44—52. Construir un cuadrilatero.

44 a, d, ay, e 481, ¢y, a ¢

45 a, d, oi, c<fec 49 e, f, <fef, a,y
46 a, d, a, <Tec<feb 50 e, f, <ef,a,vy,

47 f, «' y, a, <Efe 5! ey <fef, a,
48af, a, vy, a, b, 52 a, a,y, <faf <NMbf

Resol, de51y 52 fig. 164. Se pueden determinar los puntos
lyK.

Probl. 53—56 Inscribir] en un circulo dado un cuadrilatero
si se conocen. *
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53<fae, <led,<3[eb 55 <”ef, <f£ae<£bo
54 a, <"[ce,<Ecf 50 e, f, <fef
: Resol, de 56. Pnosta f gobio cuerda en la circunferencia
tirese una recta que forme con f el <€ef y bajando a esta una
perpendicular desde el centro apliquese 1V, 7.
Probl. 57—6 0.Circunscribir a un circulo dado un1

tero si se conocen.

57 of, 59 a, <k,
58a e 60 o, Pj <feb

Probl. 61. Circunscribir & un circulo dado un trapecio dados
dos lados no paralelos.

Resol. El centro esta en cierta relacién con los lados no para-
lelos. " -

Probl. 62. Circunscribir & un circulo dado un rombo dado el
lado.

Resol. Se conoce la altura del rombo pedido.

Probl. 63—66 Construir un cuadrilatero de suerte que se
pueda circunscribir & este una circunferencia si se conocen.

63 a, b, ¢, a %%e, f<fef,<)Cdf
64 a, b, c, p e, oi, p,

Resol, de 65 (fig. 164). Se conoce el paralelogramo EFGH
ademas CB y AD segun su posicion por ser conocido los an-
gulosEHA Y EFB. ,

Probl. 67—69 construir un cuadrilatero con tal [que se pue-
da inscribir a este un circulo ghse conocen:

67 a, b, op, a, a, p; y0 a

30 Construccion de circuios.

Probl. 70—74. Construir una circunferencia.
70 que pase por un punto dado y toque a una recta en pun-

todado. ** . ... #,, R B
71 que pase por un punto y toque a una circunferencia en
punto dado.

72 que toque a dos rectas y a una en punto dado.
73 que toque a una circunferenciaen un punto dado y ademas a

una recta. - (
<74 que toque dos circunferencias de las cuales & una en pun-

to dado P.
Resol. 74 por § 42 probl 42.

&

4?7 VARIOS PROBLEMASH

Probl 75—78. Trazar una recta por el vértice C de un trian-
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gilo ACB Ku cortar el triangulo, de modo que bajaiido & la rec-
ta desde A yB perpendiculares oujgs pies sean X U Y, itenga lugar:
75 AX—BY=m CAX-]-BY=n
77 CX+CYzm' 78CX—CY=n
B\pliquese 1V, _].Gq ademas so puede representar* por'

medio d¥ |ﬂ-,r13 en <o E —————— y ‘en -— = 7

R9—82. Son los mismos problemas con tal que la rec*

ta corte al triangulo.
@50 pueden reducir a los precedentes, pero 60 resuel-
ven tambiégn directamente escepto 81.

Probl. 00. En un circulo dado formar una cuerda igual a una
recta dada y paralela a otra.
Resol. 1V, 7 *

Probl. 84—86. Dado un circulo y un punto P dentro de oi
trazar por P una cuerda XY de manera que:

84 =PY, 85 XY=m, 86PX—PY:n

Resol, de -£-(PX—PY) esun lado do un tridangulo que'se
puede construir.

Probl. 87—89. Siendo diclio punto fuera del 6irculo trazar
por P lacuerda XY de mghera que:

87 XY =nu PX=XI1r,8 PX+PY=n.

Resol, de 00, Atiéndase que un radio es la mediiiila en' un
cierto triangulo.

Probl. 00—91. Trazar por dos puntos dados de’una circunfe-
rencia dos cuerdas paralelas,de manera que: 90la Suma de estas
sea igual a unarecta dada, la diferencia tenga una longitud
dada.

Resol. Deben reducirse 476y 75.

Probl. 92. Construir en un circulo una cuerda quS' seti paralela
auna rectay esté dividida en dos partes iguales por otra ;ad'a.

Probl. 93—96 Entre una recta y circunferencia dada trazar ana
récta igual a otra dada, de manera

03 que sea paralela a otra dada. (Dos soluciones).

94 gue toque a la circunferencia dada (Cuatro solucioiies).

95 que corte & la circunferencia dada bajo un angulo da-
do (Cuatro soluciones).

‘96 que forme una cuerda =m en la circunfersucia dada
(Cuatro soluciones).

Resol, de 95y 96. Atiendase a los lugares geométricos.

Probl. 97. En un circulo dado construir un triangulo cuyos*
lados sean paralelos & tres rectas dadas.

Resol. Se puede facilmente determinar un lado, pues se conej-
ee el' angulo opuesto, y por tanto el teorema esta reducido al 93.

Probl. 98. En un circulo dado construir un triangulo cuyos
os lados sean paralelas & dos rectas dadas y el tercero pas«
lor un punto dado. /

Resol. Es de una manera semejante como 97, ademas apli”
'liese el probl. 85.
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9. Dados tres puntos A,ByC encontrar un citarlo punio
X,de manerm@ue XB=ay AXC=;/(ar y sonangulos dados.)
I 1 Dados dos circulos trazar.una recta, de ma-

nera q
qm toque alas dos circunferencias ('].soluc.),
toque & una y corte ala otra bajo un angulo dado
(4 soluc.).
102 toque a una y forme una cuerda dada eoli la otra (4 so-
luc.)

Pésol, de 100 suponiendo que estén los circulos en el mismo
lado de la tangente pedida. Trazados los radios desde los cen-
tros a4 los puntos de contacto, se tendra un trapecio que se cons-
truye facilmente por medio de un triangulo, cuya hipotenusa es
la central y un cateto la diferencia de los radios.

Nota» De dicha manera se tendran dos soluciones, y for-
mando un triangulo cuya hipotenusa sea la central y uno de los
catetos la suma de los radios, se tendran otras dos soluciones.

fde 101 y 102. Se puede determinar la distancia de la
recta pedida al centro de la circun ncia secante, y por tanto
los problemas se han reducidos al

Probi. 103. Dadas dos circunferencias encontrar un punto en
una de estas, de manera que las tangentes trazadas do este pun-
to & la otra circunferencia sean perpendiculares entre si.

Pésol. Se puede enconTar facilmente el lugar geométrico do
dicho punto» ,

Probi. 104. Dado un sector de un circulo describir una cir-
cunferencia que toque los radiosy el arco de este.

Probi. 105. Dados tres puntos (jomo centros, describir al re-
dedor de estos ?’293 circunferencias que se toquen de dos en dos.

Resol. 111, Ly 27. Aplicando HI, 28 se tendran ademas 3
soluciones.

Probi. 106. Dentro de un triangulo equilatero describir tres
circunferencias que so toquen de dos en dos y ademas cada una
a dos lados del triangulo dado.i

Probi. 107. Dados tres crculos iguales encontrar un punto
de manera que las tangentes trazadas desde este punto a las cir-
cunferencias sean iguales.

Probi. 10S. Dados dos circulos iguales y secantes inscribir
en la parte comun un cuadrado cuyos vértices estén en los arcos.

Probi. 109—110. Dado un tridangnlo equilateral: al rededor
-dLe[ este escribir otro equilateral 109 que tenga un lado dado,

O gue forme con lgs lados del primero un angulo dado.

Peésol. § 41 tﬂz y 8§ 18 probi. 7.

Probi. | Dado un cuadrado ai ededor de este es-
cribir otro: 111 que tenga un lado dado, gue forme con los
lados del primero un angulo dado.

Resol. § 44 teor.
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ARTICULO IV.

J0CS FBCTICCS FAAVGS AL OFITUOV

|
|
i

§ 50 PREGUNTAS.

1) Como se demuestran geométricamente las formulas algé<
bricas:

1° (a+b)2+ (a-b)%z 2(a2+b*)
20 (a-f-b)*— (a—b)&~4ab

2* Coémo se puede la demostracion del teor. 9. (fig. 101) re-
¢lucir al teor. 6’

Resol. Tirese por G é j dos paralelas a AE &

3" Por qué es (en fig. 103a) CD |HBy CE |GA?

Resol, por (I. 15).

4? Por qué (fig. 103a), se encuentran en un mismo punto, las
rectas HI, LO y GF?

Retol. Prolongadas HJ y GF hasta cortarse y unido el pun-
to de interseccion con C, se demuestra que esta linea esta en lamis-
ma recta que LC.

“ Por qué (en fig. 103b) se encuentran en un mismo pun-
to lasrectas CL, AG y BH? ,

esol. Se puede reducir al § 12, I11, aplicando 3" y 4t

* Como la construccion en (fig. 1030 sirve de otras dos de-
mostracion-e[s del teor. de Pitagorasl

Dcm. L1? Unido H con C y prolongado hasta cortar AB so
puede fécil?ente ver que el paralelogramo CK que resultara es
igual a AOL y & una parte de AB-, ademas que el paralelégramo
CL esigual a AB-y aotra parte de CB2. I

Dem. 2 Quitando las partes comunes se debe demostrar la
Igualdad de las restas, reduciendo al Rect. CH.t

§ 51 LUGARES GEOMETRICOS.
. /

loEl Ilugar geométrico del vértice de un triangulo del
cual se conocen la base y 4l area son dos paralelas de igual dis-
tancia de la base (V. [.cor. £).

20 EI lugar geomeétrico de la base superior de un paralelo-
gramo del cual sesconocen la base y el area es una recta para-
lela 4la base (Y. U)*

3? El lugar geométrico, del vértice de un triangulo, cuya su-
ma de los cuadrados de los lados es igual al cuadrado del?a base da-

y

da, es una circunferencia cuyo diametro es la base. (V 1Y 19).

40 El lugar g_eométric_:o del vertice do un. triangulo, cuya
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diferencia de los cuadrados do los lados es igual al cuadrado de la
base dada es una perpendicular en el punto extremo de la base.

* 8§52 TEOREMAS.

1? Si se une un punto P situado en el plano de un paralo-
Ibgramo con los vértices do este, serala suma 0 la diferencia
de los dos triangulos, que tienen por vértice el punto Py por bases
los Igdos opuestos del paralelogramo igual & la mitad de él,

? Si se unen los dos puntos estreiios deun lado no pa-
ralelo de un trapecio con el punto medio del otro opuosto sera
el triangulo formado igual & la mitad del trapecio.

Resol. Descompuesto el triangulo en dos partes iguales por
la recta que une los dos puntos medios de los lados no parale-
los tomese por la base dicha recta &

30 (Teorema de Pappo). Si seconstruyen sobro los lados AC
y BC de un triangulo ACB como bases dos paralelogramos cua-
lesquiera, y ademas prolongados los lados estrefios de estos bas-
ta cortarse en P si se trazan j>or A yB dos paralelos & la rec-
ta PC hasta que corten los lados que sounen en P, sera uni-
dos los puntos de interseccion

20 el cuadrilatero asi formado un paralelégramo
? igual a la suma de los primeros

ifesoADos lados opuestos son igual APC, ademas apliqueseV, 7.

Por qué es el teorema de Pitagoras un caso especial de .di-
cho teorema? (Véase fig. 103b)

4?7 En fig. 158, en donde ADJ BO, tenemos

(AB-fBD)(AB-BD)*=(AC+ CD)(AC—CD).

50 Trazados desde un punto dentro de un triangulo per-
pendiculares a los lados sera la suma de los cuadrados de los
tres segmentos, que no tienen comdn un punto de interseccidn,
igual] & la de los cuadrados de los otros.

Resol. Unido dicho punto con los vertices apliquese el teore-
ma de Pitagoras.

G’ En todo tridangulo tenemos

b?+g* = Ada2-j-2ta3
Resol por V. 11 cor. ij 2
7? En todo cuadrilatero (fig. 16-1) tenemos

lIoAD2+DCR+CB -fAB%:AC2+BD*3-f4JK*
2 ACAxDC4&4BD4&4+ AB&EAAD*+BC-+4H F2

| esol, por 60
< 0° JEntodo trapecio (fig. 1C7) tenemos

AC2—}- DBZZA D 2—fBC2+ 2AB.CD

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



i:&esol por 72) caso 20, si;se7/atiende al 111. 13; liay otra resolucu n
por @ cor * -

? Si en nn cuadrllatero las .diagonales son perpendiculares
entre si, seran iguales las sumas de los cuadrados de los lados

OpUESHDS. >
P iﬁz Si dos cuerdas son perpendiculares entre si, sera la su- v
ma de los cuadrados de los cuatro segmentos igual al cuadrado
del diametro.
' Resolpor el teor. de;Pitagoras y § 88 1
J].].? Trazadas las tres medianas en un triangulo sera:

3(a*| blt c*)=4 ([t 40 %)

12? Siendo X un punto de la base AO del tridangulojsosles
ABC tenemaos:
AB-—BX*—A X .CX

13a Si dos puntos A yB de un didmetro equidistan del cen-
tro ysiend? P un punto cualquiera de la circunferencia, sera la
suma (AP 4 |-BPJ) una cantidad constante, a saber independiente
del Ikﬂar donde esté P en la circunferencia.
° en el tridngulo rectangulo (fig. 105) tenemos.
|-h">a-|-b
Resol. Apliquese!lque c£&=a*-|-bliy cli=ab.

15 La suma de los cuadrados délas diagonales de un para-
lelogramo es igual A £la do los’ cuadrados de™ los iados.
Resol, porJC?

§53. PROBLEMAS.

Rif*17—4? Transformar un] triangulo en”otro igual que

teng-al- la misma base2y ademas:

? seaisoOsceles, £? tenga el angulo & labase igual a <£<2'

3? un lado igual & la”rectac', 1? el angulo al veértice'-igual
a <t/>'e

Probl. 57—G Transformar un tridngulo en otro igual, que
tenga el mismo angulo a la base y ademas que

5? tenga la base igual a la recta b’, U? la altura igual a la rec-
ta h'.

Resol. Véase qué propiedad tienen las rectas que unen los
dos veértises cop los dos puntos estrenaos de las bases.

Probl. 97— 1U? Transformar un cuadrado en un rectangulo
igual, 90 que tenga un lago dado, 10 un perimetro dado.

Resol. (V. 11 cor. 3, £?)

Probl. 11-xr44. Dado un cuadrado formar otro que sea
11 el duplo, la mitad, 13 el triplo, 14 el quintuplo del otro.

Probl. 15—17. Transformar un cuadrado en un rombo igual:

15 que tenga un lado dado, 1Guna diagonal dada.

17 una altura dada.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



—118—

Resol. Formese antes un rectangulo que tenga la propiedad*
pedida, de donde es la resolucion facil.
Probl.18. Un triangulo dado transformar en*otro rectang
igual y de hipotenusa dada.
ProbL19. Transformar un triangulo en otro igual que tel
otra baso y otro angulo al vértice.
ProbL 20. Dividir un paralelogramo, en dos partes iguales
por medio de una recta que pase por un punto dado.
Resol. Cudl es el punto en el paralelégramo, por el que trazada
Una recta siempre lo divide en partes iguales?
Probl. 21, Encontrar en un triangulo un punto quo unido,
con los veértices divida el triangulo en tres partes iguales.
Resol. Cual es el lugar geométrico de un triangulo que es la
tercera parte del triangulo y tiene la misma base?
Probl. 22—23. Encontrar en la recta AB un punto X, do
manera que:
22 AX2—XBZ= d2 23AX2+XB2=a\
Resol. Analizando levantese perpendiculares, para 22 en
el punto B é igual 4 d, para 23 en el punto X é igual & la recta
a; ademas apliquese el teorema de Pitagoras y atiéndalo a las
propiedades de los tridngulos iscsieles.
23 Inscribir en un circulo un rectangulo igual a un cuadra-
do (¢lado.
RIAtiéndase a ladiagonal del rectangulo pedido.
Probl. 21 Circunscribir & un circulo un rombo igual & un cua-
drado dado.
Resol. Se conocera la altura del rombg, y por tanto el lado
y asi esta el problema reducido al probl. GEdel Alt III.

ARTICOLO V.

EJERCICIOS PRACTICOS RELATIVOS AL CAP. VII>.

8 54. PREGUNTAS.

1. Qué propiedad deben tener los segmentos que so tratan
en el teor. 4, para que se verifique el paralelismo indicado por la nota?
-2. Por qué se liapuesto el teor.lz?
3. Como se demuestra el teor. haciendo abstraccion de
la semejanza?
4. Cémo se enuncia el teor. 12 estando dividido el angulo
exterior en dos partes iguales?
5. Como se demuejtéa directamente el teor. 13 aplicando la
constxuccion del teor. ?
Qué distincion hay entre los casos de congruencia y se-
mejanza? -
7. Queé recta es media proporcional entre las. dos partes de-
un diametro?
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8. Cudles son los reciprocos de los teoremas 15, 16,17 y 18 3
icomo se demuestran?

8 55LUGARES GEOMETRICOS.

iExplicacion’. Una recta AB esta interiormente dividida en lara-
zon m:n si el punto de division estaentre A B.pero exteriormen-
te si el punto de division esta en la prolongacion de AB; luegé
siempre se verificara AX:BX=m:n.

1. El lugar geométrico de un punfo en el cual una recta
trazada desde un punto fijo P hasta una recta dada g, esta di-
vidida interior y exteriormente en la razon m:n, son dos rectas
paralelas a la dada q;

Resol. Trazando una recta cualquiera por P hasta ig divida-
se en dicha razon &a.

2. El lugar geomeétrico de un punto en el cual una recta
trazada entre dos secantes y paralelamente a una tercera dada,
gueda dividida interior y exteriormfente en la razébn m:n, son
dos rectas que pasan por el punto de interseccion de las dos
secantes (VII. 4)) -

3 EIl lugar geomeétrico de un punto encima de una recta AB
cuya distancia a esta es la media proporcional entre los segmen-
tos de AB, es una semicircunferencia cuyo diametro es AB (VI

4. El lugar geométrico de un punto, cuyas distancias & dos
secantes estan en la razbn m:n, son dos rectas que pasan por
el punto de interseccion de las secantes.

@¥por Art. Il probl; 151.

5. Dada la base a de un triangulo yla razén de otro lado
asu altura (mlIn), el lugar geométrico del vértice ser4 una cir-
cunferencia.

@¥Trazada en un punto estremo de & una perpendi-
cular x, de modo que x:a=m:n, serala circunferencia cuyo dia-
metro es X, la pedida.

8emost. es facil. (El analisis es dificil).

. Dado de un triangulo la base a y el angulo a del vérti-
ce, encontrar el lugar geomeétrico del circulo inscrito.

B Descrito sobre BC=a como cuerda un arco capaz del
angulo a y dividido el arco restante que completa la circupfe”
rencia en dos partes iguales por el punto Q, sabemos qul el
centro del circulo inscrito estara siéinpre en la recta que une el
punto Q con un punto cualquiera P del otro arco capaz del an-
gulo o.Ahora bieDj siendo X dicho centro, se demuestra que
QB=QX y se conoce el lugar geométrico de X.

t *

§ 56. TEOREMAS.

1? Los lados homdlogos de dos triangulos semejante >estan
entre si como sus alturas respectivas.
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2? En todo triangulo dos lados son inversamente]proporcio-
nales a sus alturas resoociivu-i.

0? Si dos triangulos tienen la misma base y estan entrevias
mismas paralelas, una recta trazarla paralelamente a la baso co-
mun,, formard segmentos iguales dentro do los dos triangulos#

Una recta tiaz ida paralelamente & los lados paralelos do
un trapecio por el punto* de interseccién de las diagonales, so
halla dividida en dos partes iguales por dicho plinto y los lados
no ralelos. «

En todo trapecio estan cuatro puntos en linea recta: los pun-
tos medios de los lados paralelos, los puntos do] interseccion de
las diagonales y do los lados no paralelos.

G Si los lados do un triangulo rectangulo forman una pro-
porcion continua, sera el cateto menor igual ala proyeccién dol
mayoy sobre la hipotenusa.

? Si los dos segmentos de una rgeta son proporcionales a
los do otra, que esta dividida en mediay extrema razon, lo se-
ra tagbién la primera.

? Si una recta estd dividida en media y extrema razon,
serd la suma de los cuadrados de la recta entera y dei segmen-
to menor igual al triple cuadrado del s?me?to mayor.

} @k 2=a (a—xj™a-2—ax= (a—x)&—x&f-ax ¢a.

9’ Si se trazan por el punto de contacto de dos circunferen-
cias dos rectas hasta cortar & estas, seran directamente pro-
porcionales los segmentos de estas rectas.

ElAtendiendo al 1V. 21 se puede aplicar VIL 8

Qué propiedad tienen las cuerdas que resultan, uniendo los dos
puntos de intersecciéon en cada circulo?

10 Trazada a una circunferencia una tangente que corte a dos
paralelas también tangentes & ella, el radio sera media proporcio-
nal entre los dos segmentos de la tangente trazaga.

Tfsti. Apliquese VII, 14 por medio de 1V, :

Forman una proporcion los cuatro triangulos, en los
cuales se halla dividido un cuadrilatero por las diagonales.

12 Dos triangulos, que tienen un angulo igual son proporcio-
nales a los rectangulos formados por los lados que comprenden
dicho angulo.

13. Sise unen los pies de dos alturas de un triangulo
sera el triangulo parcial asi formado semejante al total.

RdlV, 20.

14 Los rectangulos formados de los segmentos en los cua-
les se hallan divididos mutuamente las alturas de uu triangulo
son iguales. i

Resol. 1V, 20 y VII, 15 y 16.

15. En el paralelogramo (fig. 101.) se encuentran en el mis-
mo punto las rectas JF, CE y GH.

esol. VII, 4 cor.

G En todo tridngulo (ABC) estan en linea recta el
punto de interseccién de las alturas (H), el do las medighos (M)
y el centro (O) del circulo circunscrito; ademas HM =4ZMO.

Resol. Siendo F y G los puntos medios do AC y BC, ade-
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mas i) y E los pies de las alturas & los lados BC y AC tréacese'
las rectas respectivas y se puede facilmente demostrar que

lo AAHB—GOF 20 BHM~FOM de donde &
Nota Construyase la figura segun lo dicho.
17. El triangulo formadopor las alturas de otro es semejante
a este. 1
18. Las areas de dos triangulos que tienen un &ngulo igual*
son proporcionales & los productos de los dos lados que com-
prenden dicho angulo.-

J 57. PKOBLEMAS.

NotAi En el problema siguiente se puede ver como sé ha de
manejar las proporciones para que por su medio se pueda resolver
geométricamente un problema; ademas aparece la distincion que
hay entro mia resolucion difusa y sencilla-.-

Probl.(fig. 170). En un triangulo construir un cuadrado, de
manera que un lado esté situado en la base y los otroa dos vér-
tices en los liados del triangulo.

_ Anul.Siendo en el. BAC Q QMNP el pedido denotemos"
PN por x y AN por y, ademas AD la altura 4 BC por h; de
donde se sigue

MN:AN=BC:AC

O x:y=a:b
ademases- : P' X=Db:ipb—
luego .y—— . —?
) h:a=y:b—y
luego h-]-a:h=b:y

Ahora debemos ver como dicha proporcion se puede cons-
truir diestramente: li-f-a y b son rectas correspondientes y SO
encuentran en el punto A, luego sera muy & propésito prolon-
gar AD hasta E, de manera que DE=a; de donde seve al mo-
mento que las rectas CEy ND son paralelas, y por tanto &0
puede encontrar el punto N, puesr son dados los puntas E, O
y D.

Constr.Prolongando AD hasta E, de' manera que DE=a
y uniendo E con C, tracese DN ™ EC, después trazado NM ™ BC
bajese desde N y M las perpendiculares NPy MQ 4aBC y NMQP
serd el cuadrado pedidoi

Dem. Siendo NMQP un rectangulo (constr.) se necesita de*
mostrar que MN=NP

AD:DE=AN:NC

O AD:BC=AN:NC
poro BC:AC=NM:AN '
-luego AD:AC=NM:NC
ademas es AD:AC=»PN:NO '
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luego NM:NC=PN:NC
de donde NM=PN

Otra solucién mas sencilla.

Analisis. Siendo &a. como arriba,
de donde y:b=x:a

Para representar esta proporcion basta unir Kynx y pro-
longar AP hasta que corte ala perpendicular levantada a BC en el
punto C, y sera CE'=a. Ahora conocemos el punto Ay E "' luego
P y por tanto N, M, Q.

Gonstr. Levantando CE'=a perpendicular a BC y trazando
E'A levantese en el punto de interseccibn P una perpendicular
aBC hasta cgrtar AC en N, después &a. como arriba.

Dem. PUr ser PNMQ un rectangulo, resta demostrar

M]fe=NP.

AN:MN=b:a
AN:NP=AC:CE'=b:a

luego AN:MN==AN:KP

de donde MN=NP. -

].. Determinacién depuntos y construccion de rectas.

B, —2. Dividir una recta aen la razbn m:n, lointe-
riormente, £? eXteriormente.
Resol. 20 X:a—Xx=m:n de donde a x= m-(-njm
? X:a+X=m:n " a:Xx=n-—m:m
Luego los problemas estan reducidos al § 33 prob. 1.

Probl. 3—4. Dividir interiormente una recta AB, de modo
que
3°AXXBX=ma, 4°ABXBX=m3

Resol VII. 14y IV 109.

Probl 5. Dada la recta AB=a encontr?r en su prolonga-
cion un punto X, de modo que AX.BX=ABLZL06 (a+ X) x=aa.
Resol VII. 17 siendo AB el didmetro del circulo.

Probl. 6 Dividir a larecta AB=a interiormente, de moda
que ABXBA=AX{L 6 a(a—x)=x2.
Resol 1“ es la misma que § 33 probl. 50
Resol 2B Puede reducirse al 5? pues
a—Xx:X=x;a luego a:x=a-j-x:a.

Probl. 7. De una proporcion de rectas se conoce los térmi-
nos estremos y la razén délos medios, encontrar los ultimos, es decirl
a:x=y*.b, x.<y=m.*n.
Resol Encontrado p de la proporcion m:n=b:p se sigue
que a.y=y.p, luego apliguese § 33 probl. 3.

\ . i
probl 8. Encontrar dos rectas cuya suma y media proporcio-

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



nal se conocen,; 6 sal)er
X-fj=s, s:a=a:y

Resol probi. 30

4 1 J *4

Probi. 9. Encontrar dos rectas cuya diferencia y media pro-
porcional se conocen, & saber
x—y=d, Xx:a=a?y
Resol. YII, 17*

Probi. 10. De una proporcion se conocen los términos estre-
naos y la suma de los medios encontrar estos.
X+y=s, a:x=y:b. '
Resol. Encontrando p de la proporcion a:py=p:b sesigue
que p:x=y:p luego apliquese el probi FB_

Probi. 11. De una proporcion se conocen los términos estremo»
y la diferencia de los medios, encontrar estos, es decir
x—y=d, a:x=y:b.
Resol. Encontrado p de la proporcién atp=p:b, podngase
x=d+y 0 y=x—d y apliquese YII 17 siendo d el diametro vy
p la tangente.

Nota. Los probi. 10 y ].1. contienen la solucidon geométrica
de la ecuacion cuadrada; pues tenemos cuatro formas distintas
de estg, siendo a, b, ¢ cantidades poSitivas*

) Xlitax=o0c 0 x(a-)-x)=bc
) ax=bc , x(x—a)=bc
) x%i ax==——Dc, x(a—x)=Dbc

) XxL+ax=—be dard para x un valor negativo, luego
para encontrar el valor de x geométricamente es presiso tomar la

tercera forma.

Probi 12 Prolongar la recta AB hasta el punto X de mo-

do que AB :AX=m :n.
Probi 13—14. Dividir una recta a en dos partes X y a—X

de modo que
13x231 2 n-*
14 x- (a—x)

Resol, para 13. Tomese mp=n- $
Resol para 14. Porser m:n=mb5:um formese nm=p2.

Probi. 15 —16. Por un punto dado P dentro de un angulo A
trazar una recta que corte a los lados del angulo en dos puntos

X éY, de modo que
15 AX:AY=m:n, 16 PX:PY=r:s.
Resol, de 16. Se puede encontrar en la prolongacion de AP
un punto Z de modo que AP:PZ=r:s.

Probi 17—18. Son los mismos estando P fuera del angulo.
Probi. 19—20. Por el vértice C de untridngulo ACB trazar
una recta de modo que siendo X €Y los pies de las perpendicu-
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3. CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS.

Probi. 160—165. Construir un trapecio si se conocen (fig.167):
160 a:b, h, <af, <bf 163 a:c, h, <fao, <ibe
161 a:c, li, <& <faf IC4 o:f, h, A <Ecr
162 a:c, h, <fae, <alef 165 e:f, b, <™ae,<fbe

Resol de 161 y 162. Se puede encontrar (a+c)
Resol de 164. Se puedo reducir a la construccion do un trian*

guio del cual se ﬁ?ocen b.e, hay a

R 67— Construir un cuadrilatero si se conocen
(fig. 168).
167 a, y,d, <£bf, <~d e 170 a, a:c, By
168 a, <fEbe, <fce, </cf, <£df 171 a e:f, o, , <pcf
169 a, a:b, a, y 172 a e:f, /3 o, <"ef

Resol, de 171y 172. Por medio do los probl. 50 y 51 del §49
se conocen las formas de los cuadrilateros pedidos.

4. VARIOS PROBLEMAS.

Probl. 173—174 Por el punto P de contacto do dos circulos,
trazar una recta que corte a la una circunferencia en X alaotraen
Y de modo que

173. PX-1-PY=as, 174PX—PY=d.

Probl. 175. Dada tma circunferencia y dos puntos en ella
Ay B trazar en esta una cuerda paralela a una recta dada
de modo que las perpendiculares, trazadas desde A y B ala cuer-
da, formen una razén dada.

Probl. 176. Desde un punto estremo de un didmetro de una
circunferencia dada trazar una secante hasta la tangente, trazada
en el otro punto estremo del diametro, do modo que la parte ex-
terior de la secante sea igual auna recta dada.

Probl. 177. Bajo la misma condicion trazar la secante cuya
parte exterior sea igual a la interior.

Probl. 178., Desde el punto medio de un arco de una circun-
ferencia dada trazar una cuerda que corte a la cuerda del arco da-
do de manera que la parte de la cuerda trazada terminada por el
punto de intercecion y la otra parte de la circunferencia sea igual
a una recta dada.

Resol. Trazadas dos cuerdas adyacentea resultaran dos triangu-
los semejantes, que le reducen al probl. 9.

Probi 179. Trazar una secante bajola misma condicion.

Probl. 180. Por dos puntos dados describir una circunferen-
cia de manera que la tangente trazada desde otro punto dado a
ella sea igual auna recta dada.

Resol. Se puede hallar un tercer punto de la circunferencia pe-
dida.

Probi. 181. Desde un punto dadofuerade un circulo, trazar
una secante de manera que la parte interior sea media propor-
cional entre la parte exterior y la total.
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§8I. Formado en una circunferencia un angulo central
'trazar en esta una cuerda que esté dividida en tres partos iguales
por los lados del angulo.

Resol. VII. 4,
Probl. 183. Inscribir en un circulo dado un rectangulo cu-

yos catetos formen una razon dada.
B 184. Inscribir en un semicirculo un cuadrado.
Probl. 185. Inscribir en un segmento un cuadrado.
Resol. Formado sobre la cuerda como lado un cuadrado véa-
se que tres puntos estan en una misma recta.
Probl. 18C. Inscribir en un cuadrilatero un rombo cuyos
lados sean paralelos & las diagonales del cuadrilatero.
Resol. Llamando y (fig. 168) la distancia del vertice del rom*
bo al punto D y x el lado del rombo se tendra facilmente:
et+f:f=c:y y f+e:f=e:x.
Probh 187%18S. Construir un circulo que
187 pase por dos puntos y toque una recta dada.
188 pase por un puntoy togque dos rectas dadas.
& de 187 VII, 17. 188 se reducira al 187.

uj.is ] Ys&Kk
5. TRANSFORMACION DE LAS FIGURAS.

Probl. 189—191. Transformar *tm cuadrado.

189 en un tridangulo equilateral de igual area.

190 en un rombo de igual area que tenga un angulo dado.

191 en un rectangulo do igual area cuyos lados formen una
razon dada.

Resol, de 189. Fdérmese un triangulo equilateral cuyo lado
sea igual al del cuadrado, y siendo a el ladoy h su altura,
ademas las pzfxrtz correspendientes del triangulo pedido x é Yy
tendremos y£4= 4ah.

Resol, de 190 de manera semejante.

Probl. 192—194. Transformar un triangulo en otro igual que
sea 192 equilatero, 193 semejante &4 otro dado, 194 isdsceles
de angulo dado al vértice.

Resol. De una manera semejante que en los ejemplos pre-

cedentes.
Probl. 195. Transformar un triangulo en un rombo de igual

area gque tenga un angulo dado*

Probl. 196. Transformar un poligono en otro igual que sea se-
mejante a otro dado.

Resol. Puede reducirse al 193.

6. DIVISION DE LAS FIGtIRAS.

Probl. 197. Transformar un poligono en otro semejante cu-
ya area sea la na parte del primero.
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-123—

Resol VII. 29.

Rrobl. 198—202 Dividir en n partos iguales auu triangulo
dado, de modo que las rectas de division.

19% salgan do un punto dado de un lado.

199 salgan de un punto dado dentro del triangulo

200 sean¢paralelas U un lado.

201 'sean perpendiculares a un lado.

202 sean paralelas a Uma recta dada.

Resol.Encontrado un triangulo quo es la n* parte del dado

la”[resolucién so reducira & los del n? 5o.

Nota. Los problemas 190—202 no conviene ejecutarlos gra-
ficamente, basta indicar el modo de resolverlos.

ARTICULO VI.

EjerciOiOS relativos al cap. VIH.

§ 58. TEOREMAS.

1? Todo poligono equiangulo ¢ inscrito en un circulo os re-
gular si el numero de los vortices es impar.

Resol. Tomando por ej. un pentagono cuyos arcos Sucesivos
sean a, b, ¢, d, e, se tendra: a-f-b=b-f-c=c-]-d=d-f-e=e-fa, de
donde &a. reduciendo al VIII, 3.

¢Qué conclusion se tendra si el numero de vortices es par?

30Todo poligono equilateroy circunscrito a un circulo es
regular si el ndmero de los vortices es impar.

Resol. Tomando por ej. un poligono y llamando m, n las
partes del lado primero en las cuales se halla dividida por el
punto» ele contacto, o, p del segundo &a,

m-J-n=o0-f-p=q-]-r=*s-j-t=u -f-v=m -f n
ademas sabemos n=o0, p=q, r=s, t=u, v—m
luego m=p, o=r, q=t, s=%, u=n
luego &a. reduciendo al VIII 4.

3? Todo poligono regular de numero par de lados tiene es-
tos paralelos de dos en dos.

4? Bajando desde un punto interior do un poligono regu-
lar de n lados perpendiculares & estos, sera la suma de ellasigual
aln veces la apotema.

Resol. Determinese el éarea del poligono de dos maneras
distintas.

50 Uniendo dos Vortices inmediatos de un pentagono re-
gular con los puntos extremos de dos lado3 adyacentes resul-
taran
4) un rombo b) dos tridangulos isGsecles congruentes c¢) un ter-
cero isGsceles cuya base es un laod del pentagono; ademas las
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diagonales se dividen mutuamente eri media y extrema razoén.
(3 Un pentagono equilatero que tiene tres angulos iguales es

regular. *' ...
Resol.Se necesita demostrar que se puede circunscribir al

pentagono un circulo. * ...

70 Las éreas de dos poligonos circunscritos @ un mismo cir-
ulo son proporcionales a sus perimetros.

80El area de un circulo es la media proporcional entre dos
poligonos, délos cuales uno esta circunscrito aestey otro, semejante

al primero, tiene un perimetro |gual a la circunferencia.
Resol. Denotando por A el area del poligorio circunscrito,
or A' el ,del circulo, por A/; el del poligono seniejante determi-

nese A:A''y A"A"

90 Describiendo sobre la hipotenusa AB del angulo rectan-
gulo ACB*(fig. 177) un semicirculo, y X>mismo sobre los catetos AG
y BC, serd la suma de lasareas Ny M (linulas de Hipdcrates)

igual a la del triangulo. , t O\,
Resol. Determinese (M -fm)-}-(N-j-nj &a.
10. Siendo (fig. 178) CD perpendicular & ABj en un punto

cualquiera y describiendo sobre AB, AG y CB semicirculos, sera
el area de la figura (falce de Arquimedes) ADBECEA igual 4la
del circulo cuyo diametro es CD.

li. La diferencia entro las areas de dos circulos concéntri-
cos es igual & la de un circulo cuyo diametro es una tangeuto
trazada en un punt6 de la circunferencia menor y limitada por la
circunferencia- mayor.

| 59. PROBLEMAS/

Prol)l. 10,Qué lineas habran de trazarse en un triangulo equila-
tero para que resulte un exagono regular inscrito prescindiendo de'
los vértices del'triangulo propuesto? *

mi2? ;Como seobtendra deuf cuadrado un o6tégéno hacien-
do abstraccion de los vértices del primero?

Probl. 3—8. Construir un circulo;

*30 cuya circunferencia sea igual ala suma de ,otras dos.

a? cuya circunferencia sea igual & 14 diferencia de las der
otras dos. - - -

50 cuya rea séa igual a la suma de otros dos.

70 cuya aarea seaigual a la diferencia de otros dos.

7? cuya area sea igual a un mdultiplo de un otro'.

8? cuya area sea igual ala n* parte de un otro.

Probl. 9—10. Dividir un circulo en 2, 3, 4 &a.- partes iguales?
por medio de circunferencias que
i”o seen co,n éntricas aldad

toquena I primeray entre sf en un pufito dado/
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§ QO PROBLEMAS RESUELTOS POR CALCULDO.

Advertencia. Conviene dar problemas numéricos relativamen-
te 4 las formulas siguientes, como a las del § 38.

1? Determinar el area de un triangulo equilatero dado ol
lado = a

2? Determinar el area de un cuadrado dada la diagonal
igual &4 d
O =1’
30 Determinar el areade un cuadrado dada la Buma ds la
diagonal y un lado igual a s
O=s* (3™ 2)
4? Determinar el area de un cuadrado dada la diferencia on-
tre la diagonal y el lado igual a d
I h=d2 (3-]-2\/2).
5? Determinar los dos lados de unrectangulo dado ol peri-
metro igual a2p y el area igual am*.
Resol. Siendo x € y los lados sera
X.y=m¥* perox-}-y=p
luego tendremos
X-2— px-| -m2=0

Las dos raicee de esta ecuacion seran los dos lados. (Véaso
8118, 1? Algebra del P. Kolberg).
6* Determinar el area de un triangulo dados los tres lados

A = VIHp—a) (p-"b) (p—c)

siendo p la mitad del perimetroy a, b, ¢ los lados.

Resol, (fig. 158) A=iaha, ha~rc*—n2=(c-]-n) (c—n)
n se determinara por Y, 11 cor.

70Determinar el area de un triangulo dadas las tres medianas.

A=aV/P'(P'—tIXP'—12) (P'—13)

siendo tt, t2 t3 las trées medianasy p' la mitad de la suma de

estas.
Resol. Qué parte del triangulo pedido es el formado por las
§tjj | t2, &ta? A
80 Determina» el area de un triangulo dado el perimetro
y el radio del circuloinscrito

A=PP dedonde P=~"/p(p—*) (p—b) (p—0)

9° "Determinar el area de un triangulo dado el producto de
los tres lados y el radio del circulo circunscrito

A=a’- G de donde r=

4Vp(p—a) (p—b) (p—0)

Gbach e adio de un circul ;Icterminar ¢l lado el po-
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ligono regular inscrito a con 4 lados, b con 6 lados, ccon 10 lados.

e 2T 1e=r, 023 ¢ (\i5-A1)
* |K *
11. Dado el radio de un circulo y el lado del poligono re-

gular inscrito encontrar una formula que determine el lado, del
inscrito con doble nimero de lados

2iVr*—J],a

12. Dado el radio de un circulo y el lado del poligono re-
gular inscrito encontrar una formula que determine el lado del
circunscrito con el mismo numero de lados.

w rin

VI*2—H *)

Nota 1? Las féamulas 11 y 12 pneden servir para determi-
nar el valor de 7t

Nota 2B Algunos problemas pueden darse sobre el anillo que
se forma por dos circulos concéntricos. Siendo Ey r los radios
de los dos circulos, d la distancia de las dos circunferencias, t

la tangente al circulo interior y terminada por la circunferencia
exterior.

Si se conocen:

R, r Rt
r, t 5r d 6. t, d

(R-]-n,d 8. (R-)-r),t 9 td,r,

encontrar las otras partes.

nx CE LA PARTE FRMRA
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