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ADVERTENCIA.
. > • i

A  lo dicho en el prólogo de la primera parte solo 
añadiré que los ejercicios prácticos de esta segunda no 
versan como allí sobre construcciones gráficas sino so-’ 
bre problemas numéricos relativos á toda la (Geome­
tría, y  á la teoría de las ecuaciones, y  han sido toma­
dos de una obra m u y práctica compuesta por F  H ofl- 
mann.
■» Para que desde luego se puedan aplicar estos pro­
blemas conviene omitir en e l ; primer paso: 
del Cap. I, la esplicacion 7 del § 8, y  los teoremas 27 y  28, 
del Cap. II , los teoremas 3 y  20 y  ademas todo el § 13, 
del Cap. I V  todo el § 17 y  ademas los teoremas 19 y  20.

Todo lo cual puede tratarse en el; segundo paso. 
A  estos ejercicios pueden los profesores añadir otros mu­
chos trigonométricos, por ejemplo, en el probl. 77 se 
puede preguntar ¿qué ángulo forma la altura con la 
arista, ¿qué inclinaciou tiene una cara relativamente 
á la base?i ,

i Las citas á la Geometría plana se indican así: Pl. 
II , 3, lo que significa: Geomt. plana Cap. II , teor. 3.

E l a u t o r .

4

* ¥
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CAPITULO I.

Sectas y planos en el espacio, ángulos sólidos»

|  1? CONSECUENCIAS DE LA DEFINICIONDEL PLANO.
v - - , » W t
-•

D e f in ic ió n  d e l  p l a n o . El plano es una ¡superficie con ía cual Una recta que une dos cualesquiera de sus puntos coincide total­mente.
C o n s e c u e n c ia  Ia. Si una recta tiene dos puntos comunes con» un plano estará situada toda en él, y por tanto puede cortarle solo en un punto, ademas á un plano se puede aplicar una recta en todos sentidos.
C o n s e c u e n c ia  2a Los planos ilimitados son congruentes, pues la extensión de un plano es la mas sencilla de todas las superficies posibles, y la misma én todas sus partes.
C o n s e c u e n c ia  3a Por una recta pueden ponerse infinitos pla­nos, pues él plano nó' está ligado á á una sola y determinada exten­sión.
C o n s e c u e n c ia  4a Tres puntos que no están en una recta deter­minan solo un plano.
JSxpl. Ia Dos cualesquiera de los tres puntos estarán en línea recta á la cual se podrá adaptar nn plarto; y como este éS ilimita­do, si le hacemos girar sobre dicha recta pasará necesariamente por el tercer punto } solo de una manera»
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Expl. 2a [fig. 1]. Siendo posibles dos planos por los tres pun­
tos A , B, C se tigue que las tres rectas determinadas por A, B y ( J  
están situadas en estos dos planos, luego también cada recta quo uu« 
dos puntos de ellas [definición].

Esto supuesto demostraremos quo cada punto de uno do los 
planos pertenece también al otro, y por tanto no tenemos dos pla­
nos distintos sino uno solo.

Siendo P  un punto cualquiera do un plano tracemos por es to 
una recto cualquiera, sea MN. Ahora bien, esta recta MN debo cor­
tar al menos á dos de estos rectas que están determinadas por Ion 
tres puntos A , B y O pues solo puedo ser paralela á una de estas. 
Pero así tendrá \dos puntos comunes con los dos planos, luego es­
tará toda pn ambos y por tanto también su punto P.

Consecuencia 5a Una recto y un punto fuera do esta determi­
nan un solo plano, [consec. 3“]

Cosecuencia 6a Dos rectas que so cortan determinan un solo 
plano [consec. 4a]

Consecuencia 7a Dos rectos paralelas determinan un solo 
plano.

E x p l .Una de estas rectos y un punto de la otra determinan un 
solo plano [consec. 4a], pero sabemos [Pl. § 2°, expl. I a cor. 1 y 2] 
que la paralela trazada á la recta por dicho punto será una sola y 
estará en el mismo plano en donde están la recto y el punto, luego 
como la recta y el punto de otra determina un solo plano, así las 
dos rectas paralelas.

Consecuencia 8*¿ La intersección de dos planos es una recta.
Expl. Si hubieren tres puntos comunes no situados en una 

recta, no serian dos planos secantes sino un solo.
. ' • ’ 2 t■ ■ {<'
§ 2. LINEAS PABALELAS A  UN PLANO.

Expl. Una recta se llama paralela á! un plano si no¡[pucdc 
cortarle.

Teor. 1. |fig. 2J. Toda recto paralela á otra situada^en un pla­
no fuera dfe la primera, es paralela á este plano.

Rip. A B  ^  CD.
Tes. A B +N M .

Eem. El plano que determinan las paralelas CD y A B  tendrá 
común con el NM solo la recto CD, luego si la recto A B  cortase 
al plano NM, lo haría en la recta CD [§ 1. consec. 1]. Pero esto 
es imposible, pues A B  y CD son paralelas entré sí, luego la recta 
A B  no puede cortar al plano NM y por tanto es paralela á él.

Cor. 1. Si de dos paralelas una corta á un plano, lo hará tam­
bién la otraj pues haciendo pasar por las dos paralelas un plano, 
este cortará al otro en una recto que está cortada por una de las 
paralelas, luego también pon la otra [Pl. I, 7].

Cor. 2. Si una de dos paralelas lo es á un plano lo será también 
la otra [cor 1|.
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Teor* 2- Si por una recta paralela á nn plano se traza otro 
cualquier, la intersección será paralela á la recta primera.

h# ' .  i .  - \ «• » é
_ >

D e m . La primera recta estando con la intersección en el mismo
plano, no puede cortarle pues en esta suposición no seria paralela
al primer plano.

• «

Teor. 8. Si por cada nna de dos rectas paralelas pasan
dos planos secantes, la interseccioncomun será paralela á las dos rectos.
* M t i

Sip. AB ^ CD* j  '
Tes.E F + A B  y E F ^C D .

Dem. parte 1“ AB ^  CEFD fTeor. 1?] y EF es la intersección 
común entre los dos planos CF y A F  luego será EF ̂  AB [Teor. 2].

Parte 2* CD ^ AEFB [Teor. 1] y EF es la intersección co­
mún entre los dos planos A F  y CF, luego será CD ^ EF [Teor. 2].

Teor. 4- [fig. 3]. Dos rectos paralelas á nna tercera son pa­
ralelas entre sí. ^ i . . * ¿ ^  r ' *

Bip. AB  ±  EF, CD ±  EF,
Tes. A B  *  EF. , '

Dem. FTo estando las tres rectos en nn mismo plano las paralelas 
AB y EF ademas las CD y EF determinarán dos planos secantes 
cuya intersección es EF; haciendo pasar por CD y el punto G de la 
AB un nuevo plano, la inter§ecciou de este con el EB será paralela á 
las paralelas CD y EF [Teor. 3J; pero por el punto G solo la AB 
puede ser paralela á la E F ,; luego necesariamente la AB  será la 
intersección y por tonto paralela á CD.

m é. , ** 4
W *

Cor. Si p*or dos rectas que se cortan en un plano se hacen pa­
sar otros dos secantes, la intersección de estos pasará por el punto 
común de las dos rectas. ' '

Dem. La intersección de los dos planos no puede ser paralela 
al primer plano, pues seria paralela á las • dos rectas [Teor. 2], y 
por tanto estas serian paralelas entre sí, lo que es contra el teor. luego 
la intersección cortará al plano primero solo en un punto; pero este punto 
dehe estar cncadaunade las rectas dadas, luego es el punto común.

é * - J X

Teor- 5. [fíg. 4 ]. Bna recta paralela á dos planos secantes, es 
también paralela á la intersección de estos.

r. \ ‘ 4 ' i  ̂  ̂ ■ 9 '

Dem. Haciendo pasar por un punto G de la intersección AB  y 
la recta dada CD un nuevo plano, tendremos en cada uno de los 
planos primeros una intersección paralela á la recta dada [Teor. 2J, 
pero estas intersecciones no son sino la recta AB, pues en otra su­
posición serian al mismo tiempo entre sí paralelas [Teor. 4] y se­
cantes por ser G un punto común.
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Teor. 6. [fíg. 5j. S i los lados de dos ángulos que no están en et 
mismo plano, son paralelos entre sí, los ángulos serán iguales 6 su­
plementarios.

Caso 1? Los lados son paralelos dos á  dos e »  un mismo sentido.,
J l ip .AM 4= A 'M ' y  A N  %
T es.< £ M A $ f= M 'A 'N '. *
D e m . Tomando A B = A 'B ' y  A C = A 'C > serán A B B 'A ' y  

A C C 'A ' dos paralelógramos.
luego *' B B '^ A A '^ C C 7 ó iguales entro sí
de donde B C C 'B ' un paralelógramo
luego B C = B /C/

„  / \B A C Q á B 'A 'C ' [P l. H , 9 .]
por tanto < £ B A C = B 'A 'C /
$  < lK A N = = W A 'W .

Caso 2? L os ladosjjparalelos tienen "sentidos opuestos.,
Eip.A M ^ A 'Q  y A N fiA 'P . i
Tes.< £ M A tf= Q A 'P .

D em . <^TMAN’= M /A ,N / [caso 1?]
ademas es <jrM,A 'N '= Q A 'P
luego < Q A 'P = M A N .

%
Caso 3? D os lados paraleles] tienen e l mismo sentido y los otrosí 

dos sentido contrario.
JTip. A M  +  ATVP y  A N i A 'P .
I e s .  < £ M A N -)-M 'A 'P = 2 R .

«

D em . < ^ M A N = M 'A 'N '’ [caso I o]
adem ases <)CM,A ,N '+ M 'A 'P = 2 R
luego < ^ M A N 4 -M 'A 'P = 2 B .

> i
5 3 . R E C T A S  P E R P E N D IC U L A R E S  Y  O B L IC U A S  A  XJTT

P L A N O :
 ̂ I

E xp licaciones.
1“ Se llam a pié de unajrecta relativam ente á  un pláno eE 

punto de intersección.
2® U na recta se dice perpendicular é  un plano s i  lo es á todas 

las rectas tiradas por su pié en este plano.
3 a U na recta que corta á un plano es oblicua s i no le es perpen­dicular.

. , ¿f

Teor. 7- [fig* 6]. SI una recta es perpendicular á otras dos, que se 
cruzan por su pié en un plano, es perpendicular á este  plano..Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"
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Hip, OP | OA, OPJ_OB, OA y OB están en el plano PQ. 
Tes. P O fN Q .

—5—

Dem. Basta demostrar que OP es perpendicular á una recta 
cualquiera 0 0 , que pasa por el pié O [Expl. 2],

Trazada la recta A B  que corte á la 0 0  en D, y prolongada PO 
sobre O hasta OP7= O P , tracemos las rectas AP, A T 7, BP, BP7, 
J)P y D P7 y serán:

A P = A P ' y B P = B P 7 [Pl. II, 14] 
luego A A P B ^ A P 'B  [Pl. II, 9]
de donde < £ D A P = D A P 7 
ademases AJP=AP7 y A D = A D
luego A D A P = D A P '

„  D P = D P 7 ó A P D P 7 es isósceles
< P 7O D = P O D = R  [Pl. II, 13]y por tanto 

ó PO | 0 0 .

Cor. 1. Desde un punto fuera de un plano no se puede trazar 
mas que una perpendicular; pues en otra suposición tendríamos, 
uniendo los pies, un triángulo de dos ángulos rectos.

Cor. 2. [fig. 7]. Desde un punto situado en un plano no se pue­
de levantar mas que una perpendicular á este plano.

Dem. Supuesto que P A  y PB fuesen perpendiculares al plano 
MN en el punto P, seria la intersección del plano determinado por 
<£A PB en el MN perpendicular á AP y BP y ademas con estas 
en el mismo plano, es decir '

< ^ C P B =R  y C P A = R
6 <£C P B =C P A  lo que es absurdo, pues siendo
en el mismo plano el uno será siempre mayor quo el otro.

• Cor. 3. La distancia desde un punto hasta un plano se deter­
mina por la perpendicular bajada desde dicho punto á este plano.

Dem. Toda otra recta tirada desde este punto al plano será 
hipotenusa de un triángulo rectángulo y por tanto mas larga que 
la perpendicular.

»
Cor. 4 [fig. 8]. Si se describe desde el pié de una perpendi­

cular á un plano una circunferencia de un radio cualquiera, todas 
las oblicuas trazadas desde un mismo punto de la perpendicular á 
los de la circunferencia serán iguales.

Dem. Unido P  con B y G será ^ B P A ^ C P A  por ser trián­
gulos rectángulos y ademas P B =P O , luego será A B = A C ..

Teor« 8- [fig. 9]. Si tres rectas, que se cortan en un mismo
punto, tienen una perpendicular común, estarán en un mismo plano.

. \

Dtp. AO, CO, BO son perpendiculares á OP.
Tes. AO, CO y BQ están situados en un mismo plano.Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"
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D m . Si OC no estuviera en el plano determinado por AO y 
OB, podríamos hacer pasar por OP y OO un nuevo plano, cuya in­
tersección con el primero fuese OC' y por tanto tendríamos

OC'J_OP y OC I OP
luego < £C 'O P = li= C O P  lo que es absurdo,
pues OC, OC' y OP están en el mismo plano.’ ^Constr.]

Cor. 1. Por un punto de una recta” ¡Jes posible solo un pla­
no perpendicular, pues en otra suposición sejtendrá una contradic­
ción oon el teor. demostrado.

Cor. 2. Haciendo girar un ángulo recto al rededor de uno de sus 
lados, el otro describirá un plano perpendicular al primero; pues el la­
clo generador será siempre perpendicular al otro.

Teor. 9- [fig* 10]. Si una de dos paralelas es perpendicular á 
un plano, lo será la otra.

Hip. AB  *  CD y AB  | MR.
Ies. QDJJtLX. “

Dem. Unidos los pies B y D tracemos por B una rocta cual­
quiera, ademas D F  ̂  BE, de donde tenemos

< A B E = < 3 ;C D F  [teor. G] 
pero < £ A B E = R  [hip,]
luego -c^TCDF =11
ó FDj_CD, ya es BDJ_CD por>r¡CD + AB [hip.]
luego CDJ_MN [teor. 7].

Cor. 1. ffig. 10]. Dos rectas AB.y CD perpendiculares á un pla­
no MN serán paralelas entreoí; pues trazando por D una paralela 
á AB será perpendicular á dVllST [teor. 9] y la única [teor. 7 cor. 2J 
luego es cabalmente la CD.

Expl. [fig. 11], La proyección de la recta limitada AB  sobro 
el plano MR es la recta CD, que resulta bajando desde los pun­
tos A  y B perpendiculares á dicho plano; luego para la recta EF, 
que tiene el punto E común con el plano será EG la proyección 
sobre él, siendo FGJ_MR.

Cor. Luego AB y CD están en el mismo plano determinado 
por las paralelas AC y BD.*

) ' ■ •' *
Teor* 10* [fig* 12]. El ángulo, que forman entre sí una recta 

oblicua y su'' proyección sobre el plano es menor que el que dicha 
recta forma con las demas que salen de su píe.

Hip. BC | MR ó AC es la proyección de AB.
Tes. < ^ B A C < B A M .

Dem. Siendo AM  una recta' 'cualquiera que sale del pié de la
recta oblicua AB, fórmese A D = A O  y unido D con B tenemos

• * *
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B D > B C  I teor. 7, cor. 3]
• luego • <)CBAD>BAC [Pl. II, 12]. •

Cor. 1. La recta de un plano que forma el menor ángulo con 
una oblicua, es la proyección de esta, pues si no fueso así no podría 
formar el menor ángulo.

Cor. 2. Dicho ángulo se llama la inclinación de la oblicua al 
plano.

\ ; ,a i

Teor. 1L ffig. 13] Si una recta de un plano es perpendicu- 
lar á otra oblicua ai plano, es también perpendicular á la proyección 
de la oblicua sobre él.

• , . .,i ♦ * ♦ ,

Eip. BD 1 AB y BC la proyección do AB.
Tes. DBJ_CB.

Dem. Trazando BE ^ CA será EBJ_MN [teor. 9] luego es BD 
perpendicular al plano EBCAE por ser perpendicular á AB  y BE 
[hip. y constr.] de donde BD_|_CB por ser CB una recta de dicho 
plano.

§4 . PROBLEMAS.
■ r  ' ' ■ X h "  '

TJxpl. Los postulados que se suponen en la geometría del 
espacio son los siguientes:

1? Por un punto ó una recta hacer pasar un plano cualquier;
2o Por tres puntos quo no esján en una recta 6 por sus equi­

valentes hacer pasar un plano determinado.

Probl. 1? Tirar por un punto fuera de un plano una recta pav 
ralela á él.

Constr. Trácese por dicho punto un plano que corte al dado y 
trácese por el punto dado á la intersección délos planos una paralela 
á esta, y esta será la pedida.

. Dem. Teor. 1, ' ■ • ’

Probl. 2? Hacer pasar por un punto de una recta un plano quo 
le sea perpendicular. „ ,

Constr. Trácense [fig. 14] por A B  dos planos cualesquiera, des­
pués levántese desde el puntoJP en cada plano una perpendicular á la 
recta dada y será el plano CPD el pedido.

Dem. Teor. 7.

Probl. 3o Hacer pasar por un punto fuera de una recta un pla­
no perpendicular á esta.

Constr. Trácese por la recta y el punto un plano, después bájese 
desde el punto dado, una perpendicular á la recta y estará el pro­
blema reducido al 2?

Probl. 4? Desde un punto dado fuera de un plano bajar á esto 
una recta que le sea perpendicular. ♦ . * * <

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



Constr. [fig. 15]. Siendo A  el punto y MN el plano dado, tires« 
en el plano una recta cualquiera BO, y hecho pasar por BO y A un 
plano bájese A E  | BO, después levantando EFJJBC, trácese A G  
perpendicular á EF y será AGJJVIN.

Dem. Trazada G K  paralela á EC tenemos 

ECJ_ al plano AE G
■ • i

Fuego GKJ_ al plano AEG

de donde GKJ_AG

luego A G  perpendicular á GK y á GE (constr.) y por tanto al plano 
MN (teor. 7)

Probl. 5. desde un punto dado de un plano levantar una recta 
perpendicular á este.

Constr. Trazada desde un punto fuera del plano una perpendi­
cular á él tírese por el punto dado una paralela á la recta trazada y 
será la perpendicular pedida.

Dem. Teor. 9.

Probl. G. [ñg. 1G] Desde un punto A  fuera de un plano MN tarzar 
por este una recta que forme el ángulo a  con el plano.

Constr. Trazada ABJ_ MN tírese por B una recta cualquiera 
BO, después fórmese en el plano CBA y en el punto A  el ángulo 
B A D = B —a  y será < £ A D B = « .

Dem. Es fácil.

§ 5. PLANOS PARALELOS.
* * / «

Expl. Dos planos son paralelos si no se encuentran por mas 
que se prolonguen,

Teor 12. Dos rectas secantes y paralelas á un plano determi­
nan un plano paralelo al otro.

Dem. Si los dos planos* se cortasen seria la interseccion'*co- 
mun paralela á las dos rectas secantes [teor. 2], lo que es contra 
el teor. 4.

Cor. Dos ángulos cuyos lados son respectivamente paralelos 
están situados en un mismo plano 6 forman planos paralelos.

T e o r-13. Si dos planos paralelos están cortados’ por *un ter* 
cero, las interseciones son paralelas.

Demost. Las intersecciones están en el mismo plano, ademas no 
pueden encontrarse pues no lo pueden los planos, luego estas son 
paralelas.
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Cor. 1. La recta que se encuentra con uno (le dos planos para­
lelos, se encontrará también con el otro.

Dem. Por dicha recta y un punto cualquiera del otro plano so 
puede hacer pasar un plano, que formará dos interséciones paralelas 
con los dos planos; ahora bien, la recta cortará á una de estas Ínter-» 
secioncs paralelas, luego también á la otra y por tanto se encontrará 
con los (los planos paralelos.

Cor 2. El plano que corta á uno de dos paralelos cortará tam­
bién al otro. .

Dem.En dicho plano puede trazarse una recta que corte á uno 
de los planos paralelos, luego cortará al otro [cor. 1]; pero esto solo es 
posible si su plano encuentra los dos paralelos.

Cor. 3. Dos planos M y N paralelos á un tercero Q son para­
lelos entre sí; pues si M encontrase á N debona encontrar á Q 
| cor. 2] lo que es contra la hipótesis. +

\
Teor. 14. [fig- 18J. Rectas paralelas limitadas por dos planos 

paralelos son iguales.

Hip.MN + PQ y AB  + CD.
Tet. A B = C D . L \ * 1 1 ; . i • . f ♦ , * f* 1 ' j \ ' ** ' ' 1 ' -

Dem. Uniendo A  con C y B con D serán las rectas AG  y BD 
las intersecciones del plano determinado por las paraleles, y por 
tanto

ACrpBD [teor. 13] ademas es A B ^ C D  
luego ABCD un paralelógramo y por tanto A B = C D .

Teor. 15. (fig 19). La recta perpendicular á uno de dos pla­
nos paralelos lo será al otro.

JSfy.PQ + MN y A 'A  | MN.
Tes. AA'J_PQ. >

Dem. Siendo A  y A 7 los pies en los planos respectivos háganse 
pasar por A A ' dos planos distintos cuyas intersecciones respectivas 
en los planos PQ y MN sean

AB  y A 'B ', AC y A 7C7, do donde tenemos

AB + A 'B ' y AC 4= A7C'
pero es A 'A  | AB y A 7A  | AC
luego A 'A  | A 'B '' y A 7A T A 7C7

n • * A7A_j_PQ [teor. 7J.

Cor. 1. Dos planos perpendiculares á una recta son paralelos

Dem. Siendo en la fig. 19 A A ' perpendicular á MN y PQ 
ademas, A  y A7 los piés de la recta, se podría, sjl los planos no 
fuesen paralelos, imaginar por A' un plano paralelo á MN, el cual 
seria perpendicular á AA7 [teor. 15], luego habrían dos planos per­
pendiculares á AA7 en el punto A' lo que es contra el teor. 8, cor. 1. ,
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Cor. 2. Dos planos paralelos equidistan en todas sus partes, 
pues las perpendiculares serán paralelas é iguales.

Cor. 3. Luego la perpendicular entre dos planos paralelos mido 
su distancia, pues toda otra recta es mayor.

Teor. 16* (fig* 20). Tres planos paralelos que cortan a dos 
rectas cualesquiera, las cortan en partes proporcionales.

Eip. M N ^P Q  + RS.
Tes. A E :E C = B G :G D .

Eem. Siendo C, E, A  y D, G, B los piés en los planos n s 
pectivos unamos el punto B con C; siendo F es el punto do Ínter 
sección con PQ, CD y FG serán las intersecciones del plano CDB} 
A B  y EF las del ABC; de donde se sigue

A B ^ E F  y C D  + FG (teor. 13) 
luego C E : E A = C F : FB=*DG: GB

„  C E : E A = D G : GB
6 A E :E C = B G :G D .

»
Teor* 17* (fig* 21). Una recta oblicua que corta á dos planos 

paralelos, tendrá la misma inclinación con respecto a ostos.

Dem. Siendo AB  la recta y O y D los piés, bajemos desde 
A  una perpendicular á los planos paralelos, cuyos piés sean F y E; 
uniendo E con D y F con C serán ED y FC las intersecciones del 
plano D E A  con los paralelos, de donde so sigue

DE ̂  CF [teor. 13] luego < £A C F =A D E , 
ya sabemos que dichos ángulos determinan las inclinaciones á los 
planos paralelos (teor. 10, cor. 2), luego las inclinaciones son las 
mismas.

§ C. PLANOS SECANTES ó  ÁNGULOS DIEDROS.

Explicaciones.
I a Si dos planos so cortan forman un ángulo que se llama án­

gulo diedro, los planos se dicen caras y la intersección arista; [fig.
22] MABN es un ángulo diedro.

2a Los ángulos diedros son adyacentes si tienen una cara co­
mún y las otras en el mismo plano; [fig. 22] MABN y MABQ son 
ángulos diedros adyacentes.

3a Son ángulos diedros opuestos por la arista los que tienen 
la arista común y sus caras respectivas opuestas pero en el mismo 
plano; [fig. 22] MABN y PBAQ son ángulos diedros opuestos por 
la arista. * , •

4a Los ángulos diedros son iguales si pueden coincidir.
5a Se llama ángulo rectilíneo de un diedro el formado por 

dos perpendiculares trazadas desde un mismo punto do la arista y 
situadas en las dos caras; [fig. 22] el ángulo COD es el ángulo 
rectilíneo del diedro MABÍLBiblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"
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Cor. 1. El plano que está determinado por el ángulo rectilíneo 

de un diedro es perpendicular á la arista [teor. 7], .
Cor. 2. Todos los ángulos rectilíneos del mismo diedro son igua­

les, pues sus lados son respectivamente paralelos y dirigidos en el 
mismo sentido.

Cor. 3. Ángulos diedros iguales tienen los ángulos rectilíneos 
iguales, pues coincidiendo los primeros lo liarán los segundos.

0 . - , J '

T e o r -18- [fig. 23]. Dos ángulos diedros son iguualcs si lo son 
sus rectilíneos. „ .

Sip. < JC 0 D = C '0 'D '.
Tes. < M A B P = M 'A 'B 'P '.

» é

Dem. Colocando O' sobre O de manera que O'C' esté en la 
dirección de 0 0  y O 'D ' en la de OD seguirá O 'A ' la dirección de 
OA, pues O A / es perpendicular á' C'O'D' y lo mismo es OA re­
lativamente á COD; ahora bien, el plano C'O'A' está situado en el 
COA, es decir el plano M 'B'A' está situado en el MBA, ademas 
el plano D 'Q 'A ' está situado en el DOA, á saber, el plano P 'B 'A ' 
está situado en el PB A  y por tanto el ^ P 'B 'A 'M ' coincide con 
PBAM , luego dichos ángulos son iguales.

Cor. 1. Si dos ángulos adyacentes son iguales, lo son sus rec­
tilíneos, ó inversamente si dos ángulos diedros adyacentes tienen sus 

' rectilíneos iguales, son también iguales dichos diedros.
La parte 1? se sigue de cor. 3 de la expl. 5?
La parte 2? es una consecuencia del teor. demostrado.

j • ' ' ’ ...... '
Expl. Un ángulo diedro se llama recto si. su ángulo rectilíneo 

lo es; luego por la misma analogía la suma de dos ángulos diedros 
adyacentes es igual á dos rectos ó son suplementarios.

Cor. 2. Dos ángulos diedros opuestos por la arista son iguales, 
pues lo son sus ángulos rectilíneos.

Cor. 3. Si dos ángulos diedros exteriores uno á otro tienen 
la arista y una cara común y forman juntos dos rectos, las otras dos 
caras están en el mismo plano.

Dem. Trazados en el mismo punto de la arista los ángulos 
rectilíneos, estos serán por hipótesis suplementarios, luego los lados 
estreñios están en la misma recta y por tanto en el mismo plano 
con la arista; pero sabemos que la arista y el lado del ángulo rec­
tilíneo determinan el plano de la cara correspondiente y por tanto si 
los dos lados exteriores de los ángulos rectilíneos están en el mismo pla­
no con la arista, lo estarán también las caras correspondientes; en el 
caso propuesto los lados exteriores de los ángulos rectilíneos están en 
el mismo plano con la arista, luego valdrá lo mismo de las caras ex­
teriores. - ,

Cor. 4. Dividiendo un ángulo rectilíneo en partes iguales y ha­
biendo pasar por la arista y cada lado de los ángulos iguales planos, 
quedará dividido el ángulo diedro en partes iguales.
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Dem. Los ángulos planos son los rectilíneos para los diedros, 
pues todos los lados sou perpendiculares á la arista; pero estos son 
por hipótesis iguales, luego lo serán también los diedros correspon­
dientes.

Teor- 19* [fig. 21 y 25], Dos ángulos diedros son proporciona­
les á sus rectilíneos.

Hip. <£DAC es el rectilíneo de DABO
<£D 'A 'C ' es el rectilíneo de D 'A 'B 'C '.
Tes. <£D A B C : D 'A 'B 'C '= < D  A C : D 'A 'C '.

Caso 1? [fig. 21]. Sean los rectilíneos conmensurables.

Dem. Siendo < £C A E = C 'A 'G  medida común de los dos ángu­
los DAC y D 'A 'C ' de modo que

< D A C = n  [3] CAE y <£D 'A 'C '=n ' [5] C 'A 'G  *
será la razón: < £D A C : D'A 'C '=  .

Ahora hagamos pasar planos por las rectas divisorias de los 
ángulos rectilíneos y por las aristas correspondientes, y quedarán di­
vididos igualmente los ángulos diedros [teor. 18 cor. 4], de donde te­
nemos

< D A B C = n  [SJ EABC y ^ D 'A 'B 'C '^ n ' [o] G A 'B 'G  
luego do la razón: <£DABC: D 'A 'B 'C '^  (? )
comparada con la encontrada arriba se sigue

<£D A B C : D 'A 'B 'C '= <£D A C : D 'A 'C '

Caso 2° [fig. 25] <JDAC y D 'A 'C 'son  inconmensurables:
I o Estando el ángulo DAC dividido en partes iguales tan pe­

queñas como se quiera, pongamos una de estas partes como medi­
da sobre el ángulo C 'A 'D ' y no podrá la última recta de la divi­
sión A P ' coincidir con A 'D ', por ser inconmensurables los ángulos 
DAC y D 'A 'C '; haciendo pasar ahora por A 'P  y la arista A 'B ' un 
plano será <£DAC: r'A '0 '=<3;D  ABC: PA'B'C'

t

2° Podemos hacer que la recta A 'P  se aproximo mas y mas á 
A 'D ' tomando las partes iguales del <^DAC suecesivamcnte mas 
pequeñas, por eso el límite del <£AP'C ' será D 'A'C ' ó bien:

el lim. de la razón [<£D A C : PA 'C ' |=<£D A C : D 'A 'C '; 
por consiguiente se aproximará mas y mas el plano PA 'B  al plano 
D 'A 'B ' ó el lím..del <£PA 'B 'C ' será D 'A 'B 'C ' ó bien

cllím. do la ra,?on [DABC :P A 'B 'C ']= D A B C : D 'A 'B 'C '.
Ahora bien, aplicando el teorema de los límites |P1. § 24, 3J ten­

dremos <£D A C : D 'A 'C '= D  ABC; D 'A 'B 'C '.

Teor. 20 [fig* 26]. Si un plano corta á dos planos paralelos 
los ángulos diedros correspondientes son iguales.

• — 12—
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r ;• ' t , n ;  i - \ r- ,, ' ! .
BTp. MN:£RP ademas

<VQCDN y QABP son ángulos correspondientes.
Tes. < Q C D N = Q A B P .

Dan. Levantemos EJJ_AB que^corteYi la intersección CD en 
F y será FJ | OD por ser C D ^ AR [teor. 13J, ademas trazada 
EG_|_AB hagamos pasar por EG y E j  un plano que corte MN 
en la recta FH, que será paralela á EG [teor. 13] de donde se si­
gue que HFJJDC [teor. 6].

Ahora bien <á[GEJ es el rectilíneo del diedro QABP 
y <£H F J..............................................QCDN

pero sabemos que < ^G E J=H F J por ser E G ^ F Il 
luego el diedro Q ABP=Q C D N

I ! i 4" 1 - ' ■ ' * . " 1 ' ~ . , ,
Cor. En la misma suposición serán iguales los diedros alternos 

y la suma de los opuestos es igual á 211, pues lo son los ángulos 
rectilíneos correspondientes.

Nota. El teorema recíproco será cierto con tal que las intersec­
ai dones sean paralelas.

§ 7. PLANOS PERPENDICULARES.

Expl. Dos planos son perpendiculares entre sí si forman un 
ángulo diedro igual á un recto.

T eor. 21. [fig. 27]. Si una recta es perpendicular á un plano, 
todo plano que pasa por dicha recta eg perpendicular al primero.

Jlip. BAJJVIN.
. Tes. SPJ_MN.

Dan. Siendo CD la intersección do PS y MN, tracemos en 
el plano MN la recta AE | CD y será

< f  EATT=R [ter. 7 ]
ademas es <^EAB el rectilíneo de PSCDN
luego <£PSC D N =E
ó PSJ_MN.

Cor. 1. Si los dos planos [fig. 27] MN y SP son perpendicu­
lares entre sí, y  la recta B A  del plano PS lo es á la intersección 
común CD, esta será perpendicular al plano MN.

Dem. Siendo la recta AE  del plano MN perpendicular á CD te­
nemos < ^ B A E = R  (hip.) luego es B A  perpendicular á AE  y ya es 

• por hip. á CD y por tanto lo es al plano MN (teor. 7).
De donde se ve que la recta levantada en el punto A  perpen­

dicular á MN es cabalmente la recta AB [toor. 7, cor. 72].
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CJor. 2. Si (los planos son perpendiculares entre sí, la recta ba­
jada desde un punto cualquier de uu plano perpcndicularmente al 
otro, estará situada toda en el primer plano; pues en otra suposición 
se podria^bajar desde el mismo punto una perpendicular á la arista y 
tendríamos (según cor. 1) dos rectas secantes j  perpendiculares al 
mismo plano, lo que es contra el teor. 7 cor. 1.

Cor. 3. Si nna recta y un plano son perpendiculares^ un otro, 
son paralelas entre sí, pues si se cortasen lo seria contra cor. 2.

Cor. 4. Dada en un plano una recta no puede pasar por esta 
sino un plano perpendicular al primero; pues (fig. 27)j siendo *SP 
perpendicular á MN, todo otro plano que p'ase por CDuformará con 
MN un ángulo rectilíneo mayor ó menor que un recto?

Cor. 5. El plano de un ángulo rectilíneo (le un diedro es perpen­
dicular á las caras; pues lo es á la arista: de donde se sacajquej la 
proyección de un lado del rectilíneo sobre la otra cara coincide con 
el otro lado del mismo ángulo.

Teor. 22 - [fig. 28] Si dos planos son perpendiculares á un 
tercero, la intersección de los primeros es perpendicular á este.

Hip. SKI MN y PQJJVIN.
Tes. BA_|_MN.

Dem. La perpendicular en A  al plano MN debo estar en el 
plano ES y PQ (teor. 21, cor. 1), luego esta es la recta común, á saber 
la intersección.

Cor. 1. Tres planos perpendiculares entre sí forman intcrseccio- 
nesEperpendiculares. 

u Dem. [fig. 29a].
Q y E son 1 á P luego D A  J_ á AB y AO
Q y P son J_ á E  luego B A  J_ á A D  y AC
E y P son _]_ á Q luego CA J_ á A B  y A D .

Cor.¡2. Si tres rectas son perpendiculares entre sí, los planos 
que determina lo serán también. So demuestra por el teor. 7 y 21.

Cor. 3. Bajando [fig. 29b], desde un punto C fuera de dos pla­
nos secantes M y N dos perpendiculares á ellos CE y CD, el plano 
así determinado CEFD es perpendicular á la arista AB, pues di­
cho plano lo es á los secantes [teor. 21]; ademas de donde se saca 
que <£.EFD es el rectilíneo del diedro MABN.

Teor* 2 3 - [fig. 30]. Todo plano perpendicular á uno de dos 
planos paralelos lo será también al otro.

Hip. MN:j:PQ y ES | PQ.
Tes. KSJLMN. • ~~

Dem. En el punto E de la intersección CD tracemos EF 
perpendicular á esta en el plano ES, que será también perpendi­
cular á PQ [teor. 21 cor. 1]
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luego EFjjNIN [teor.* 15]
y por tanto BSJJMN [teor. 21j.

Nota. El teor. 23 es una consecuencia inmediata del teor. 20.

5 8. ÁNGULOS SÓLIDOS, EN ESPECIAL DE LOS
TRIEDROS.

Explicaciones.
1* Si tres ó mas planos concurren en un mismo punto y cada 

dos tienen una arista común, forman un ángulo sólido 5 poliedro} 
si los planos concurrentes son tres, el ángulo se llama triedro,

El punto común A  [lig. 31] es el , los planos BAO,
CAD &a. se llaman caras y son siempre ángulos planos, las in­
tersecciones de los planos aristas. Un plano que pase por dos aris­
tas es un plano diagonal, y por tanto todo ángulo poliedro con ca­
ras puede descomponerse en [n—2] triedros. *

2? Tratamos solo de poliedros convexos, es decir, tal que las 
intersecciones de todas sus caras con un plano secante forman un 
polígono convexo.

3a Los elementos de un ángulo poliedro son los diedros y án­
gulos planos.

4a Cuando en dos ángulos poliedros los elementos son iguales 
y  ademas la coordenacion de estos es la misma, estos son congruen­
tes ó idénticos;si la coordenacion es cabalmente inversa, se llaman
simétricos. *

Si sobre un mismo plano coscamos [fig. 32] dos caras análogas 
ABC y A'B 'C' y los poliedros en la posición que indica la figura, ios 
elementos todos del 1° están cabalmente colocados en órden inverso 
de los del 2?j*luego serán simétricos.

5? Para formar, por ejemplo, un ángulo triedro simétrico á 
otro dado, basto prolongar las aristas sobre el vértice y resultará 
un triedro simétrico al primero, que es al mismo tiempo el opuesto 
por el vértice ai 1°

[fig. 32] Los dos ángulos triedros ABCD y  A B 'C 'D ' tienen 
todas sus partes iguales, sinembargo no pueden coincidir} colocan­
do el ángulo B 'A C ' sobre BAC caerá la arista A D ' al lado opues­
to de AD  ó si al mismo lado no puede coincidir con ella, como lo 
manifiesta la figura.

6? Dos ángulos sólidos que tienen el mismo número de caras- 
son suplementarios si los ángulos planos del uno son suplementa­
rios de los ángulos diedros correspondientes del otro} estos se llaman 
también ángulos sólidos polares.

7? Para construir un ángulo sólido suplementario de otro por ej. 
un triedro sirve el método siguiente.

Siendo [fig. 33] O el vértice del triedro dado, tomemos un 
punto P dentro de él y bajemos las tres peipen dicu lares PD | BOA, 
PE | BOC y PE | AOO y tendremos un triedro P suplementario 
de J).
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I)cm .Trazando por E P I)  im plano que corte á la cara COB  
en E G  y la A O B  en D G  tendremos

luego 
de donde 
ó el
pero
luego
ó

P E G D J _ G 0 C E  por ser P E  | COB  
P E G I)J _ G O A l) por ser P D T A O B  
O G _¡_PEG D [teor. 221 
E G J_O G  y  D G | O G  
< ^ E G D  es el rectilíneo de A O G C
< P E G = l l  y<> P D G = K
< £ E G I) + D P E = 2 1 t  
< £ A O G C + D P E = 2 B

luego un ángulo plano en P  es el suplementario do un ángulo die­
dro en O.

D e  la misma manera se demuestra de los otros ángulos.
Adem as liemos visto que la arista O B del ángulo O es perpendi­

cular á la cara E P D  del < £ P , lo que tiene lugar también relativa­
mente á las o.tras partes, y  por tanto las caras y las aristas en los 
dos Angulos triedros O yP son recíprocamente perpendiculares en­
tro sí; de donde se sigue que los ángulos diedros y  planos en dichos 
triedros son recíprocamente suplementarios, y por tanto los ángulos 
sólidos O y P  son suplementarios.

Teor* 24. [fig* 34 J. En todo ángulo triedro la suma de dos 
ángulos planos es mayor que el tercero.

Tes. < A O B + B O C > < £ A O C .

D em . Formando en el plano COA un < £ F O D = F O B  tómese 
O E = O D  y hágase pasar por E  y  D  un plano secante á las tres 
caras del ángulo triedro y tendrá lugar

A E O F ^ D O F  fPl. H  7] 
luego ' E F r = D F  de donde É G > G D

„ < £ E O G > D O G  [P 1 .H 1 2 1
„ ^ E O G - |- E O F > D O G  + D O F
ó < A O B -( - B O C > A O C .

i

Cor. La diferencia entre dos ángulos planos es menor que el ter­
cer ángulo.

D em . Siendo ¿r, /?, y  los tres ángulos planos, tenemos: 
y  por [consiguiente a ^ > y — f.3 .

• r 4 <
i -é J l '* 1 1

Teor* 25* [fig. 3 5 ]. La sum ado todos los ángulos planos de 
un poliedro es menor que cuatro rectos.

D em . Haciendo pasar por las caras un plano secante resultará 
un polígono que tiene tantos lados cuantas caras tiene el poliedro. 
E n los vértices A , B , C &a. tenemos ángulos triedros, en los cuales dos 
ángulos planos pertenecen á las caras del ángulo poliedro, y el tercero
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ái polígono secante, luego será < ^ B A P 4 -E A P ]> B A E , &a.
Denotando por S  la suma de los ángulos del polígono y  por 

S' la suma de los otros ángulos alrededor délos vértices A j  B ,& a; 
¡ se sigue que S ' ^ S .

Ahora bien, uniendo un punto O del polígono con los vértices 
tenemos en el polígono tantos triángulos, cuantos forman las ca­
ras del poliedro, luego tenemos siendo la suma de los ángulo^ 
planos al vértice P

S ' + s = S + 4 R
S ' > S

luego 6 < A B
í

,;

!

i.

• .• * * ■ p • •

Téo*. 2 6 .  Lá suma de los ángulos diedros de un poliedro coñ 
n  caras es menor q u e 2 n .R y  mayor que 2n B — 4R.

DeM . Supongamos ya formado el poliedro suplementario y  seh 
S la suma dé los ángulos diedros del dado y  s la de los planos del 
suplementario y tendremos:S -f-s= 2 n .R
luego „ * S < [2 n R  *
y por ser S = 2 n . í t —s en donde s< ^ 4B  [teor. 25]
será ' S > 2 n R — 4R

Cor. Luego en un triedro
S < 6 R  y  S > 2 R ;

Teor. 27- [fig- 36].' E n  un triedro se oponen 
1? á los ángulos planos iguales diedros iguales,
2? á los diedros iguales ángulos píanos iguales,'
3? á mayor ángulo plano mayor diedro, 
á? á mayor diedro mayor ángulo plano.

I i . 1 * . *
»  . . . .

Coíistr. Para las cuatr.o partes. Bajemos desde un puntó éuaí- 
quiera de O B una perpendicular D G  al plano COA; ademas tra­
cemos D E  | ÓC y D F  | O A  y  uniendo E  y  E  con G  serán G P  | O A  
y G E j_ Ó C  [teor. 11J ~
luego < £ G F D  es el ángulo rectilíneo del diedro C F O D  
y < £  G E D  fes. . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . Á E O D

# , ■ . »  ̂ A

P a r a  la p a r te  I a
t ’ ■ . . i , ,, : = ■ i

Hip.<̂ B O A = B O C  ,
Tes. < D E O A = D F O C
D em . A D F O sa D E O  [Pl. II , 8 coí.f 

luego D F = D E
„ A D G F S á D G E  |P1. I I , 9 cor.1

y  por tanto < £ D F G = D E G
6 < C F O D = A E O D
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P a ra  la  p a r te  2*
E ip .  < D C O A = D A O C  
Tes. k< jB O A = B O O .

Dein.A D G F ^ éD G E  por ser < £ D F G = D E G  fliip.l 
luego D F = D E
de donde /^ D F O ^ D E O  por ser < J D F O = D E O = B  
y por tanto < £ B O A = B O C .

Nota. Para las otras dos partes se requieren los dos teoremas 
cuya verdad se manifiesta fácilmente.

I o S i dos triángulos rectángulos tienen solo la hipotenusa co­
mún, el cateto se opone mayor al mayor ángulo agudo ó inversa­
mente. [Por medio de P l. IV 19J.

2 o S i dos triángulos rectángulos tienen un cateto común y 
desiguales las hipotenusas, será la mayor la que forme con el otro 
cateto menor ángulo é inversamente. [Por medio de construc.]

P a r a  ta p a r te  3*
E ip .  < 3C B O A >B O C .
Tes. < D O C A > D O A C

D em . D F > D E  por ser < ^ D O F > D O E  [hip.] 
luego . < £ D E G > -D F G
6 < £ D O C A > D O A C

P a r a  la  p a r te  á*
E ip .  D O C A > D O A O .
Tes. B O A > B O C .
D em . < Í D E G > D F G  [hip.j 

luego E F ^ > E E
„  < D O F > D O E
„ < £ B O A > B O C .

Teor- 28* [fig. 37]. D os triángulos triedros son congruentes 
si tienen respectivamente iguales y  en el mismo sentido:

1? dos ángulos planos y  el diedro comprendido,
2? dos ángulos diedros y el plano comprendido,
3?, tres ángulos planos, 
á? tres ángulos diedros.
D em . E l 1? y  2? caso se demuestran como en la geometría 

plana.
TPnra 3o
E ip .  A 0 B = A '0 'B ' ,  B 0 C = B '0 'C ' ,  C 0 A = C '0 'A ' .  
Tes. 0 = 0 ' .
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D em . Formando
O D = O E = 0 F = = 0 7D 7= Q 7E 7= 0 ' F 7 

ademas trazando la OG perpendicular al plano D E F  y la O 'G 7 
perpendicular al plano D 7E 'F 7 y  uniendo los puntos respectivos, 
tendremos A O G D ^ O G E ^ O G F  JP 1 . II] 
luego G D = G E = G F
y por tanto será G  el centro del círculo circunscrito al ¿\JD EF.

Por la misma razón será G 7 el centro del círculo circunscrito al
Adem as sabemos que

A D O E ^ D 'O 'E 7, E O F ^ E 'O 'F ', F O D ^ F 'O 'D '  
luego D E = D 7E 7, E F = E 'F ' ,  F D = F 7D 7 
de donde ^ D E F ^ D 'E 'F 'j
luego será D G = D G , pues los dos triángulos congruentes tienen 
igual la circunferencia que pasa por siis vértices; de donde se sigue

A D G 0 ^ D 7G 70 7 [P L II]
j ó g o = g /o /.

Eso supuesto, pongamos D 7E 7F 7 en D E F  de modo que D 7 caiga 
1 en D  &a. luego caerá el punto G 7 en G, pues es posible un solo centro, 

y  por tanto coincidirá G'O7 con GC por ser perpendiculares al mismo 
plano é iguales entre sí; ahora tenemos el punto O' en O, D 7 caiga 
en D , E 7 en E  y F ' en F , luego los dos triedros coinciden
á saber 0 = 0 7.

■ I 1 i 1 t - »

D em . Para el 4? puede reducirse por medio del triedro suple • 
mentario al 3?

Imaginémonos respectivamente á O y  O' los suplementarios 
respectivos P  y P 7, estos tendrán los ángulos planos respectivamen­
te iguales por ser ángulos suplementarios á los respectivos diedros 
de O y O' que son por hipótesis iguales. D e  donde se sigue que 
P  y P 7 también tienen respectivamente iguales los diedros y por 
tanto los triedros O y O 7 tienen respectivamente iguales los ángulos 
planos, luego serán congruentes [caso 3 o]

Demostración mas especificada:
Siendo A , B , O los ángulos diedros de O respectivamente igua­

les á A 7, B 7, O' los de O 7, se necesita de demostrar que a, b, c los 
ángulos planos de O son iguales á a7, b7, c 7 los de O 7. Denotando 
por D , E , F  los ángulos diedros de P , y sus planos por d, e, f, 
ademas por D ', E 7, F ' los diedros de P 7 y sus planos por d7, e7, f7 ten­
dremos:

A-J- d = A ,-[-d7= 2 K > de donde por ser A = A 7 se sigue 
d = d 7 y por la misma razón e = e 7 y í = f 7 

luego será P = P 7 y por tanto *
D = D 7, E = E ' ,  F = F '  • *

pero es '
a -{ -D = a '- |-D '= 2 R  luego a = a '  y  por la m iaña razón b = b ' y o = c '.

— 19—
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C A P I T U L O  II.

Poliedrqs.
\ •

§ 9. N O C IO N E S  P B E L IM IN A R E &

1

I a Poliedro es un cuerpo totalmente terminado por polígonos; loq 
polígonos se llaman caras, sus lados , y el punto de concurso
de estas vértices; diagonal es la recta que une dos vértices no situados 
pn la misma cara.

Gor 1. H ay en un poliedro ángulos sólidos, diedros y planos.
Cor. 2. E p  cada vértice se forma un ángulo sólido, pues en otra 

suposición no tendríamos un cuerpo limitado; luego en un vértice 
concurren al ménop tres caras; y por tanto un poliedro tendrá al m e­

nos cuatro caras.i ___ *2 a H ay poliedros convexos y  cóncavos, convexos son aquellos 
cuya superficie no puede ser cortada por una recta mas que en dos 
puntos, cóncavos cuyas superficies pueden serlo en dos y mas puntos.

Nota. Tratamos solo de los convexos.
Cor. Todo plano secante de la superficie de un poliedro convexo, 

forma un polígono convexo; pues si formase un polígono cóncavo, es­
te podría ser cortado por una recta en mas que lo s  puntos, y por tan­
to lo mismo tendría lugar en la superficie del poliedro, lo que es con- 
frst la hipótesis.

3 a Se llama tetraedro, hexaedro, octaedro, decaedro, dodecaedro, 
icosaedro los poliedros de 4, 6, 8, lü , 12, 20 caras.

4a Eos poliedros son congruentes si tienen todas las arristas, caras, 
ángulo^ diedros y sólidos respectiva y ordenadamente iguales; pero 
son semejantes si tienen iguales los mismos, ángulos y solo semejan­
tes las caras respectivas.

Nota. No se tratan especialmente los casos de congruencia y de se­
mejanza; sinémbargo para la congruencia tenemos el fundamente» 
en el capw I  teor. 28.

5 a XJn poliedro se llama regular, si tiene respectivamente 
iguales todas las aristas y todos los ángulos planos y diedros; luego en 
un polígono regular serán todas las caras polígonos regulares é igua­
les entre sí, ademas son iguales los ángulos diedros y sólidos.

D e  donde se ve que el cubo es un poliedro regular, cuyas caras 
son cuadrados de igual la,do y los ángulos diedros rectos.

6 a Volúmen de un cuerpo es el espacio que ocupa. Para medir 
los volúmenes se toma ordinariamente por unidad un cubo cuya arista 
ps la unidad de longitud. *

7 a Especialmente tratamos de los poliedros particulares como son 
los prismas, las pirámides, poliedros regulares.Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



 ̂ §10. PRISMAS.

Expl. 1* Se llama prisma un poliedro cuyas dos caras [lia*, 
madas bases] son polígonos paralelos é idénticos, y todas las demás 
son par alelógramos.

La distancia entre las dos bases es su altura, y plano diagonal 
el secante que pasa por dos aristas paralelas,2a Según que la base es un triángulo cuadrilátero, pentágono 
&a, se llama el prisma triangular, cuadranguiar, pentagonal &a.

3a Un prisma es recto si las aristas laterales son perpendicu­
lares á las bases. .

4a Cortando un prisma por un plano oblicuo á las bases, se 
tendrá un prisma truncado,

5a Un prisma recto cuyas bases son polígonos regulares se lla­
ma regular. La recta que une los centros de las bases se llama
eje* 6a Se llama paralelepípedo el prisma cuya base es un parale- 
lógramo. El paralelepípedo es , si es recto y ademas
sus bases son rectángulos, luego todas sus seis caras son rectángu­
los; pero siendo todas sus caras cuadradas será un cubo.

Nota. El área de un prisma se determina fácilmente por los 
teoremas de la Geometría plana.

Teor- 1. [üg. 38]. Toda sección paralela á la base de un pris-
es congruente con la base,

Eip. ATTCTyE' 4= ABCDE,
Tes. A 'B 'C 'D 'E '^A B C D E ,
Dem. A A 'B 'B  es un paralelógramo fl, 13], luego A B = A 'B ', 

y por igual razón B C =B 'C ', C D = C /D ’, DE=IME/ j  E A = E 'A '; 
ademas los ángulos E 'A 'B ' y EAB son iguales por ser sus lados 
paralelos y dirigidos en el mismo sentido; lo mismo rale de todos 
los otros ángulos respectivos.

De donde tenemos dos polígonos que tienen respectivamente 
iguales todos los lados y ángulos comprendidos, luego son con­
gruentes.

i 9 & i

Teor- 2. [fig 39], Las caras laterales opuestas de un paralele­
pípedo son paralelas y congruentes.

Tes. 1? AEFD  + BHGC, 2? A E FD ^BH G C.
Dem. parte I a

HB í  EADF pues es HB + E A  
BO ^ EADF pues es BC ±  AD 

luego HBCG + EAD F [1,12J

parte 2a E A = H B  y A D = B C
ademas <^E A D =H B C  [I. 6 caso Ia]

• luego; E A D F ^H B G C , • -
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Cor. Toda cara lateral puede considerarse como base.

Teor. 8» [fíg- 39]. Los cuatro diagonales de un paralolepípodo 
se encuentran en un mismo punto.

Dem. Uniendo A  con G, B con F, C con E y D con H se 
ye fácilmente que las cuatro rectas son dos á dos diagonales 
de un mismo paralelógramo, luego dos á dos se encuentran en su 
mitad y por tanto todos en un mismo punto.

Cor. Las diagonales de un paralelepípedo rectángulo son igua­
les, pues todos los paraleláramos mencionados en la demostración 
del teor. son rectángulos.

Teor. 4* [fig. 40]- Si las tres aristas do un paralelepípedo rec­
tángulo que concurren en un vértice, están espresadas por núme­
ros que tienen relación con la unidad de longitud, el producto de 
estos tres espresará cuántas veces la unidad de volúinen está conte­
nida en el paralelepípedo rectángulo; ó en ménos palabras: el vo­
lumen de un paralelepípedo rectángulo es igual al producto de la 
base por la altura.

Tres casos pueden ocurrir.1? Si las tres aristas se espresan por números enteros,
2® Si todas ó algunas por números fraccionarios,
3? Si todas ó algunas por números inconmensurables.

Dem. para el caso l.° Siendo M el cubo tomado por unidad 
de volúmen, esté la longitud contenida 2 veces en BÓ, 3 en BA 
y 4 en BF; trazando por los puntos de división en BF planos pa­
ralelos á la base queda el paralelepípedo primero dividido en cuatro 
congruentes. Se ve fácilmente que el cubo de unidad está conte­
nido en cada uno de estos 6 [= 3 .2 ] veces y por tanto en el todo 6 .4 veces 6 3 .2 .4  veces.

Dem. para el caso 2.® Siendo a, b, c las tres aristas de un 
paralelepípedo rectángulo; ademas 1 la longitud de la arista del cu­
bo de unidad, sea a=™l, b—-1 y c= íl y tenemos 7 n q s

o m . mqs, 1 ,a = — 1= — - l= m q s .— I, n nqs 1 nqs7
q nqs 1 nqs 7

c=  r i = inia — —  1e nqs rnq — 1.nqs

Luego el cubo cuya arista es igual------1 estará contenido en Pnqs
mqs.pns.rnq veces [casol°J; adema« sabemos por el caso 1? que 
dicho cubo pequeño está contenido en el cubo de unidad M 
[nqs]2 voces y por tanto el cubo déla unidad está contenido en P
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veces 6' mqs.pps.rnq 
(nqs)3
P = S £ rMnqs

Caso 3?
Dem. I a es la misma que en la geora. pl. § 20, basta añadir otro 

número inconmensurable.
Dem. 2* Siendo a, b, c los números inconmensurables de las aris­

tas del paralelepípedo rectángulo P, y a', V, c' números comensu- 
rables y variables, de modo que

lim. a7= a , lim. b '= b , lim. c '= c  
de donde lim. a'b'o =abc
ademas siendo a7b7c7M = P 7, se aproximará P 7 mas y mas á P si 
lo hacen .a7, b7, c7 respectivamente á las aristas a, b, c, 6 bien

lim. P '= P .
Ahora tenemos:

liih[a7b'c'.M ]=abc.M  y lim P '= P  
ademas es siempre a 'b 'c'.M =P ' 
luege abc.M =P  [Pl. § 24.1

Nota. La forma algébrica a X b X c 6 a .b .c  puede denotar 
al mismo tiempo un paralelepípedo cuyas dimensiones son a, b, y 
c 6 un producto qne denota cuantas veces la unidad de volúmen 
está contenido en el volúmen de dicho paralelepípedo.

Por lo mismo un cubo cuyo lado sea igual á c se denota por c s.

Teor« 5* [fig. 41]. Dos paralelepípedos son iguales si tienen 
la base inferior común y sus bases superiores entre las mismas pa­
ralelas.

E ip .EK + HL.
Tes. Paralelepípedo AG=Paralelepípedo AL.

Dem. Los dos prismas triangulares AJE HMD y BKEGLC 
bou congruentes, pues tienen todos sus elementos iguales y dispues-, 
tos de la misma manera y en el mismo sentido; ahora restando de 
todo cuerpo alternativamente uno de estos prismas se tendrá una 
vez A L  y otra vez AG, luego A G = A L .

$I J
Teor. 6* [fig* 42]. Dos paralelepípedos son iguales si tienen 

la base inferior común y sus bases superiores en el mismo plano.

Dem. Prolongadas las rectas EH  y EG ademas LM y K J  
hasta que se corten, está formado un paralelógramo congruente con 
la base, ahora unidos sus puntos con los respectivos de la base 
tenemos un nuevo paralelepípedo A P, del cual sabetnos

A P = A G , A P = A L  [Teor. 51 
A G = A L .negó
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Cor. Todo paralelepípedo oblicuo se puede transformar en otro 
recto de igual volúmen, pues basta levantar desde las vértices de 
la base inferior perpendiculares á ella hasta que corten al plano de 
la base superior.

Teor. 7. |fig- 431. Todo paralelepípedo recto puede transfor­
marse en un paralelepípedo rectángulo.

Dem. Sea .A F  el paralelepípedo recto y AG, DH, CF, BE 
sus aristas perpendiculares, luego será AG H D  un rectángulo. 
Ahora bien, tomemos dicho rectángulo por base y levantemos des­
de A , D, H, G perpendiculares á esta hasta cortar al plano de la 
base opuesta y tendremos en este plano el rectángulo LNPM, des­
pués uniendo sus puntos con los respectivos de AGHD tendremos 
el paralelepípedo rectángulo A P  igual al recto AF, pues tienen 
una base comuii y la otra entre las mismas paralelas;

Teor. 8- [fig* 43]. El volúmeii de todo paralelepípedo es igual 
al producto de la baso por la altura.

Dem. Imaginémonos Sobre el paralelógramo ABCD como base un 
paralelepípedo cualquier Q de altura igual á la AGdel paralelepípedo 
recto AF* de donde tenemos siendo A P  el paralelepípedo rectángulo

Q = A F = A P
A P = A L M D V A G  [teor. 4] 

A LM D =A B C D
a p = a b c d x a g  

q = a b c d x a g .

Cor. Todos los paralelepípedos de igual base é igual altura sotí 
iguales, pues tienen el mismo volúmen.

I 4 , ^m *•
\é

Teor. 9- [fig* 44]. Todo paralelepípedo recto se descompone 
en dos prismas triangulares iguales por medio de un plano diagonal 
que es perpendicular á la base.

Hip. FHDB el plano diagonal y 1 A B C D .
Tes. ABD EFH =CD BG H F. ~

Dem. Póngase BCD sobre DAB de modo que caigan B en D, 
C en A  y D en B y estarán CG en AE, DH en BF y BF e-n 
DH, por ser todas las rectas perpendiculares al plano ABD  é igua­
les entre sí (hip.), luego coinciden todos los puntos de un prisma 
con los respectivos del otro, y por tanto los prismas triangulares 
son congruentes entre sí.

, - I - - r T i *

Teor. 10. (fig. *55). Todo paralelepípedo oblicuo'se descompone 
en dos prismas triangulares iguales por medio de im plano diagonal;

correspondiente
~ » 

Sabemos que 
pero 
luego 6
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Bip. ACGE, es el plano diagonal del pa ale'epípedo oblicuo AG.' 
Tes. AD CG H E=ABCG EF.

, Dem. Trácense por los dos vértices A  y E planos perpendicu­
lares á la arista AE, y tendremos un paralelepípedo recto AbcdEígh 
que resulta prolongando laá caras del prisma oblicuo; ademas el 
paralelepípedo oblicuo es igual al recto, pues la base AEH D es 
igual á la. AEhd y la altura es común [II, 8 cor.]

Ahora considerando los cuerpos AcdCD y EgliGH vemos que 
son congruentes, puesto que poniendo Acd sobre .Egli en sus pun­
tes correspondientes caerán cG en gG y dD en hH pues son res­
pectivamente iguales y perpendiculares, al mismo plano Egli; luego, 
coinciden todos los puntos correspondientes délos dos cuerpos y por 
tanto 6on congruentes; De doníde se sigue

ACDEgh-fEghHG=ACDEgh+ÁcdDO 
6 ACÍ)EG H =AcdEgh

va sabemos que AcdEgk=AcbEgf=£Ag [II 9] •
luego A C D É G H =^A g=¿A G  [II, 8 cor.]

de donde por ser ACDH EG + A C B F E G = A G  
éerá ACD H EG = ACBFEG.

( • .  ̂ » 5 # } V • m
Cor. 1. El volumen do un prisma triangular es igual al produc­

to de su base por su altura, pues el prisma triangular es la mitad 
*  de un paralelepípedo de doble base y de la misma altura [teor.J , 

Cor. 2. El volúnipn do un prisma triangular ps también igual 
á la mitad del producto (le uua cara por su distancia á la arista 
opuesta; pues completando el prisma triangular á un paralelepípedo,’ 
este será el doble del prisma.

Teor. 11. [fig. 46.] El volúmon de un prisma cualquiera es igual 
al producto de su base por su altura.

Dem. Trazando desde la arista BG planos diagonales, Be des­
compone el prisma principal en tres prismas triangulares que tienen 
con el total la altura h común; luego 6erá, denotando per Pt el 
prisma total; . .

P t= B  A E X li+ B E D X h -f BDCXh 6 P t=[B A lE + B E D + B D C ]X ^  •
luego Pt=ABODEXli*

Cor. El volúmen do un prisma es también igual al producto 
de la arista pbr uua sección perpendicular; pues esto tiene lugar pa­
ra un prisma triangular. [Dem. del teor. 10.]

Bota. El área lateral de un prisma es la suma de los parale- 
lógramos laterales, y por consiguiente es igual al producto del pe­
rímetro de la base por la altura de los paralelógramos, pues todos 
éstos tienen igual altura; dt dond* se sigue que eí área de üü‘ prft-'
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rna recto ó regular es igual al producto del perímetro por la altura 
del prisma;

§ 11. PIRÁMIDES.
%

• *  ̂ *

Explicación".
I a So llama pirámide el poliedro cuya base oh un polígono y 

cuyas caras son triángulos que concurren en un mismo punto.
El punto común so llama cúspide. ,
Altura es la perpendicular bajada desde la cúspido basta la

base.
Cor. El número de las caras triangulares es igual al número do 

los lados de la base. ,
Nota. Si se une un punto fuera del plano de un polígono con 

los vértices de este, «e tendrá una pirámide*2a La pirámide es triangular, cuadran guiar, pentagonal &a> 
según que la baso es un triángulo, cuadrilátero, pentágono &a.

Cor. Una pirámida cuyíi báse es un polígono den lado se pue­
de descomponer en [n—2] pirámides triangulares [fig. 47J.

3a La pirámide es regular si su base es un polígono regular 
y la cúspide está situado en la perpendicular levantada desdo el 
centro de la base á ella*

Cor. 1. Todas las aristas de una pirámide regular son igua­
les y tienen la misma inclinación respecto de labase, pues pertenecen 
á triángulos rectángulos congruentes si se unen sus puntos extremos 
con el centro de la base.

Cor. 2. Todos los triángulos laterales son congrueníés entre sí, 
pues tienen respectivamente iguales todos los lados.

Cor. 3. Dichos triángulos tienen la misma inclinación respecto, 
á la base, lo que se manifiesta trazando los apotemas de aquella;

4a Se llama tronco de una pirámide la porción de ésta compren­
dida entre la base y una sección paralela á ella.

5a El área lateral de una pirámide regular. es igual á la mi­
tad del producto del perímetro de la basé por la altura de uno do los 
triángulos, pues todos estos son congruentes entre sí.

Teor. 12- Fíigf. 481- Toda sección paralelad la báse de una pi­
rámide es semejante á esta.

JEiiplABCD ^ abed.
Tes. ABCD/^abcd.

. . . . . »  ♦ ' . > *
M  A B : a b = B P ; b P = B C : be= C P : cP=& a. 

luego A B :a b = B C :be= C D :cd = D A :d a

ademas es <^ABC=abc, BCD=bcd, &a [1,6] 
luego ABCDr^abcd.

• t 4# #

Teor* 13* [fig* 48J. La base y la sección paralela de una pi­
rámide están entre sí como los cuadrados de sus distancias á la 
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m p. ABCD 4;Íilicd y PE la altar»,
Tet. ABC D :abcd=PE2:P e2.

Dem. Uniendo B con E y b con e las rectas BE y be son pa­
ralelas entre sí [I, 13]; do donde tenemos

« .

P E : P e = P B : P b = A B : ab 
i> P E 2:P e2= A B 2:ab2 ’
pero A B C I):abcd=A B 2:ab2 [PI. V i l ,  29J
luego A B C D ;abcd=PE2: Pe2. '

w  » r  n * « * ,
| ' # ’ ' ' '*

Cor. Si dos pirámides de igual altura se cortan por planos á
igual distancia del vértice y parálelos á sus bases, las secciones y las 
bases son proporcionales entre sí; y si las bases son iguales las sec 
cioncs también lo serán.

Dem. Denotando la altura igual y la distancia igual por h y d, 
ademas las bases por B y B '. y las secciones respectivas por b y b'
tenemos * ***' w" ' - • - .........< •

B :b = h 2:d2= B ':V  
luego si • B = B ' será b= b1'.

|(II •II > "
Teor- 14- [fig- 49]. Dos pirámides triangulares son iguales si 

tienen la base y la altura igual.
|| • c‘ *

Hip. A B C =A 'B 'C ' y ED la altura común.
Tes. P = F .  • f

Dem. Estando las dos pirámides sobre el mismo plano, divi­
damos la altura común DE en n partes iguales  ̂ y por los puntos 
de división bagamos pasar planos paralelos á las bases, de modo 
que formen secciones iguales en las pirámides [II, 13. cor.]. For­
mando ahora sobre estas secciones como bases prismas internos, es­
tos serán iguales, pues tienen igual base y altura; luego las sumas 
de los prismas de la una pirámide y de la otra son iguales, y per­
manecerán iguales dividiendo DE en mas partes iguales y repitien­
do la misma construcción. Pero siendo, las paites de DE siempre 
mas pequeñas, la suma de los prismas se aproximará mas y inas á 
la pirámide, de modo que la diferencia entre estos puede ser menor 
que toda cantidad asignable, y por tanto denotando por S la suma
de los prismas de P y por SUa de P', tenemos

v

lim. S±=P, lím. S'=P* 
ademas es siempre. S = S '
luego . P = P ' [Pl. § 24].

* • *

T eor-15- [fig- 50J. Todo prisma triangular Be. puede descom­
poner en tres pirámides triangulares iguales.

Dem, Haciendo pasar por A C E  un plano, se ^iyide el prisma
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en la pirámide triangular ACBE y en la cuadrangular ACFDEj 
la última se devscompone por un plano que pase por DCE on los dos 
triangulares A l)C E  y EDCE.

Abora bien, las dos últimas pirámides son iguales, pues ticueq 
las bases ADC y EDO iguales y la cúspide E común; ademas la 
pirámide EDCE es la misma que DFEC, pero DFEC es igual á 
ACBE, pues las bases ACB y DEE. son iguales y tienen común la 
altura del prisma. Luego las tres pirámides en las cuales hemos des: 
compuesto el prisma spn iguales entre sí.

Cor. 1. Una pirámide es la tercera parte de un prisma que 
tiene la misma basé ) altura.

JDem. [flg. 50 f. Teniendo la pirámide ACBE siempre se puedo 
completar un prisma; pues trazando EE paralela ó igual á BC y 
ED paralela 6 igual á B A  y uniendo los puntos respectivos se ten­
drá un prisma de igual base y altura, y ademas la pirámide es' fa 
tercera parte del prisma.

Cor. 2.El volúmen de la pirámide triangular es la tercera 
parte del producto de la base por la altura; pues el volúmen de la 
pirámide es la tercera parte del volúmen de un prisma que tiene 
la misma base y altura; ya sabemos que el volúmen de este prisma 
es el producto de la base por la altura [II, 11].

Teor. 10- El volúmen de [una pirámide es igual al tercio dol 
producto de la base por la altura.

Dem. Descomponiendo la base por diagonales en triángulos y 
por tanto la pirámide en‘ pirámides triangulares [fig. 47] que tic- 
nen la altura igual, el volúmen de toda pirámide es igual al ter. 
ció del producto de la suma de los triángulos [que es la base tota]] 
por la altura.

Cor. 1. D;os pirámides son proporcionales á los productos de las 
bases por las alturas.

Dem. Siendo b, V  las bases y li, h' las alturas do loa pirámi­
des P y P', • ' * • *'
tenemos P=$bh y P '=Jb'h '
luego P : P '= £bh: &Eh'=bh: b'h'.

. ‘
üor. 2. Siendo las bases iguales tenemos

J j *

P :P '= h :h '

Cor. S. Siendo las alturas iguales tenomos

P :P '~ b :b<
Cor. 4, Siendo al mismo tiempo iguales las bases y las altura* 

tenemos
* ' P = P '.

,
Teor. 18* [fig. 48]. Denotando en el tronco de pirámide 

ABCDabcd la base inferior ABCD por b, la base superior abed por 
b' y la altura Ee por h se espresa el volúmen por la fórmula siguiente:
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Y =jli[b-fb'+yb.F | . N'
Bem, Siend» x = P e  tenemos> * * • 1 »

Y=Jl)[h +x]-¿Vx.
Para determinar x apliquemos el teor. 13, y temlremoj:

t • *

[h-}-x]2:x * = b :V

6« h - f x :x = y b ;y b '

de donde h : x= yT ):— y b ' : y  b'

luego T_  V 1»T . 
y 'b— ■v/b'

jle donde . _ t, V T »'[V C + V i?]_  k v +  VCb'
t , -b ' b - b '

luego h+ T - h + h b ' + v w ^ b - b ' + b ' + v i ^  
^  T  b— b' b—b'

ói
. . , b '+ V Í ^ '
h+ I = h  b - b '

Poniendo ahora los valores de x y [li-J-x] en la ecuación
mera tendremos

luego

v

Y = J  b h E+yTC' — Jb'h ̂ zhyjílíL 
5 b— b' 5 ~b—1/

Tr ^  b i+ byE E 7—v * —b v ^ 7v ̂ s 11 b=-b'
TT. . . 1 V. rb+bH fb-v]+v /b^[b~ví  y—¿n f u

lo que da Y==J h [b-f b '+  y  bb']

§ 12. POLIEDROS REGULARES.

Teor. 19. Eo hay mas que cinco poliedros regulareis, y son:
I o tetraedro terminado por 4 triángulos regulares,2o octaedro.....................  8___ ..................
3? icosaedro......................20.......................
4o exaedro........................ 6 cuadriláteros/egulares,
5? dodecaedro . . . . . . . . . .  12 pentágonos regulares.
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Dem. El fundamento de la demostración es ol teor. 25 del 
Cap. I, á saber: la suma de todos los ángulos planos de un ángulo 
sólido es menor que 4R ó S<^.4R.

I o Reuniendo tres triángulos equiláteros para formar'un ángulo 
sólido tenemos S = 3 .3R=^-R
luego ' * S < jtR  y resulta el tetraedro.

2o Reuniendo 4 triángulos equiláteros tenemos1 S = 4 .-fR = £ R
'Juego S < 4 .R  y resulta el octaedro

S? Reuniendo 5 triángulos equiláteros tenemos
. J S = 5 .§ R = V R

luego S < 4 R  )• resulta el .

Pero reuuiendo 6 triángulos equiláteros, tenemos
S=G .§R

luego S = 4 R  y tomando 7, 8 &a.
siempre será S>^4R; de donde so sigue que por ol trián­
gulo regular solo se pueden formar 3 cuerpos regulares.

4o Reuniendo 3 cuadrados para formar un ángulo sólido, pone­
mos

S = 3 .1 R
luego S<14R y resulta el cubo ó exaedro,

Pero tomando mas cuadrados no se cumple la condición
% . •' * «t

S < 4 R .

5? Reuniendo 3 pentágonos regulares para formar un ángulo 
sólido tenemos ' * -

S = 3 . fR = V R
luego S<^4R y resulta el dodecaedro.

» .
Pero tomando mas pentágonos regulares no se cumple la condi­

ción S<j4R.
Ahora bien, podemos fácilmente ver. que no se pueden reunir 

los ángulos de lós otros polígonos regulares para formar un ángulo 
sólido de 3 caras y mucho menos para formarlo con mas caras.

Un ángulo de un poliedro regular es igual á
* •». * * *

[2n—4jR , 2R — -R  
n n

luego será
S = 8,  [2R— CR— i 2R

pero siendo n^>5 será ~2^ 2R

t por tanto nunca so cumple la condición
:  "  s < 4 R .

4

í
J
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T eor« 20« [fig. 52J. Todo poliedro regular tiene un punto que 
equidista de las caras y vértices.

*

Nota. Aunque'la 'construcción scaj’aplicáble á todo poliedro la 
liaremos para mas facilidad en un triedro.
&:.¿v D em . I? Unidos los centros E  y E ' de dos caras adyacentes 
con el punto medio F  de la arista común, el ángulo que forman las 
dos apotemas es la medida del ángulo diedro, y su plano será per­
pendicular á los dos planos por ser perpendicular á la sección co­
mún; luego; las perpendiculares levantadas en los puntos E  y E ' <J§ 
las dos caras estarán en diclio plaiio [I, 21 cor. 2], y por taino so 
cortarán de manera que O E = O E / por ser ^ E O F r^ E 'O F .

Ahora bien, levantando en el centro E" de la cara adyacente 
á C D A  una perpendicular, esta pasará por el punto O y es igual á 
OE', pues la cara C D B  es la misma que A D B , solo está opuesto 
á otro lado igual, pero con la misma incliuacion que untes, y por 
tanto resultarán las mismas relaciones.

Y a se ve que de esta manera se puede extender sucesivam en­
te la demostración á todas las caras, y por consiguiente O equidista 
de todas las caras.

2o Por ser ¿ \O E 'C = O E B  [P 1 ..II, 7 | se sigue que C O = B O ,  
lo que tiene lugar con todos los vértices, luego el punto O equidista 
de todos los vértices. u.

Nota. E l punto O se llama centro  del poliedro regular, la 
distancia de O á  los vértices rad io  y la distancia de O de las ca-

u ras apotem a.
í r3 III: »*f. • • <, ‘ *

j T e o r . 21- E l volumen de- unt poliedro regular es igual al 
iercio del producto de la superficie de este por su apotema.

D em .Unidos todos los vértices con el centro, .el poliedro está 
descompuesto en tantas pirámides cuantas son sus caras, y la altu­
ra de todas estas es el apotema.k

■>

§ 13. A P É N C IO E  A L  C Á P lT U L O  II .I i
I. Obelisco:1 ( . „ - - , > ’ • \7 ¡Io Obelisco es un poliedro convexo terminado por dos bases pa­

ralelas dé iguaí número de lados que son ordenadamente de dos 
en dos paralelos, ademas por solas caras laterales cuadriláteras, 
cuyos dos lados son los dos paralelos de las bases.

A B C D E abcde [fig. 53J es un obelisco.
Cor. 1. Las caras laterales solo pueden ser trapecios ó para- 

lelógramos. , «. ,
Cor. 2. E l tronco de pirámide puede considerarse como un obe­

lisco cuyas aristas prolongadas se encuentran en un mismo punto._
Cor. 3. Haciendo pasar por el punto medio de una arista la-
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toral un plano paralelo á la bsno, el perímetro de la sección pasará por 
todos los puntos medios do las otras aristas laterales [1, 10], y por 
tanto se llama sección inedia.

Cor. 4. Un obelisco cuyas bases* son triángulos es aí mismo 
tiempo un tronco de pirámide, pues su's aristas prolongabas pasan 
por el mismo punto [I, 4 cor.]

2* Prolongando dos caras'opuestas de un obelisco de cuatro' 
caras se tendrán dos troncos de pirámides cuya diferencia es el 
obelisco.

Dem. [íig. 54] Prolongando las caras ABab v I)Cdc hasta que se 
corten por Ja arista eE tendremos los troncos de pirámide BOEbce y 
ADEade, ademas la diferencia cutre estos es cabalmente el obelis­
co corno manifiesto la figura. ,

3 o Prolongando dos caras opuestas de fin obelisco de Cinco caras 
[fig. 53 J se tendrán un obelisco de cuatro caras y un tronco de pirá­
mide cuya diferencia es el obelisco de cinco caras [fig. oq]; en ge- 
nreral se puede prolongar dos caras de un obelisco de n caras late­
rales, de manera que se tendrán un troncó de pirámide y un obe­
lisco de [u—1] caras, cuya diferenciaos igual a! primer obelisco.

Nota, La diferencia de las bases respectivas será también igual 
á la del primer obelisco; [Véanse las fignras.]

4 o Para’ esprésar el volumen de un tronco de pirámide por 
sus bases b, b' y la sección media m, apliquemos la fórmula encon­
trada en- la demostración del teor, 18.

luego'

ó

luego

ó

luego
6

h: x = y / o—y/b7: y/ b'
Jh: x=y/nF-y/ü7: y/íT"
h : x= 2  [y/Im—y/b71: y/F
2y/iñ^—2y/br=  y/FL y/b'
2yAu=y/b-f- y/b'

4m=b-(-b/-{-2 \ZUb'
-V/bC'=2m —

J * r . ----- '  , '  ____  '  *

Poniendo el valor encontrado de y/bb' en laíV^Jh^b-f-b'+y/bb'] 
tendremos una otra que esprésa el volumen del tronco de pirámido’

V==Jb[|(b+b')-p2m] *

5o Denotando las dos bases de un obelisco cualquier por B y 
- B ' y la seceion media por M tendremos para el volumen la mis­

ma fórmula del n? 4o
V = iL ¿(B + B ')+ 2M ].

Dem. I a pkrá1 un- obélisco de cuatro' cáráa. Sabemos que su yo» 
lúmen es la diferencia entre dos troncos de pirámide [fig. 54]í
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Ahora bien, denotemos por C, C', N las bases y la sección media 
del uno y por D, D', S las del otro y tendremos

<*) V = J h U (C + C ')d -2 N ]-J h [i(D + D ')+ 2 S ] ‘ ‘
ó V = ^ li[¿ (C -D + C '-D ')+ 2 (N ~ -S )]

fi) poro sabemos que C—D = B , C '—D = B ',  jST—S = M  

luego V=pL[£(B+B ')-|-2M]

Dem. 2a para un obelisco cualquier.
Si tenemos un obelisco de cinco caras denotemos por C, O', N 

las bases y la sección media del obelisco de cuatro caras y por 
1), D ', S las del tronco de pirámide, y tendremos las mismas fórmulas 
a  y (i y por tanto la última.

De donde se ve que de manera semejante podemos proceder 
hasta el infinito y siempre tendremos la misma fórmula final y por 
consiguiente se verifica en general:

V=¿hL¿(B +B 'H -2M J
k v -*" ; * *-■

Isota. La definición mas general del obelisco es la siguiente: 
Obelisco es un poliedro convexo terminado por dos bases paralelas 
y ademas por solas caras laterales, cuyas aristas pasan por dos vér­
tices de las bases.

En esta definición está incluida la que hemos puesto en el n° 1°, sinembargo es mas general, pues las caras laterales pueden ser 
triángulos. Ademas se verifican también en esta definición el cor. 2, 
cor. 3, cor. 4 y n° 2,3, 4, 5 y por tanto la fórmula que espresa el 
volúraen.

Podemos decir mas, que dicha definición como comprende la 
del prisma así la de la pirámide, con tal que se quiera conside­
rar la cúspide como plano indefinidamente pequeño y paralelo ó la 
base. De donde se sigue que la fórmula

V = Jb[| (B + B ')+ 2M ]

es general relativamente á los poliedros considerados.

II. Prisma recto triangular truncado.
i

1? Expl-. Se tiene un prisma trancado cuando se hace pasar
por el prisma un plano oblicuo á la base.2® El volúmen de un prisma recto triangular troncado [figSG.j es 
igual á un tercio del producto do la base por la suma de las tres aris­
tas; esto es, siendo b la base y p, q, s las aristas

V = ib [p + q + s ]

Dem. Hagamos pasar por el punto estremo D de la arista me­
nor AD  un plano paralelo á la base, que divide ol tronco en un 
prisma recto y una pirámide.
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Ahora bien, denotemos A D  por p,* BF por q, CE por s. CB 

por n y por h la distancia del punto D del plano EFCB, ademas 
por V ' el volúmen del prisma y por Y "  el de la pirámide, y ten­
dremos:

V = Y '+ y ' '
V==b. p=JC B G H . h=Jpnh

y V "— &h [EFGHJ=|h.n. *1+«—2P
ya sabemos que |pnh=b.p
y por consiguiente será n h = 2b
luego Y"=Jb[q-)-s—2p]

»  V = b p + ib [q -f-8—,2p]=Jb [3p+q-|-B—2p]

6 V = J b [p + q + s ].

CAPITULO III.

\ Cilindro y cono-

§ 14. CILINDKO.

Expl. Se llama cilindro el cuerpo engendrado por un rectángu­
lo que gira al sededor de uno de sus lados llamado eje.

La lig. 57 representa un cilindro cuyo rectángulo generador es 
OO'BA y 0 0 '  el eje.

Cor. 1. Las bases de un cilindro son círculos iguales, pues to­
dos los puntos determinados por A  y B tienen igual distancia de 
O y O', ademas O A y O'B estarán girando siempre en el misma 
plano perpendicular al eje 0 0 ' [I, 8 cor. 2].

Cor. 2. Las bases de un cilindro son paralelas entre sí, pues 
son perpendiculares á 0 0 ' y por tanto el eje es al mismo tiempo 
la altura.

Cor. 3. Levantando en un punto P  de la circunferencia de la 
base una perpendicular á ella hasta cortar la otra, esta estará 
toda en la superficie del cilindro, pues dicha perpendicular es cabal­
mente la posición del lado generador A B  en este punto.

Cor. 4. Haciendo pasar por un punto P  de la circunferencia de 
la base de un cilindro un plano perpendicular á ella, este formará 
en la superficie lateral una recta paralela é igual al eje.

Bem. La perpendicular PQ estará toda en el plano perpendi­
cular [I, 21 cor. 2J y al mismo tiempo en la superficie lateral según el 
cor. 3, luego es recta común y ademas paralela é igual al eje [cor. 3].

Cor. 5. Si corta dicho plano á la circunferencia de la base, la 
sección del cilindro será un rectángulo, pues formará en la superfi­
cie lateral dos rectas paralelas é iguales entre sí [cor. 4], ademas
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estas son perpendiculares á'la base [cor. 4] y por tanto á la recta 
que las. une en la base. *

De donde se sigue que si el plano perpendicular pasa por el 
eje formara un rectángulo cuyos lados sou el diámetro de la base 
y la altura del cilindro.

Cor. 6. La superficie lateral de un cilindro puede desarrollarse 
en un plano; pues lo pueden al mismo tiempo las dos circunferencias 
de las bases, y por tanto todas las rectas que unen dos puntos cor­
respondientes de ellas; en el supuesto estarán todos los puntos de la 
superficie lateral en el mismo plano, pues todos los de esta están 
situados en la recta que une dos puntos correspondientes P P ' de la 
circunferencia de la base.

Teor* 1« [fig* ^8]. Toda sección paralela á la base de un ci­
lindro es un círculo igual á la base.

—35—

Dem. Haciendo pasar por un punto cualquier P "  del perímetro 
de la sección y por el eje un plano, será

O '/p /^ o p  [I, 13] y P P " :¡ :0 0 "  [cor. 5 de la expl.] 
luego POO"P" es un paralelógramo

„  0 P = 0 " P "
y por tanto todos los puntos del perímetro de la sección tienen igual 
distancia de O", luego la sección es un círculo, ademas su ra­
dio es el de la base, luego la sección es igual á la base.

Teor* 2* [fig. 59]. El área de la superficie lateral de un cilin­
dro es igual al producto de la altura por la circunferencia de la base.

Dem. Formando en la base inferior un polígono regular y le­
vantando en los vértices perpendiculares hasta cortar la base supe­
rior, tendremos un prisma recto regular que duplicando succesiva- 
mente los lados se aproximará mas y mas al cilindro tanto en su 
superficie como en su volúmen.

Ahora bien, denotemos por S y S' las superficies laterales del 
cilindro y del prisma por p el perímetro de la base del prisma, por 
C la circunferencia del cilindro, ademas por r el radio de G y por 
h la altura común, y tenemos:

S '= h .p
pero lim. S'==S y lim. hp=C
luego S =C .h=27r.r.h

Teor* 3* Jfig* 59]. El volumen de un cilindro es igual al produc­
to de la base por la altura.

Dem. Hecha la construcción como en el teor. 2, denotemos 
por V, Y ' los volúmenes del cilindro y prisma y por b, b' las ba­
ses respectivas, y tendremos:

Y'=h.b'
lim. Y '= Y  y lira, hb'=hb

V=hb=7rr*h.
i

luego
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§15. CONO.

Uxpl. Se llama coreo el cuerpo engendrado poj nn triángulo 
rectángulo que gira al rededor de uno do sus catetos llamado eje.

La íig. GO ABC es un cono, COB ó COA es el triángulo ge­
nerador, (JO el eje, la curva descrita por B es la base, el vértico O 
del triángulo se llama cúspide del cono.

Cor. 1. La base de un cono es un círculo cuyo radio es el ca­
teto móvil; pues todos los puntos determinados por B tienen igual 
distancia de O, ademas OB estará siempre en el mismo plano per­
pendicular aleje [1,8 cor. 2J. Do donde s® sigue también que el eje 
es la altura del cono.

Cor. 2. La recta que une la cúspide con un punto cualquier P  
do la circunferencia de la base, está toda en la superficie lateral del 
cono y su longitud es constante, pues la recta CP es la posición do 
CBen el punto P.

Dicha recta se llama lado del cono.
Cor. 3. La sección de un plano que pasa por el eje de un cono 

es un triángulo isósceles, pues

C P = C B = C P ' [cor. 2].
V

Cor. 4. La superficie lateral de un cono puedo desarrollarse en 
un plano; pues lo puede [estando la cúspide C fija en el plano] la 
circunferencia de la base, y por tanto todas las rectas que unen el 
vértice con los puntos de ella; en este supuesto estarán todos los 
puntos de la superficie lateral en el plano, porque no hay ningún 
punto fuera de dichas rectas.

Teor* 4* [fig. 61]. Toda sección paralela á la base de un 
cono es un círculo.

Dom. Haciendo pasar por un punto cualquier P  del perímetro 
de la sección y por el eje un plano que forma en la superficie la recta 
CPQ, unimos O' con P y O  con Q y será siendo COA el triángulo 
generador

O'D + OA ) OTifrOQ 
luego D O ':A O = C O /:C O = P O , :QO
ó D O ': P O '= A O : QO
pero es A O = Q O  luego D O '=P O '.

Do donde se sigue que el perímetro de la sección tiene en todos 
sus puntos la distancia DO' del punto O' y por tanto esta es un círculo.

Cor. 1. Las circunferencias de la base y de la sección son pro­
porcionales á las distancias del vértice; pues son entre sí como sus 

' radios y estos como dichas distancias.
Cor. 2. La sección y la base son proporcionales á los cuadra­

dos de las distancias respectivas del vértice; pues los dos círculos 
están entre sí como los cuadrados de sus radios y estos como los do 
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Teor- 5- El área de la superficie lateral de un cono es igual 
á la mitad del producto de la circunferencia de la base por el lado 
del cono. * ,

Dem. Formando en la base un polígono regular y uniendo los 
vértices con la cúspide del cono, tendremos una pirámide recta re­
gular la que si se duplican suceesivamente los lados seaproximará 
mas y mas al cono tanto en superficie como en volúmen.

Abora bien, siendo S y S' las superficies laterales del cono y 
de la pirámide p y p' los perímetros respectivos de la base, 1 el 
lado del cono y f  la altura de la cara lateral de la pirámide, r el 
radio de la base, tendremos

S7=Jp7.l'
pero lim S '= S  y lim JpT=Jpl
luego S=4 p l= 7rrl

Teor. 0. El volúmen de un cono es igual al tercio del produc­
to de la base por la altura.

9

Dem. Haciendo la misma construcción que en el teor 5, sean Y  
y V7 los volúmenes del cono y de la pirámide, b y b7 las bases res­
pectivas, h la altura común, tendremos:

Y 7=4hb7
pero lim V '= V  y lim ^bb7=Jbb
luego ' V = ¿ b b = Í 7rr2b.

Teor- 7- El área de la superficie lateral del cono troncado es 
igual á la mitad del producto de su lado por la suma de las cir­
cunferencias de sus bases.

Dem. Denotando en la fig. 61 AD por 1, DC por x, las cir­
cunferencias por Oye ,  el área lateral del cono mayor por S, y por 
s, la del menor, tenemos

S = S,—s7=  J [ (l-(-x)C—xc]
i •

6 S = J  [ l .C + x (0 — c)J
ya sabemos que

C : c=l-|-x: x [teor. 4 cor. | 
luego C—c :c = l :x
de donde [C—cj x = c . 1
lo que si se pone en la fórmula de arriba dará

S = ¿  [lC+lcj

6 S = i l [ C + c ] = 7rl[R-[-r]. ;
; ' * ‘  ̂ ' , f 1 t > * .

Teor- 0- Denotando en un cono truncado la base inferior por 
B, la superior por b y su altura por b, se expresa el volúmen por la 
fórmula siguiente

V=ih[B+b+v/IJbI
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Dem. ITaciendo la misma construccionjque en el teor. 5 tendremos 
un tronco do pirámide regular y deuotando por B ' y b' las bases res­
pectivas será

Y ^ J h lB '+ b '+ V B 7̂ ']

pero lira V ' = y ,lira B '= B  y lim b '= b

luego Y = J b [E + b + y T irF j

ó y = Í 7rh[R2+ r ,i + R .r ]

C A P I T U L O  IV .

Esfera.

§ 1G. PROPIEDADES FUNDAMENTALES.

Explicación. Esfera es un cuerpo totalmente cerrado de una 
superficie curva cuyos puntos todos equidistan de otro interior lla­
mado centro, [fig. 62] O es el centro.

La distancia igual se llama ra, y diámetro la recta que pa­
sa por el centro y termina en ambos lados de la superficie, luego 
el diámetro es el duplo del radio. Los dos puntos estreñios de un 
diámetro son puntos opuestos de la esfera P y P '.

La esfera se puede considerar engendrada por la rotación de 
un semicírculo PBP' al rededor de su diámetro PP', pues todos 
los puntos de la superficie curva engendrada equidistan del centro 
del semicírculo generador.

Cor. 1. No hay mas que un centro en una esfera, porque jun­
tando en otra suposición estos, dos centros por medio de un diáme­
tro común se seguiría que los radios no serian iguales en la esfera 
relativamente al mismo centro.

Cor. 2. Todas las esferas de igual radio son congruentes, pues­
to que poniendo un centro sobre otro coincidirán una superficie 
con la otra, pues tienen en todos sus puntos igual distancia del cen­
tro común.

Cor. 3. La sección de un plano que pase por el centro de una 
esfera es un círculo cuyo radio es el de la esfera, pues la curva for­
mada en la superficie está situada en un plano con el centro y to­
dos sus puntos equidistan del centro de la esfera, por ser puntos do 
su superficie; luego la sección es ûn círculo cuyo radio es el 
de la esfera.

Cor. 4. Dicha sección divide la esfera en dos partes iguales, 
pues doblando la parte superior por el círculo común, necesariamen­
te coincidirá con la parte inferior, porque en otra suposición los ra-
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dios en una misma esfera no serian iguales.

Cor jr 5. Una secante no tiene mas que dos puntos comu­
nes con la superficie de la esfera.

Dera. Haciendo pasar por la recta y el centro de la esfera un 
plano, es menester que los puntos comunes de la recta y la esfera 
estén situados en la circunfrrencia formada, pero estos no son mas 
que dos fPl. IV  15]; luego la recta tendrá también con la esfera 
solo dos puntos comunes.

Teor* 1« ffig- 62]. Toda 6eccion de la esfera por un plano es 
un círculo.

Dem. Haciendo pasar un plano cualquiera por la esfera to­
memos dos puntos cualesquiera D y E en la curva descrita, después 
bajemos desde el centro O una perpendicular á dicho plano, sea 00  y 
juntemos los puntos respectivos y será:

A C D O ^C E O

por ser 0 0  común, O E =O D , <^OCE=OCD==R fconstr.], de don­
de tenemos CE=CD  ó todos los puntos de la curva están á igual 
distancia de C, por ser D y E puntos cualesquiera; luego la curva es 
una circunferencia cuyo centro es C.

Cor. 1. La recta que une el centro de la esfera con el de la 
sección es perpendicular á ella y por tanto la perpendicular á la sec­
ción en su centro pasará por el de la esfera.

Cor. 2. Siendo d la recta que une los dos centros, r el radio 
de la sección y B  el del círculo, siempre tendrá lugar la relación si­
guiente:

r2= B 2—d2
De donde se sigue1? Dos secciones de igual distancia del centro de la esfera 6on 

iguales é inversamente; pues siendo d = d ' será r= r ' y siendo r= r ' 
será d=d '.

2? De dos secciones es la mayor la que mas se acerca al cen­
tro é inversamente; pues tiendo d < d ' será r^>r' 
y siendo ri>r' será d<^d'.

3? Las secciones mayores son las qiie pasan por el centro de k  
esfera* pues en el caso en que no pasan será siempre r< [B , pero en el 
segundo r = B  [d=o].

De donde el círculo cuyo centro es el de la esfera se llama cír­
culo máximo; y que todos los círculos máximos son iguales entre sí.

Expl. Prolongando la recta que une los centros de la sección 
y de la esfera hasta que corte en dos puntos á la superficie de la es­
fera, se tendrán dos puntos opuestos de ella que se llaman polos de 
la sección; y por tanto dos polos de un círculo, su centro y el de la 
esfera, están en la misma recta que es perpendicular al plano del 
círculo.

Cor. 3. Todos los puntos de la circunferencia de la sección 
equidistan de los polos. Siendo e y e '  las distancias de un punto cual-
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quiera, (le dicha circunferencia será 
una vez e-**[R— dl2-f-r2
otra vez e '2=*:[R-|-uJ'J -|-r3
luego donde sean los puntos loa valores respectivos de e y e ' son 
siempre los mismos.
11* « ’ • ■ 1 I 1 ‘ *

Teor. %  Dos círculos máximos de una misma esfera so cortan 
mútuameDte en dos puntos opuestos de la esfera, ademas son bi­
sectrices entre sí.

Dem. Los planos de dos círcúlos máximos pasan por el centro 
luego tienen el diámetro común, y por tanto también los puntos extre­
mos de él ódos opuestos de la esfera, ademas el diámetro común divi­
de cada círculo en dos partes iguales, á sabor, los círculos máximos 
son bisectrices.

Cor. 1. Por dos puntos opuestos pueden pasar infinitos círculos 
máximos, pues lo pueden por un diámetro.

Cor. 2. Por dos puntos de la esfera que no son opuestos solo 
puede pasar un círculo máximo, pues estos y el centro de la esfera 
determinan solo un plano secante.

Teor* 3. (fig. 631. La distancia mas corta entre dos puntos 
sobre la superficie esférica la mide el arco del círculo máximo.

Dem. Siendo D y JE los puntos de la* esfera y DME el arco 
del círculo mayor, demos al otro arco cualquier DNE y á su ángulo de 
centro en C una vuelta al rededor de la cuerda común hasta que los dos 
arcos estén en el mismo plano. Con esto el centro C del círculo me­
nor quedará dentro de DMEO, pues su radio es menor que el do 
la esfera [teor. 1 cor. 2J, ademas por la misma razón estará el arco cor­
respondiente DNE fuera de DME y por tanto es mayor que este.

Cor. 1. La distancia esférica entre dos puntos opuestos de la 
esfera es una semicircunferencia máxima [teor. 2],

Cor. 2. El polo de un círculo tienefigual distancia esférica del 
todos los puntos de la circunferencia respectiva; pues poniendo por 
el polo dos círculos máximos cualesquiera, serán iguales las cuerdas 
trazadas desde el polo hasta su circunferencia [teor. 1, cor. 3], luego 
lo serán también los arcos correspondientes, pero estos son los de los 
círculos máximos y por tanto lo son las distancias esféricas.

Cor. 3. El polo de un círculo máximo dista de su circunferen­
cia respectiva un cuadrante del círculo máximo ó 90°.

Cor. 4. Puede imaginarse que una circunferencia se engendra) 
en la esfera por una vuelta de una distancia esférica al rededor de 
un punto; el punto será el polo de la circunferencia engendrada, 
Así en la fig. 62 la circunferencia cuyo centro es C está engendra­
da por la distancia esférica PF y la circunferencia cuyo centro es O 

, por la distancia esférica PG- ó por un arco de 90°.
De donde es que el polo de una circunferencia de la esfera so 

llama su centro esférico.
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Teor. 4- | fig. 64). Cuatro puntos que no están en un plano de­
terminan la posición de una esfera. ,

j Dem.Siendo A, B, D, E los puntos, formemos dos triángulos
ABD y ABO cuyos centros C y O' se determinan trazando desdé 
los puntos medios de los lados respectivos perpendiculares [Pl. § 18, 
probl. 3]. Ahora levantando en los puntos O y C ' las rectas CN y 
O'M perpendiculares á los triángulos respectivos digo, que estas se 
cortan; pues el plano CFC' es perpendicular á la arista AB, por 
ser <£CFC/ el rectilíneo del diedro D ABE 11, 21 cor. 5], y por tan­
to la CN está en el plano CFC' y lo mismo C'M [I, 21 cor. 2], 
luego estas dos rectas están en el mismo plano y por consiguiente 
se cortarán.

Ya sabemos que todas las superficies esféricas que pasan por 
ABD tienen su centro en la perpendicular Olí [teor, 1, cor. 1J, del 
mismo modo todas las que pasan por ABC tienen su centro en 
C'M.

Luego si una superficie esférica pasa al mismo tiempo por 
los cuatro puntos, tendrá su centro solo en el punto común O de las 
dos porpendiculares.

En efecto, pasará una por los cuatro puntos, pues
O A = O B = O E  [L 7 cor. 4] 

y ' O A = O B = O D
ó O A = O B = 0 0 = O D .

Luego los cuatro puntos determinan una esfera, pues solo es pd- 
sible un centro.

Cor. La construcción hecha resuelve el problema, encontrar el 
centro de una esfera dada.

— 4 1 —

Teor. 5- Si un plano es perpendicular á un radio de una es­
fera en su punto estremo, no tendrá mas puntos comunes con la 
esfera y por tanto es tangente.
i *

Dem. La distancia entre todos los otros puntos del plano y el cen­
tro de la estera es mayor que el radio [I, teor. 7 cor. 3], luego es­
tán fuera de la esfera, y por tanto tiene el plano solo un punto co­
mún con la esfera.

Cor. Lo mismo vale de una recta bajo la misma condición, pues 
la razón no es diferente.

Teor. 6* La intersección de dos esferas es um círculo.

Dem. Hagamos pasar por los dos centros un plano y tendremos 
la sección de la fig. 605 dando ahora á los dos círculos secante» 
una vuelta al rededor de la central, los dos círculos describen ca­
balmente las dos esferas, y la perpendicular A P  una circunferen­
cia común á estas.

Cor. El círculo común es perpendicular á la central por serlo 
AP.

Nota. La fig. 65 manifiesta que las relaciones entre dos esferas 
son las mismas que entre dos círculos. [Véase Pl. § 17].
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§ 17. HUSO ESFÉRICO Y  TRIÁNGULO ESFÉRICO.

' Explicaciones.
I a Se llama liuso esférico la porción ele superfìcie esférica compren­

dido entre dos simicircunferencias máximas secantes fig. 60 AEBFA.
Lados de un huso esférico son los arcos, y ángulos las aperturas en­

tre dos arcos de círculos máximos, y se llaman ángulos esféricos.
2 a El ángulo que fonnan entre sí dos curvas se entiende ser 

el mismo que el rectilíneo que forman entre sí los dos tangentes en 
el punto de sección, • y por tanto para determinar un ángulo esféri­
co se necesita trazar las tangentes á los arcos respectivos. Siendo 
ffig. 66] AO y AD  las tangentes a los arcos AEB y AFB será 
<£CAD el que forman entre sí dichos arcos.

Trazando ahora en el plano AEBOA la recta OE 1 AB y en 
el plano A FB O A  la recta OF | AB  sabemos que <£EOF es el 
rectilíneo del ángulo plano EABF [§ 6 expl. 5]. Ademas se ve quo 
OF y A D  están en el mismo plano del semicírculo AFB, pues 
A D  es la tangente al arco B FA  en el punto A  según la cons­
trucción; por la misma razón AC y OE están en el mismo plano 
del semicírculo BEA; por consiguiente tenemos:

t * <4

AC 4= OE y en el mismo sentido
A D ^ O F  ?» »

luego <£C A D =E O F.

Ya sabemos que <£CAD es el ángulo rectilíneo del esférico 
F A F  y<¿£EOF el del diedro FABE, luego podemos tomar un 
ángulo diedro por su correspondiente esférico, ó podemos decir ol 
ángulo esférico es el diedro que forman los planos de los círculos 
máximo^ correspondientes.

De donde tenemos una importante consecuencia, á saber; lo dicho 
de los ángulos diedros se aplica á los esféricos.

3 a Para medir un ángulo esférico basta medir el ángulo rec­
tilíneo CAD ó mejor el <£EOF, perorenemos la medida del ángulo 
EOF haciendo pasar por E y F un círculo máximo, y por tanto 
el arco EF es la medida del <£EOF ó del ángulo esférico EAF.

Si pues podemos construir el arco EF sin la construcción del 
<)rEOF tenemos una medida mas inmediata. Vamos á ver:

«<£AO F=B y < £A O E = E  [constr.] , 
luego aie. A F = 9 0 ° y A E = 9 0 °
í! /
. Por consiguiente basta para formar el arco EF tomar desde 

el vértice A  un are. A E = 9 0 ° y A F =90° y la distancia esférica entro 
E y F será la medida del ángulo esférico A . De donde en general: 
Para medir un ángulo esférico se describe desde el vertice como 
polo con un radío igual á 90° un arco una los dos lados del 
ángulo esférico, y este será su medida.

Cor. 1. Dos círculos máximos secantes forman en los dos puntos 
de intersección ángulos iguales, á saber: [fig. 66] <^FAE==<£FBE, 
pues tienen por medida el mismo are. EF.

— 4 2 —
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Cor. 2. El círculo máximo que pasa por el polo del otro for* 
ma con el un ángulo recto esférico, á saber: *
fig. 66 < £A F E =R , pues el plano EFO es perpendicular al plano 
AFB [I, 21].

• 5a For ser iguales según su medida los ángulos esféricos y 
sus respectivos diedros, podemos inmediatamente aplicar á los án­
gulos esféricos las propiedades de los diedros, á saber:

a. Los ángulos rectos esféricos son iguales.
b. La suma de los ángulos adyacentes esféricos es igual á dos rectos.
c. La suma de todos los ángulos esféricos al rededor de un 

punto es igual á cuatro rectos.
d. Si dos ángulos esféricos son iguales lo serán también sus 

ángulos respectivamente adyacentes.
e. Los ángulos esféricos opuestos por el vértice son iguales.
f. En un punto de un arco solo se puede levantar un arco 

perpendicular al otro.6a Se lia na triángulo esférico la porción de superficie esféri­
ca totalmente limitada por tres arcos del círculo máximo, ABO |_fig. 
67], Gomo se ve en la figura, tres círculos máximos forman ocho 
triángulos esféricos

:

í

ABO
ABF
ACE
BCD

DCE
DBF
EAF

Los triángulos ABC y D EF se llaman opuestos, pues los vér­
tices respectivos son puntos opuestos de la esfera.

Los lados de un triángulo esférico y sus ángulos se pueden cs- 
presar por grados.

7 a Uniendo en la fig. 67 los vértices A , B, G del triángulo es- 
férioo con el centro de la esfera tendremos un ángulo sólido, que es­
tá representado separadamente por la fig. 68.

El ángulo B tiene la misma medida que el diedro COBA, lo 
que vale también de los otros, ademas la medida $e l°s ángulos 
planos BOG, BOA, COA son los arcos respectivos BC, BA, O A  
por ser B O = C O = A O  y por tanto todo el ángulo triedro está re­
presentado por un triángulo esférico; y como tenemos ángulos trie­
dros* congruentes y simétricos, por la misma razón tendremos trián­
gulos esféricos congruentes y simétricos. En la fig. 66 los triángu­
los opuestos ABO y DEF son simétricos, pues tienen todos sus partes 
iguales pero en orden inverso.

Cor. Los dos planos que pasan [fig: 67] por los puntos A, B, C y 
D, E, F son paralelos, pues lo son las rectas BG y EF, B A  y ED*.8a Esta correspondencia entre los ángulos driedros y triángu­
los esféricos es la razón porque las propiedades de los triedros pue­
den inmediatamente aplicarse á los triángulos esféricos, á saber:

a. En todo triángulo esférico la suma de dos lados es mayor 
que el tercero,, y la diferencia menor.

b. La suma de todos los lados de un triángulo esférico es me­
nor que cuatro rectos.I •
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c. La suma (lo todos los ángulos esféricos de un triángulo esfé­
rico es menor que 6eis, pero mayor que dos rectos.

d. En un triángulo esférico se oponen 
' 1? á lados iguales ángulos iguales,2? á ángulos iguales lados iguales,3o á mayor lado mayor ángulo,4? á mayor ángulo mayor lado.

e. Dos triángulos esféricos son congruentes 6 simétricos si tie­
nen respectivamente iguales1? dos lados y el ángulo comprendido,2o dos ángulos y el lado comprendido, , <

3? tres lados,
4* tres ángulos.

9? Como hay ángulos triedros suplementarios 6 polares, así hay 
triángulos esféricos polares; y por tanto dos triángulos esféricos son 
polares si los lados del uno son arcos suplementarios do los ángulos 
correspondientes del otro.

Para formar el ángulo esférico polar áotro dado ABO ffig. 69J 
descríbase en la esfera desde A, B, C como polos por un radio igual á 
90° arcos que so corten en los puntos D, E, F y será el /^D EF el po­
lar al dado é inversamente«

Deraost. Prolongando los lados del ^ A B C  hasta que corten 
á los del otro, demostremos

I o que D, F, E son los polos de los lados del triángulo dado.
Por ser A  el polo del arco DE, el punto D dista de A  00°  

y por ser B el polo del arco DF el punto D dista del punto B 
90°, luego el punto D es el polo del arco AB, de la misma mane­
ra se demuestra que E es el polo del arco AO y F el de CB.2o Demostremos que son triángulos suplementrrios. Por ser 
jH  la medida de A, tenemos

< A  + D E = J H + D E = D H  + E  J 
por ser D H = 90° y EJ=9i)°

se sigue que * < £ A + D E = 1 8 0 o.

De la misma manera se' demuestra que

B + D F = 1 8 0 °, y e + E F = 1 8 0 ° .

El fundamento de esta demostración es que los vértices de un 
triángulo son los polos de los lados del otro, luego podemos concluir 

•que también
< £ F + B C = 1 8 0 °, E + A C = 1 80 °, D + A B = 1 8 0 o,

—44—

Teór- 7- Dos husos esféricos de igual ángulo esférico son con­
gruentes.

Dem. Por ser los lados semicircunferencias máximas de la mis­
ma esfera y los ángulos por hipót. iguales entre sí, los husos sobre­
puestos deben coincidir.Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"
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Teor. El área de Un huso esférico es á la de la esfera, co- 
mo los grados del ángulo esférico son á 360°.

Dem. Dividiendo el círculo máximo cuto polo es el vértice del 
huso en 360 grados principiando del punto de intersección de un lado 
del huso, y trazando por dicho vértice y demas puntos de división 
círculos máximos, la superficie de la esfera queda dividida en 360° par­
tes iguales (teor. 7), luego el huso es tanta parte de la superficie 
de la esfera cuantos grados tiene, y por tanto la superficie del huso 
es á la de la esfera como los grados de aquello son á BGO0.

Nota. Si el ángulo del huso está espresado en partes mas pe­
queñas, se puede también dividir toda la esfera según estas partes.

Teor* 9 |fig. 70]. Si un arco es perpendicular á otro en su pun­
to medio, los puntos estremos de aquello equidistan de cualquier 
punto de la perpendicular.

Eip. A C =BC y MCJ_AB.
Tes. A P = B P . *

. % * é

Dem. Los triángulos esféricos PCA y PCB tienen respectiva­
mente iguales dos lados y  el ángulo comprendido, luego también 
todas las otras partes, á saber, <£A=<£JB y A P = B P . 1

Teor* 10 [fig. 71]. El punto en donde se cortan dos perpen­
diculares levantadas desde los puntos medios de dos lados de un 
triángulo esférico, equidistan de los tres vértices.

Eip. EO | CB, DO ' AC, A D = D C , B E =E C .
Tes. O A = O C = O B .

Dem. CO =O B [teor. 9].
CO-=OA „

luego C O = O B = O A .
* l

Cor. 1. Desde el punto O como centro esférico se puede cir­
cunscribir un circuló al triángulo, de donde el punto O es el polo 
du dicho círculo.

Cor. 2. fig. 67. El triángulo esférico ABC y el triángulo plano 
ABC tienen el mismo círculo circunscrito, y por tanto la recta 
que une los dos centros pasa por ti centro y es perpendicular al pla­
no ABC [Teor. 1, Expl.J

Lo mismo se verifica relativamente al triángulo esférico opues­
to DEF, ademas por ser simétricos los dos triángulos esféricos los 
planos serán congruentes y por tanto sus círculos circunscritos se­
rán iguales.

Sabemos que los planos ABC y DEF son paralelos [§ 15.Expl. 
7? Cor.J; por consiguiente los centros esféricos de los triángulos es­
féricos opuestos están con el centro de la esfera en la misma recta, 
ó los dos son puntos opuestos de la esfera.
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Ahora bien, cualquier punto dentro del triángulo esférico ABO 
tiene un punto opuesto dentro fiel triángulo opuesto; porque un 
punto dentro del triángulo esférico ABO debe tener su opuesto 4 
los lados opuestos de los círculos máximos, cuyos arcos • forman el 
triángulo, y por tanto solo resta para el punto opuesto la sperficio del 
triángulo esférico opuesto DEF.

Con todo lo dicho tenemos la conclusión:
Los radios de los círculos circunscritos á dos triángulos esféri­

cos opuestos son iguales, y si el centro del uno es interior lo será 
también el del otro.

Lo que rale de los triángulos opuestos valdrá de los simétricos 
en general, pues el simétrico á uno es congruente con su opuesto,

Teor- 11 [fig- 72]. D o3 triángulos simétricos tienen igual área.

Hip. A ABC y A 'B U ' son simétricos y 0 0 '  sus centros.
Tes. A A B C = A 'B 'C '.

I)em. Unidos los centros con los vértices tenemos 
A A O B séA'O'B' [§ 15, cxpl. 8"J 
A BOC Q^B'O'C'
A C O A ^ C 'O 'A '

luego A A ^^^+Í^O O -f-C O A ^A 'O 'B '-l-B 'O 'C '+C 'O 'A '

6 aabc—A'B'C/-
. tá-

Teor* 12 |fíg. 07]. El área de un triángulo esférico es á Ja de 
la esfera como su exceso esférico á 8 rectas.

Nota. Exceso esférico de un triángulo se llama la suma do tres 
ángulos disminuida en dos rectas y se denota por E.

Dem. Siendo S el área de la esfera, tenemos:

A A B C + B C D ;S = < ^ A [ t e o r .  8] 
A A B C + A B F S = < C :
A A É C + F B D ; S=<^T B : 41í [por ser ABC=DEFJ

✓

luego 3 A B C + B C D + A B F -}-F B D :S = A + B -fC :4 E
/

pero es A B O -f B C D -fD B F-)-A B F=£S 

luego 2 A B C + | S :J S = A -1 -B + 0 :2 II

2 A B 0 :J S = A + B -fC —2E :2K 

A B C :S = E :8B .

- 4 6 —

y por tanto
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§ 18. ÁREAS Y  VOLÚMENES DE LA ESFERA Y  SUS
PARTES.

Explicaciones.
. 1* Se llama zona esférica la porción do superficie esférica 

comprendida entre dos círculos paralelos, JKLM [fig. 62].2? Se llama casquete esférico la porción de superficie eiférica 
originada por una sección cualquiera, LMP' [fig. 62J.3“ Las bases de una zona son las dos secciones paralelas, yal ­
tura la distancia entre estos ó la recta que une los centros, C 'C" 

| [fig. 62).
4? La base de un casquete es la sección y la perpendicular en 

el centro limitado por la superficie esférica, C "P ' [fig. 621.
Nota P ' es el punto medio.
5a Segmento esférico es la parte de la esfera limitada por un 

casquete y su bazo, JKQNC'P'.6a S ectcr esférico es la parte de la esfera limitada por un cas. 
quete y la superficie cónica, cuya base es la del casquete y el vérti. 
ce el centro de la esfera.

7a Corte esférico es la parte de la esfera comprendida entre 
una zona y sus bases.

— 47—

Teor. 13 [fig. 73). El área de la esfera es igual al producto 
' de su diámetro por la circunferencia de un círculo máximo, á saber

S=2rC =4;rr2 ,

Dem. Siendo AC, CD &ar los .lados de un polígono regular 
1 de n úmero par de lados y CE 1 AB, DF | AB &a, hagamos girar 
el círculo al rededor, del diámetro AB y tendremos una esfera, é 
inscrita en esta un cuerpo compuesto de dos conos y muchos -conos 
truncados.

El área lateral de un cono truncado cuyo lado es CD se es- 
jresa siendo C G =G D  y G H ^D F .

¡ s= 2tzC D .G H  [III, 7],

Trazando CK I D F será

luego

de donde 
luego

I
y por tanto

<3rDOK=OGH por ser OGj_DO 
A D C K ^ O G H

OG : G H =D C  : C K = D C  : EF 
O G .E F = G H .D C

s=27tOG.EF.
Por la misma razón tenemos para el cono cuyo lado es CA

UsA: i
s '= 2 w O G '.A B
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La recta 0 0 = 0 0 '  es el apotema [p] del polígono regular y 
por tanto la misma para todos los conos truncados, ademas EF ea 
la altura [lij, luego la fórmula

s=27rph

expresa el área lateral de cada uno de los tn neos y conos.
Ahora bien añadiendo todas las áreas parciales tendremos el 

área lateral del cuerpo inscrito:
S '= 2 7tp(h j—li g—}-li 3 —J—. . . . )  

pero es A B = li 12 -|-h 3 -f-
t '

.de donde ' S '= 2;rp.AB.
Esta espresion se verifica siempro cualquiera que sea el número 

de los lados, luego lo será también indefinidamente duplicando los 
lados, pero eso supuesto el área del cuerpo inscrito se aproximamas y 
mas á la esfera, y por tanto podemos aplicar el teorema do los límites:

lim. S '= S
lim. 2/TpAB=27rrAB 

y siempre es S '= 2?rpAB
luego S=2 7rrA B =2r . 0 = 4  7rr 2

Co’*. 1. El área de la esfera es el cuádruplo de la del círculo 
máximo.

Oor. 2. El área de la esfera es igual al área lateral de un 
cilindro cuya base es el círculo máximo y la altura igual al diá­
metro.

Cor. 3. Las áreas do dos esferas son proporcionales á los cua­
drados de sus radios

S : S ,=4;rr2: 47rr,2 — r2: r,2
Teor- 14. El área de una zona ó casquete esférica es igual 

al producto del círculo máximo por la altura respectiva, á saber
i .

S=C.h=27rrh

Dem. Duplicando indefinidamente los lados, la suma de las áreas 
laterales de los conos truncados entre EC y FD ffig. 73J tiene por lí­
mite el área lateral de la zona desciita por el arco OD, y por lo mismo 
la suma de las áreas laterales entre A y CE tiene por límite el área 
lateral del casquete descrito por el arco ACj por consiguiente aplican- 
do_el teorema de los límites, tendremos

S=C.h=27rrh.
* •

Teor. 15* El volúmen de la esfera es igual al producto de su 
área por el tercio del radio, á saber

V = Jr.S = Í7zr3.
t  * f
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'Dem. Tomando en la superíicie de la esfera muchos puntos y 

muy contiguos, y haciendo pasar por estos, planos tangentes, vere­
mos que los planos inmediatos pronto se cortan, pues sus respectivos 
perpendiculares están muy próximos. Do donde se ve que todos es­
tos planos fonnan un poliedro no muy, distante de la esfera.

, Para determinar el volumen del poliedro, basta unir todos sus 
vórtices con el centro, y quedará descompuesto en pirámides, que tie­
nen por altura el radio de la esfera, por ser todos los planos.tan­
gentes. Siendo V 7 el volumen, S7 el área del poliedro tendremos

—49—

Y '= ir S 7
Doblando indefinidamente el número do puntos se sigue que 

eP volúmen del poliedro se aproximará mas y mas al do la es­
fera, y por tanto podemos aplicar el teorema de los límites.

lim V7= V ,  lim ¿r.S7=£rS

y por ser siempre 

será

V7= !rS 7
V = ¿ tS==3$7ZT3.

‘ i

• 4 # -

Cor. 1. Una esfera es igual á la pirámide que tiene por base 
el área de la esfera y por altura el radio. «• ,

Cor. 2, Los volúmenes do dos esferas son proporcionales a los 
cubos de sus radios

Y : Y , = %7tx3: Í7rr, 3= r 3: r,3

Cor. 3. Si nn cilindro y cono tienen por bases círculos máximos 
de una esfera y pqr altura el diámetro de esta, están el cilindro, la 
esfera y cono entro sí como 3 :2 :1  fdo Arquímedes|.

Yo :V , :V p=2W r’ :¿7ri3:{|;rr’ = 3 :2 : i ;

• ■* 1

Tcor. 16- El volúmen de un sector esférico es igual ál produc­
to de su base por el tercio del radio; á saber

V=Sjr=g7ZT2h.
V k¡ \

* Den i. Lajfsñma de las pirámides cuya suma de bases tiene por 
¿imite el casquete del sector, tendrá también por límite ,el volúmen 
del 6ector correspondiente, y por tanto concluiremos , como para la 
esfera: . •

V=JSr==§tfr2h.

Teór. 17* l^g. 74]. Elvolúmenxie un segmento esférico siendo 
h su altura [CP] y r el radio de la esfera se expresa por la fórmula

Y 7t[3r—h]Ü2
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j Oem.El volámen del segmento AD BEP es igual á la dife­
rencia entre el sector y cono correspondiente, y por tanto

Y  2h-4[r—h] ̂ CB 3
s=£7r(2rsh—fr—h] [r2_ [ r —h ]2)
= £ 7r[2r*li— [r—hl fr2—r2+2rh—h*l 
« x ^ l2 r 2li—2r2 h-j-2rli2 4-rh3 —h 31 
=£;r[3rli2—h3l 
==¿^[3r—h]li2.

Teor* 18- [fig* 74], El volilmen de nn corte esférico siendo 
tx el radio de la base mayor, r2 el de la menor y día distancia entre 
estas, se expresa por la fórmula

V ^ d L ^ t ^  +  ld*]

El yolúmen es igual á la diferencia entre dos segmentos y por 
tanto se puede aplicar la fórmula del teor. 17.

Siendo a = O C 1 y b = O C 2 será O iP '= r—a y  C ^ P ^ r —b,ld 
que si aplicamos á la fórmula del teor. 17 tendremos

V = ¿ 7r[(2r-f-a)(r—a)2— (2r-fb) (r— b)2]

Ejecutando las operaciones indicadas se 6aca 

Y = ^ [ a 3—b 3+ 3 r 2(b— a)]

de donde sabiendo que a3—b3= [a —b] [a2-(-ab-J-b2] y b—-a=tí

tendremos , V=&7rd [3r*— (a2 + b 2 - f  ab)]

Poniendo una vez ab==a[a-{-d]
otra vez ab=b[b— dj

tendremos
Y=¿7rd[3r2—aa—b2—a2—ad]

V=¿7rd[3r2—a2—b*—d)2 +bdj 

2Y=J^rd[6r2—3a^— 3b2 +  d2 J

por ser r 42= r 2—a2 y r22= r 2—b2

será 2 Y =  J?rd[3r i2 +  3r2 2-|-di |
#

6 V = ? r d [  T|2+ r« it-|-|d«]
Cor. Considerando al segmento esférico como un corte cuyd 

radio de la base superior es igual a' cero, tendremos siendo r2=oy d«h
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Q Y S r n J ^ litr ^ + ill2]

Teor-19* El área de un huso esférico cuyo <£a=a° se espres^

Dem.

luego

a a °  ,
S =  8Úoo t ’  •

S :4^r3 =  a :4 .90°

S = W o OT2

Cor. El voldmen correspondiente es igual á .—— .;rr3.
' 270°

T eor. 20- El área de un triángulo esférico cuyo exceso es, 
E ° se'espíes.a

a E ° »A = — r̂r180

Dem.
luego

A :4 ^ r 2= E ° :8 .9 0 °  (teor/12) 
E °

180°A = T ^ ñ * 7rra
_ .} -ü • (

El Yolhmen correcspondiente de una pirámide esférica es igual

á > , j*
E °
5 W

.JZT3.

1
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CAPITULO V;

Ejercicios prácticos-

ADVERTENCIA.
I a En los problemas siguientes se denota metro por M, decí­

metro por Dm, centímetro por Ctm, gramo por gr, kilógramo por 
kilgr.

2a Los números que pertenecen al mismo problema so pueden 
fácilmente distinguir, por ejemplo, en el probl. 0? 2 y 15, 3 y 8 &a* 
son números relativos del mismo problema numérico.

§ 19. CUBO.

1? Siendo la arista de un cubo igual á 6 se pregunta cuál es
su diagonal, área y volúmen?

b=7,5 2,35 7,28 3,67 1,369 2,809

2o Siendo la diagonal de la base de un cubo igual á se pro- 
gunta cual es su" área y su volúmen?

d=3,5  4,67 2,8 4,3. 53,75 
* »

3° Siendo la diagonal de un cubo igual á so pregunta cual 
es su arista, área y volúmen?

d = 6  3,45 3,666 48,5 1,6
«

4° Siendo la suma de la arista y de la diagonal de un cubo 
igual á s se pregunta cuál es su área y volúmen?

s=6,79 5,83 7,25 79,75 68,25

5o Siendo el área de Un cubo igual á c se pregunta cuál es su 
arista, diagonal •> volúmen?

c=3174 100 189 2000 110,94
i *

6? Siendo q el plano de un cubo se pregunta cuál es su volúmen? 
q=2000 189 362,73 6137,75

7o Siendo el área de un cubo n veces mayor que la del plano 
diagonal de otro cubo cuya arista es igual á b so pregunta cual es el 
Volúmen del primero.

n = 3  2,5 J § 2
b=2,3 3,45 1,87 2,25 548 •

i

8o Siendo el volúmen de un cubo igual á v se pregunta cual̂
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es su arista, diagonal y área.
( ' v = l  03823 100 1500 1524 2500

9? Cual es la arista de un cubo cuyo velúmen és n veces ma­
yor que el do otro cuya arista es igual

■ n = 2  3 2,5 1,5 0,75
b=15 8 3,7 4,3 24,5

V * ' * ♦ *

10. Cual es la arista de un cubo cuyo Tolúmen es igual í  la 
suma de otros tres cubos cuyas aristas son af  c

a=2,5 2,3 3,5 2,25 4,1
b==4,l 3,9 4,7 3,75 5,5
c= 5  4,7 7,8 4,5033 9,2

11. Determinar la arista do un cubo cuyo volumen sea igual á 
la diferencia de otros dos cuyas aristas son a y  b

a=4,7 6,9 3,57 55 6,75 499
b=3,2 4,3 2,16 38 4,26 300.

-X

12. Descomponer un ĉubo do arista b en otros dos cuyos volú­
menes formen la razón m:n

' i b = 3 ,2  4,7 1,65 3,8 5,5 209
m = 2  3 5 2 3 5 ’
n = 3  4 7 3 4 7

’
13. Cual es el peso de un cubo cuya arista es y cuya mate­

ria es de un peso específico 8
b=2,7 1,73 2,79 2,345 31
s =2,67 11,357 7,207 11,352 2,G7

I ■ ‘
14. Determinar la arista de un cubo .cuyo peso sea igual Áp de

una materia de peso específico 8* M
p=25gr 500gr lOOgr
8=8,395 8,788 22,1

15» Determinar la arista de un cubo de una materia de peso 
específico «' taL que pesa n veces mas que otro cubo de upa 
materia de peso específico s y cuya arista es a.

s'=7,203 8,788 2,63 0,797
n = 3 6. 2,5
a=5,7Ctm 6,8 4,4Ctm 2,75
s ==11,32 * 0,567 7,21 2,743

16. Cuanto pesa un cubo vacio de una materia de peso específico 
$, si la arista exterior esjgual á by el grueso de la cubierta es. 
igual á c. " *

• s =8,788 8,395 7,735 0,537
b =5Ctm 5Ctm 10,8Ctm 38,4Ctm
c= 2M m  IMm l,25Mm IGMrn
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17 Cuanto pesa un cubo vacio de una materia de peso específi 
co s, si la arista interior es igual a & y el grueso de la cubierta eí 
i^ual á c. •

8=7,783 8,21 0,57 8,78
b—12,5Ctm 10,8Ctm 2,9Ctm 4.4Ctm
c=l,4M m  l,5Mm lMm 7,5Mm

*18. Determinar la arista exterior de un cubo vacio de la ma­
teria do peso específico s do modo que su grueso sea o y su peso jp,

s=6,861 7,763 0.543 8,235
c=2,5Mm l,5Mm 15Mm 0,375 Mm
p=1000 gr. 1 kilgr. 15,5 kilgr. 10

»

§ 2 0 .  P A R  A L E L E P Í P E D O .

19. Siendo las tres aristas do un paralelepípedo rectángulo & 
t>, c, se pregunta cual es su diagonal, su área y su volumen

a=2,7 4 7,8 6,2 108,3
b~2,8 7,5 5,6 5,4 23,4
c=^§,6 13,2/ 3,2 ,'3,9 1,5

20. Siendo el volúmen de un paralelepípedo rectángulo igual 
á i? y las dos aristas de su base iguales á y c, se pregunta cual es 
su diagonal y área.

b = 8  ' 5,6 2,3 3)45 .43
c= 9  7,2 3,7 4.56 63
v=864 217,728 60 75 166365

21. Siendo las dos aristas de la base de un paralelepípedo rec-. 
tángulo iguales á by cy ademas su diagonal igual á , se pre­
gunta cual es su área y .volúmen.

b=2,4 4,8 28,8
1G,8

28,25
c=2,7
d = 5 ,l M7,3

20,75
33,7 37,100.

22. Siendo las dos aristas de la base do un paralelepípedo rectán­
gulo a y  by su área igual á q se pregunta cual es su volúmen.

a=4,7 73 118
b=5,3 89 158
q=183,82 44422 84760.

23. Siendo dos alistas de un paralelepípedo rectángulo igual á uy cy encontrar la tercera arista de modo que el volúmen tenga 
tantas unidades cuantas de área tiene la superficie total

b= S  - 23 43 87
c=14  47 53 141

* F’ ¿steri3Co puesto ántes de, un problema denota que este se re­
suelve por una ecuación mistado 2 .° grado'

\ ' ' ■ * ■ * * *
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i 24. Siendo la latitud de un paralelepípedo rectángulo m veces 
mayor que su altura y su longitud nveces mayor que su latitud, 
se pregunta cuales son sus aristas) si su volúmen es v.

m = 3 1,5 1,5 2,25
n = 2  3 * 2,5 1,5
v =1700 100 100 60,48.

25. Las tres aristas de un paralelepípedo rectángulo son entro 
sí como m:n;p, se pregunta cual es su diagonal y área, si el velamen

I 'es igual á v

—55—

v =6,912 110,25
12

129G6390 100
m =8 8 1
n = 9 -21 4 2
p =12 28 5 S,

26. Las tres caras dé un paralelepípedo rectángulo que concur­
ren en un vértice, son iguales á q', q'', q'", se pregunta cual es el 
volúmen de aquel

q' =8,93 9,75 726,76 985,56
q" =13,87 14,25 812,92 1331,36
q"'=34,31 30,50 1487,32 1158,46.

I
27. Siendo las tres diagonales de las caras de un paralelepípe­

do rectángulo iguales á af b, c, se pregunta cual es su área y vo­
lúmen

a=2,3 3,47 27 47,5
68,7b=3,4 4,93 40

c=*3,9 5,74 45 70,8.

28. Siendo el volúmen de un paralelepípedo rectángulo igual 
i  v encontrar su área, si la base es un cuadrado igual á la suma de 

las dos caras que concurren con ella en el mismo vértice 
v=100 1728 821,516 1556,068.

20. Si la base de un prisma recto es un cuadrado de lado , se 
pregunta cual es su altura y diagonal si el volúmen es v 

a=6,6 6,7 78 79
v=457,38 457 918684 915840.

i #
30. La base de en prisma recto es en ceadrado de lado a, su 

altera es 6, se pregunta cual es su diagonal, área y volúmen
a = l,8  2,57 3,83 41 88
b=2.1  3,83 2,57 82 89.

I 1 | • *

31. Siendo el área de un prisma cnadrangular y regular igual 
á q y la arista de la base igual á , se pregunta cual es su volúmen

q=64,86 100 15222 93,02
b=2,3 2,34 43 2,7

32. Siendo la diagonal de un prisma cuadranguiar y regular
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igual ú d y la arista de la base igual á b, se pregunta cual es su arca 
y volúinen

d=17,8 29 257 2,3
b=8,8 12 120 1,1.

33. Siendo la diagonal do un prisma cuadrangular y regular 
igual á d y bu. altura igual á c. se pregunta cual es su área y vo­
lumen

d = l l ,3  12 32; 1 11,25
ñ = 4 ,9  5 25,7 4,75

«

*34. Siendo la altura de un pnsma cuadrangular y regular igual 
:á c  y su área igual á q, se pregunta cUal es su volumen

, i

c= 4 ,¿  4,1 49 5,6
q=C9,44 , 62,16 8944 99,80

*35. Siendo el área de un prisma cuadrangular y regular igual 
á qy su .altura de b unidades de longitud mayor que la arista de la 
baso, so pregunta cual es su volumen.

q=53,82 2,8728 64 6000
b=2,4  0,17 6 10.

*36. Siendo la altura de un prisma cuadrangular y regular igual 
á c y su diagonal de b unidades de longitud mayor que la arista do
la base, se pregunta cual es su área y volumen

c=s2,71 1,61 21,7 3,73
b=2,05 1,11 15,7 2,93.

. « • ., ; y , i
37. Siendo v el volumen do un paralelepípedo rectángulo, d 

su diágonal y a una arista, se pregunta cual es sil área. 
v==23,936 60 425,25 67
a = l ,7  2,9 6,75 2,75
d=5,7 7,3 13,25 7,25

. . *38. Siehdó el área de un paralelepípedo rectángulo igual á q,
su -volúmen v y una arista igual a b, se pregimta cual es su dia­
gonal.

q—49,68. 50 147 1144
v=23,323 25 100.25 100
b=2,4 2,3 3 3

j i ^

39. Siendo el área de un paralelepípedo rectángulo igual & q, 
Su altara a y el perímetro de la base igual á s, se pregunta cual es 
su volúmen.

q=76 ’5 2,2194 411,34 109,94
a=4,2  0,93 11,1 5,0
s = ll ,2  2,2 31,2 13,4.

*40. Siendo d la diagonal de un paralelepípedo rectángulo, su 
base g y su área g, se pregunta cual es sú volúmen.
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d=?i,7 19 ¿  • • 11,73
g=0,82 Í17,33 35,194
q'=3,G 432,910 170,33:

, *41. Siendo v el rolúmen de un paralelepípedo rcctdngUlo, sil
arca q y el perímetro de su base igual á s, se pregunta cual es su 
diagonal: ¡

f =5(1.448 0,126 126
. . g > q=94;08 1,08 152 .

8=11,2 1,04 18,33
*» i W 1

*43. Siendo el área de un paralelepípedo rectángulo iguaí á U 
dlagóiiíil d y iiiia arista igual á b, se pregunta cual es su volúulen; 

(1=15 5 150 804,42
d=3.S 2j5 9,5 35,5
Í)=2,9 0j4166 2,4332 0;426G

* ■43. Siendo a, 5, o las aristas exteriores de un paralelepípedo' 
Rectángulo Vacío, cuja cubierta tiene el grueso d¡ se pregunta cual es 
el volumen dé la cubierta.

a=9,7 13,7 20 25,6
b=7,3 X5;9 15 20,6.
c= 5 ,9 17,3 9 16,5
d = 0 ,l 0,85 0,‘666 1,5•

i . , • » # ■ *

44. Siendo v el volumen j  del grueso de la cubierta do un para* 
Jcpípedo rectángulo vacío, se pregunta Cualjes la suma desús trefe aris: 
tas si q es su área*

d = 1 ,5 0,25 1 2.
v=1737 ‘ 3,51 2922 7972
<1=1442 18,04 0194 4042

<4
45. Siendo a, bt c las tres aristas de un paralelepípedo rectángulo? 

buya materia tiene un peso espccíñco igual á s, so pregunta cual es el 
peso del todo;

á = 3  Ctni; 23,5 Ctm: 
b=3Ctm . • lOCtm. 
c= 5M m . 5,5 Ctm. 
s=7,207 1,961

41 Ctra. 4,5 Ctm.
Si Ctm: 1,7 Ctm;
6,6 Mm 0,66 Mm.
8,783 7,-207

46. Siendo a la longitud de una barra, su ancho y p  sú peso; 
fee pregunta cual es su grueso, si el peso específico es 8.

s =8,788 7,788 8,-75 8,395
a=25 Ctm. 37 Ctm; 25 Ctm: 21 Ctra.
b=13 Ctm. 132 Mm; 3,5 Mm 1 Mfn.
p=475 gr. 300 gr. 4,09375 klgr. 0,5 klgr.

• 47. Un paralelepípedo rectángulo de una longitud c cuya materia
tiene eí peso específico s, ha de pesar pklgr, se pregunta cuál debd 
Ser el lado de la base cuadrada.
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s=0,934 v  7,788 2,073
c=9,75Mt l,44Mt 12,GDin 
p=3885,GKlgr 52Klgr 300 líílgr.

48. Un paralelepípedo rectángulo, cuj a materia tiene el peso 
específico », ha de pesar p klgr. con tal que su ancho soa »» veces
mayor que la altura, y su largo n veces mayor quo el ancho.

■ 1. • ¿k o . .
8 =8,37 7,207 7,207 11,345
m = 3  1 4 ’ ’ Ir
n = 2 ,5  2 1,5 1,5
p=200gr. 200kilgr. lOOOkilgr. 27,50. ldlgr.

49. Siendo #, 5, c las aristas exteriores do un paralelepípedo 
rectángulo vacío y del grueso de la cubierta, se4 pregunta cual es 
bu peso, si la materia tiene el peso específico Sé

a=97,875 Ctm 147,5 Ctm 19,42Ctm 18,41 Ctra.
b=39,150 Ctm 46 „  6,50 „  13 „  "
c=29,109 37 „  4,92 •„ 7,5 „
d = l  Ctm 2,5 „  1,25 „  0,75 ,,
8=0,555 0,553 0,555 0,547.

50. ¿Un cubo cuya arista es a y cuyo peso específico os *, hasta 
dónde se sumeije en un líquido de peso específico s/J?

* , I í J ** ■ irt

a = 6 ,5  Ctm 5,43 Ctm 40 Mm. ' 1,75 Ctm.
s =0,83 7,206 0,55 7,783
s '= l  13,597 0,93 13,59.i ‘ * i

51. Estando un líquido de peso específico a en un vaso prismá­
tico de base cuadrada cuyo lado es a, se pregunta basta dónde se 
levantará el líquido cuando se baya metido en el un cubo cuya aris­
ta es ó y su peso específico s'f

a = 2 4  Ctm 
s = 1  
b = 5  Ctm 
s,=0,92

16 Ctm 12 Ctm - 6 Ctm.
1 0,93 13,59
6,5 Ctm 3,33 Ctm 1,75 Ctm
0,83 0,55 7,783. '

52. Siendo a la arista exterior de un cubo .vacío de peso espe- 
ífico a y ó el grueso de la cubierta, se pregunta basta dónde este se 
sumeije en un líquido de peso específico s'.

s=8,77 21,73 7,603 -
a=5oM m  43 Mm 82,8 Ctm
b=0,7Mm 0,25Mm 1,5 Mm
b'= 1  1,896 - 1,039.

53. Un cubo vacío de peso específico * ycuya'arista exterior es a 
sé mete en un líquido de peso específico s' basta la parte nm* de *u al­
tura, se pregunta qué es el grueso de su cubierta f ! ♦ m: i* * v
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s =8,763 
a=6Ctm 
n = f  
^ = 1

7,603
8,25Ctm
*
1,039

21,73 19,74
29Mm 40Mui

JL
5

1,87 13,57.

54. Siendo 8 el peso específico de un cubo vacío y la arista inte­
rior igual á 5, detenninar la arista exterior, con tal que el cubo se 
meta en un líquido do peso específico s* hasta la parte de su altu­
ra .

*7,653 8,786 19,82
lM t 0,75Mt 3.75Mt

s =8,788 
b=0,5Mt
» * 4
8 = 1 1,039 0,875

jl5
13,59 l i#í

r /) 1 ! ; »f, iM!
*55. Siendo s el peso específico de un cubo vacío y el grueso - 

de la cubierta igual á b, determinar la arista exterior con tal que el 
cubo se meta en un líquido de peso específico s' hasta la altura c.

1 T*
s =7,207 
b =2Mm 
c =10 Ctm 
s '= l

8,487 7,598 49,723
l,75Mm 0,375Mm 
4,4 Ctm 3Ctm
13,587 ' * 1,89

0,7Mm 
3,6Ctm 
1,039

*,< ̂  > lK',,1
56. Siendo a, 5, c las aristas interiores de una arca cuadrangu- 

lar y abierta por arriba, cuy o peso específico es y el grueso de su cu­
bierta es igual á ¿Z, se pregunta hasta dónde se meterá en un líqui­
do de peso específico s', y ademas de cuanto peso ha de cargar para 
ir al fondo? . .

t. i
8=0,547 0,743 ' 0,555 0,707
a=105Ctm OSCtm 1 22,lCtm 18,4Ctin
b=45  „ 53 „ 15,6 „ 11,1 „
c = 3 9  „ 35 „ * 9,0 „ 7,1 „
d=2,5 „  : 3 „ 9Mm 1,2 „
s '= l 1,027 ... ¿1 1,023

t v
* *fc* n M

1 ..O ‘ 1 'i i 5 21. PRISMA.
* Ji/n :,j. iií 11

57. Siendo h la altura de un prisma recto y su base un trián­
gulo rectángulo cuyos catetos son y 5, se pregunta cual es su área 
lateral y total, ademas cual es su volumen..

h=2,57 5,67  ̂23,6 ; 7,725 . .,
a = l,3 3  2.03 8.8 3.5
b = l,5 6  3,96 10,5 5,6

U í l i i  v J

f i f i  I
58. Siendo h la altura de un prisma recto y su base un triángu­

lo isósceles cuyo lado es by cuya base es a, se pregunta cual es su 
volúmen, su área lateral y total.
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h=23,7
a=13

21,70 3 
13,24 0,8 
9,73 1,6

3,7
0,85
1,0b=9,7

59. Siendo & la altura de un prisma recto y su basé un trián­
gulo cuyos lados son aj) ye, se pregunta cual es su volúinen y su área 
laten.} y total.

a—5 17,53 4,9 1,43
b = 7 28,4 6,8 1,54
c= 9 82,51 8,6 1,65
h=17,8 87,40 22,3 2,83

00. Siendo h la altura de un prisma recto y su base un polí­
gono regular de n lados cuyo lado es a, se pregunta cual es su volúr 
men, su área lateral y total.

li= 6 57,8 7 9,87 5,07 5,06 5,79
n=G 6 3 3 1Q 5 5
a= 4 4,31 6 5,43 2 M 2,34 3,57

61. Queriendo construir un dique de longitud a y do altitudú, 
se pregunta cuántos metros cúbicos de tierra se nccesifca^i Jcl aq- 
pbo^uperior es cy el inferior d metros.

a=234 345 456 653
0 = 8 9 11 7
c= 13 21 19 12
d=19 27 26 2 ^  19

i-, , ■ fw • ' i * . - ,-4 *■* ' >" J i » i '
62. Siendo h la altura de un prisma 'recto y su base un trape 

ció cuyos lados paralelos son a y by cada uno de los lados no pa 
raidos igual á c, se pregunta cual es su yolúmen, su área l t̂eyaí 
fatal. i

b=23,5 34,7 2,05 66,33
37a=7,3 11,3 -?.7

b= 9 ,7 21,5 4,7 93
c= 3 ,7 14,0 1:7 53

03. Sfaudo hla altura de un prisma regular dê  wjados^y u su 
ypjúiqen, se pregunta cual es su área.n=3 6 . 8  10 5

i ■■ ■ - íf. b=7,l 5,9 4,37 5,79 5,43 *
(,>tí Y=1C9,15 249,57 150,43 702,15J 103,3

64,* Siendo -̂» el yolúmen de un prisma regular, se pregunta 
yual es su área, si la altura es m veces mayor queVel lado de }e baso.

n = 3  . * 3 i’ 6 .6  8
v _ 100 1728 100 1728 4000

-u-n ni—2 2} ¡¿f 2J
Ifl'_ 1 \ \

*65 Bimlo h la altura de un prisma regular de la,dos y su 
£rea q. se' pregunta c jal es su yolúmen.
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L r * n = 3

b=5,79
(}==BC,C3

3 6 8
12,34 0,97 20,6T
830,75 148,45 807,4

06. Un prisma recto do altura h y de ír$a lateral / ,  tiene por 
base un triángulo isósceles cuya base es so pregunta cual es su 
volumen y área total.

h=17,4 • 17,53 3 36,263
f=421,0S 420 9,375 15S4
a=7,2 7,40 1,222 15

'  ‘J ' *¿ J - ■ • • ' , , í . ■ k r > ■ ■
C7. Un prisma recto cuyo volfímen es v tiene por Vaso un trian 

pulo isósceles cuya base es a y su lado b, se pregunta cual es su 
área lateral y total?

b > *
T=117,18 120
a—5,6 6,42
l>-5,3 §>27

697,125 117,042
7,333 5,5
10,417 5,23

68. Siendo el área lateral de un prisma recto igual á f  y su 
área total q se pregnnta cual es su volúmen, si su base es uq 
triángulo isósceles cuya base es a?

mí. f=24J,92 240
q=300,72 300
a=7, 6,84

2891,
3211,83
12,5

940
300
6,694

69. Siendo el área lateral de un prisma recto igual á su votú-' 
men v, Re pregunta cual es su área total si la base es un triángulo 
Rectángulo cuyos catetos forman la razón m:n,

m;p =

f=361,2 361,3 170,83 171
v=252,84 252,9 106,35 10T

' A  6 8 »12 11 15 14

U)'"J

*■ 70. Siendo/  el área lateral de un prisma recto y su área total 
jgual á q, se pregunta cual es su volúmen si au base os un triángulo 
isósceles cuyo lado es M

IWl

f=341,76 341,7
(1=376,32 376,4
b = 0 , 5,93

242,06 243
363,56 288
6,25 6,263 f f  t

* 71. Siendo h la altura de un prisma recto y su área so
pregunta cual es su volúmen si su base es un triángulo rectángulo ’
puyos catetos firman la razón m:n
! ' h=Í7,8
; q=472,48
vf 8 

w :p=  r

17,8 12,60 12,66
188372,48 187,83

4 7 2
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* 72. Siendo h la altura (lf una prima recto y su Area igual 
á q, so pregunta cual eB su volúmen si su base es un triángulo 
isóüceles cuja base y lado están en la rajzonmm

h=18,G

6m :n = -5

18,7 17,5 , 17
427,5 515 57 6
5 14 . 25
6 ' 25 14

!1

*73. Siendo h la altura de un prisma recto y su área igual á 9, 
se pregunta cual es su volúmen, si su base es un triángulo rcctángu. 
lo cuya hipotenusa es igual ác. , . s

h=7,9 9,7 v 8,25 28.75 ,,
q=105,6 134,82 ' 100,83 1440,83
c = 5 ,l  - 5,3 4,26 18,42*

*74. Siendo vel volúmen de un prisma recto y / s u  área late­
ral, se pregunta cuáles son los catetos de la base, si su hipotenusa 
eso, .

■»=72,3G 115,596 168,031 253,75
/= 1 6 0 .8  63,81 : 269,5 301,5
c = 5 , l  6,5 9,25 8,83 „

de longitud a.

* - * * H t’ I i  1 , f

75. Cuanto pesa una barra cuya materia es de peso específico i 
y cuya longitud igual á b, si su base es un polígono regular de n lados

< i 6 rt i • ;: * i ‘í
s=7,788 0,553 7,788 0,519
n = 3  8 3  6
b = lD m  2Din 10,11 Ctm 35 Dm. 
a=l,70tm . 2,5Ctm. 0,75 Ctm. 37,5 Ctm,'V

, 1#. * . m • b. ' í • " • • *

76. Construir un prisma regular de n lados do una materia 
cuyo peso específico es s, de modo que su peso sea y su altura m 
veces mayor que el lado de la base.

n==3 8, , 6 8
s==7,207 0,789 ;: 7,207 0,793
P=-500gr lOOgr 25kilgr. 20gr.

m==1,5 2,5 f 2 , . , 2,25
J  r í . 1« >HÍÜ i í/f

§ 22 PIRÁM IDE.

I »

77. Siendo h la altnra de una pirámide regular y cuadrilátera y 
a un lado de su base, se pregunta cual es su área lateral y total y 
cual es su volúmen.

a=56 26, 4, 10,4 7,2 5,6 :
h=45 84 9,9 16,5 32,3 12,5

\ *
78. Siendo la base de una pirámide regular un cuadrado de 

lado a se pregunta cual es su área lateral y total y cual su volúmen, 
si la altura de ' la pirámide es n veces mayor que la diagonal de 1* 
base. Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"
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a=9,S 5,67 "J 11,9
n = l,5  5 ¡!' 1,25

79,9 t I

*
4

ll
79. Siendo' a un lado de la base de una pirámide regular y trian­

gular y & la arista lateral, se pregunta cual es su área la teral y to­
tal y cual su volúmen. , ,

a=8,4  9,7 " 11,37 27,56
b=18  17,6 19,43 1 37,49';j»_»

f
80. Siendo a nn lado de la . base de una pirámide regular do 

n Indos y J la altura del triángulo lateral, so pregunta cual es su área 
lateral y total v cual su volúmen. ' ,

n = 4  4 3 3 ; 6 6 ' 8 5
a=4,3 5,63 7,3 10,57 4,7 5,43 6,47 4,28
b=7,2 6,7 8,2 13,4 7,43 9,57 17.52 6,3

I,' : ' ‘ .*■ -•)* 1 ■ 1 i • j , * ■ I i ' ' 11 1 ‘ ■

81. Siendo todas las aristas de una pirámide regular de n lados
iguales á 5, se pregunta cual es su área lateral y total y cual es su 
rolúmen. * , ,

“ ~ b=6,3 5,72 9,47 ' 8,GSn = 4  4 3

82. Siendo v el volúmen de una pirámide regular de lados, 
Be pregunta cual es su área, si todas las aristas son iguales entre sí.

• n = 4 v=276,3 56,743 *' I >♦ *«.

83. Siendo v el volúmen de una pirámide regular de cuatro la­
tas, se pregunta cual es su área, si la arista lateral es n veces ma- 
ror que la de la base. „

v=1000 3456' 1728 2345,6 ' 1 h
n = 2

11 -í*i v*
1,75 2,3 i*

84. Siendo v el volúmen de una pirámide regular y triangular 
y li su altura, se pregunta cual es su área lateral y total.

h=12 ‘ 8,37 93,97 56,34
v=104 38,84 28241 908,37

* .  ■ , ;  , - r ■ -y  * ; J f  V  ' '  ’ S Í j f

*85. Siendo Ji la altura de una pirámide regular de n lado» y 
i su área lateral, se pregunta cual es su área total y su volúmen.

' n = 4  4
h=9,4  9,666
b=150 150

3 3
5,8 68
30,37 , 4357 it 

• *1
. - , . N '« t , -« « » i • %

*86 Siend •> n. la arista lateral de una pirámide regular do n Ia- 
dos, y í> su área lateral, se pregunta cual es su área total y volúmen,

n = 4  4
a=7,33 7,25-,
b=59 59

3 3
7,13 71
42,93 4290

ith jw
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*87. ¿iendo v el volumen de una pirámide; regular de n ladttá f  
b BU área total, se pregunta cual es la longitud de siis aristas. 

n = 4  4 3 8
y=1G7 39,30G 108,97 170G0
b=200,81 75,32 1G8,81 2274

88. Siendo la base de una pirámide un rectángulo cuyo» ladeá 
son a y 5, se pregunta cual es su área lateral y total y cual su vo­
lumen, si todas las aristas laterales soü iguales á «

a—27 32 66 26 24 42
b=18 126 112 168 70 440
c=38 425 97 157 685 229

*89. SÍemttí v el volórnen do una pirámide cuya base es uri 
rectángulo de área b, se pregunta cual es la longitud de todas bul 
aristas, si el área lateral es c y la cúspide está situada en la per-* 
pendicular levantada á la base desdé el centro de ella.

v = lj6  1,4 b - 4  3,0 c=10,3 13,2

90. Siendo h la altura do una pirámido do peso específico /? cu* 
ya bastí tís un cuadrado de lado dt se pregünta cual es su peso¿

s=0,728 2,493 a ^ ^ C t in .  83,3Ctm h=8,47Ctm. 1,75M.

91. Siendo h la altura da una pirámide de peso específico s cu­
ya bastí es ün triángulo equilátero de lado a, se pregunta cual es 
sli peso,
8=0,67 2,397 a=S5Mim 3,47M¿ h=102Mm. 2,8£VÍ.

92. Siendo p  el peso de lina piráinide regular de peso específi-» 
co s, se pregunta cual es su área y de qué longitud son sus aristas,

la bastí es un cuadrado cuya diagonal es iguala la altura de la 
pirámide.

p=100 gfi467,71 gr. s=*8,788 11,352

§ 23 TRONCO B E  PIRÁM IDE.

93. Siendo 1i la alturá de un tr'ori 
el lado de la base inferior y el d 
a es su área lateral y total y cual su

n==4 4 3 3
h==84 5 9, 1 11,2
a==43 6,5 8,3 7,3
b==Í7 3,7 5,8 4,9

o de pirámide regular de n lacioŝ  
¡ la superior, so pregunta cu»1 
volumen. •

6 6
67 18,9 .
39 12,7 - •
25 8,9 •

94. Se pregunta cual es el área y volúmen de una pirámide re­
gular truncada de n lados, si d es el lado de la base inferior y el dtí 
la superior y ademas c es la altura de un trapecio lateral.-
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11=4
a=41
15=35
e=17

4101
¿9
19

3
7.3
4,911,2

6
0,5
4,2
3,7

95. Siendo la base inferior de un tronco de pirámiífj nji recién* 
guio cuyos lados son a y b,el área de la base superior igual á y 
la altura igual á h se pregunta cual es ¡el área total y el volúmen, 
si la altura pasa por los centros de las bases.

a = 8  24 1 ■ 23 47
b = 7  15 19 29 . :

• q=21,875 160 200 600
h=10 17 31 35

♦96. Siendo v el volúmen de un tronco de pirámide regular de 
n lados y ksu altura, se pregunta cual es su àrea lateral y total, 
bí la longitud del lado de la baso superior .es menor que la de la infe­
rior en a. "  - ' ' ' *

n = 4  3 h=9,6 8,4
v=246,576 493,276 a = l,3  6,4

97. Siendo a y blas áreas de las bases do un tronco de pirá­
mide y h su al tura, se quiere dividirle por un plano paralelo á las ba­
ses de manera que los volúmenes de los troncos que resultan estén 
en la razón m:n.

^ ___ i n  45-1 1 * 7 0  C4Ma=171,61 173 361
b=118,Sl 119 \315
h=13,7

m¿=3'
15,3 2,75
6 j5 '

n = 5 3 &* •«
i ,

98 Siendo el peso de. un tronco.de pirámide regular do peso 
específico sy de altura h, se pregunta cual es el área lateral y tota 
bí el lado áe la báse inferior^es.wt veces .mayor que el de la superior

n = 4  6 8=0,67 7,206 d=20Ctm. 5,47 Ctm.
p==1500gr. 21 ü lg . m=^2,5 1,25.

í§ 24. CILINDRO.
t 1

99. Siendo h la altura y rel radio de un cilindro, so pregunta 
cual es sn área lateral y. total y cual su volúmen.

'h = 8  3,4 ,4,7 65 3,9 ¿6,7
r = l ,2  -7,5 .3,54 12,5 7,5 0,3125

100. Siendo a y 1 los lados de, un rectángulo generador de un 
cilindro, se pregunta cual es su área lateral y total y cual su volú­
men si b es el eje fijo.
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a=3,7 4,67 4,3 - 9 11,6 27b=5,3 7,89 6,3 27 115,6 165,66
101. Siendo h la altura de un cilindro y el perímetro de su básele© pregunta cuál es su área lateral y total y cual su rolúmen»

t > * * . v , f

h=50 4,2 7,9 7,75 10,8b=6,2 7,4 15,6 15,5 16,4
, 102. Sitndo 6 el área lateral de nn cilindro y el diámetro de su bale igual á e, se pregunta cual es su área total y su volúinen.

. . ; b=102 2500 2 670e=10 96 1,5 9,263
103. Siendo h la altura de un cilindro y su área lateral igual á 

b, se pregunta cual es su diámetro, área total y volumen.
h=3,27 4,67 28,416 4,5 3,25b=sl03 105,7 757 105,5 418

104. Siendo a el diámetro de un cilindro y V bu rolúmen, so pregunta cual es su área lateral y total. .
a=10 2,49 2,416 16,2633v=122,3576 32 36 5787

>105. Siendo a  el área lateral de un cilindro y su rolúmen, se pregunta cual es su área total.
a=257160,47 250,43 86,76▼ =1234 601,53 319,955 62,533

106. Siendo v el rolúmen de un cilindro y b el perímetro de su base, se pregunta cual es su área lateral y total.
* i ¿  . ? \ t » ' . < , / - * í ¡

v=200 600 1234 52,399b=12 47,1 24 8,9
107. Siendo b el área d. un cilindro y a el diámetro de su ba­se, se pregunta cual es su rolúmen y área lateral.

a= 3 ,l 2,526 19 37b=64.54 200 472,34 9270
$

108. Construir un cilindro cuyo diámetro sea o, de manera que tonga tantas unidades de rolúmen cuantas tiene su área las de su­perficie» 0=4,56 8,87 9,572 17,624
' '• * ‘ . »109. Siendo o la altura de un cilindro y su rolúmen, se pre­gunta eual es su área lateral y total.Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"
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47 35
188586 1864T8

(  ' •'*'»> I ** ' l '
110. Siendo a el área lateral donn cilindro y 6 su base, so 

pregunta cual es su volumen.
a=234 43,23 144 6215
b=125 67,47 80 9695

I' V  , j » t  ' * ■ i  * \ > , * T

111. Siendo a  el área lateral de un cilindro, se pregunta cual 
es su volúmen, si la altura y el diámetro están en la razón m;n,

a = l25  87,63 . 1 182,91
• m :n = i  | i  f  -

112 Siendo a  el área lateral de un cilindro, se pregunta cual 
es’su volúmen y área total, si su altura es n veces mayor que su 
diámetro.

a=24G0 2375: 1 656
* = £  i  1,5 . §

113. Construir un cilindro de volúmen v de modo que la altu­
ra sea n veces mayor que el diámetro.

v=100 100 100 0,043
n = l  2 J 1,25

114. Siendo v el volúmen de un cilindro, se pregunta cualjes 
su área llateral y total si su altura es igual á la circunferencia /de
l a  h a s p  S  ^

, ( * V=100 156,7 75,271 270,268
- ' ‘ " *  ̂■ ' ,  . .y  ' . T -  ' ■' ‘’ ‘ ' ’ A
115. Siendo v el volúmen de un cilindro, se pregunta cualfes 

su área si la circunferencia de su base y su altura forman la razón 
m:n.

v=100 100 1500 1500 222,37
m :n = f  f  s x£- A  V-* * • ‘ ...

116. Siendo a  el área de un cilindro, se pregunta cual es su 
volúmen si la altura^y el diámetro de la base forman la razón m:n.

a=200 .123,47 1 177,12
m :n = £  \ f  i

*117. Siendo h la altura de un cilindro, q su área total, se pre­
gunta cual es su diámetro, área lateral y volúmen. 

h=40 16 3 15
\q=2500 359 ,25,16 30398

*118. Cual es~el volúmen de nn cilindro cuya área lateral es a 
y cuya altura excede al diámetro en la cantidad 1). 

a=31,05 161,37 7349
b*=+3,9 — 11,6 + 4 5

a=20,7 1,263
v=1317 120

232,21
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*119., Siendo a elárea do un cilindro so pregunta cual es su vo- 
lúmen, si by es el perímetro de la sección diagonal quo pasa por
el éje. \v ■ . >  i!. i.n ,>w* < i : ‘

a=377,79G 167,442 J69,046 ,227,829
V=35 : 27,8 ’ 26,6 27

120. Siendo h la altura de un tubo, d el diámetro interior y a 
«I grueso de su pared,' se pregunta cual es .'su área y volúmen.

h=69,7
? j i. a.
86,3 264 i i

- \d¿¿5,47 6,38 41 ..2. .75
a=±0,96 . 1,37 . 2,7 ' .  V

121; • Siendo v e l , volúmen de,un. tubo, h su altura y elr grueso 
W la" pared, se pregunta cual es su área. ■

'v¿=1253,7
a¿=0,93
h=67,4

510,75 
1,17 v
28,3

.1253
0,775
67,$3

i . ’. . .  . . .* •* y»*- c , * - • •— ... ... «. . ► ... ... . , . i.t-
122. Cual es (1 volúmen de un* tubo, si a es su diámetro interior, 

l  el grueso de su pared 'y e su área?

a=5,91
b=0,87
c-27 2 3

6,87 3,2633
.1,32 , ,11666
4100 992

123. Cuáles elpésodeun cilindro de una materia cuyo peso 
específico es s, si su altura es a y su diámetro 5?

i  . » .* í »v «... ík ;
a¿=6;7Ctm. ;8,84Dm. 2Mm. <$24,84;]
b=3,5 ,, 4 Dm. 3 Cfcm. 2,, Ctm.

Vs ±¿11,34 • 2,7 7*,207 7,788

124. Cuánto pesa un cilindro de una materia de peso específi­
co s, si su altura es a y  la circunferencia de la base es igual á M

V i * /
s =0,856 0,857 0,632 0,823

;á=2,76M . 3,5 M. 103 Ctm. 14,7Ct*
b = l,1 8 M . 1,6 M. 45 Ctm. 5,3 „

* 125. Cuántos litros’de agua dará una bomba por n elevaciones 
de la maza, si el ancho dé la maza és y la altura de sú elevaciones 
eshl ' , , : 4

n=250 ‘ a¿^L2,60tm. b==18,7 Otm.

126. Qué longitud tiene uU alambre de peso específico s, si jp 
es su peso y .a .sii grueso? „, .

’ js—19,253 19,325 19,253 21,07
/ a= íV  Mm. . - *  Mm. . -4V Ctm. _-,0,e98 Otm.
-P = lg r .  ' 1 hlg. lk lg . 2,5 klg._________Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



i127. Tina moneda está compuesta 'de dos métaleB de ■peso espe­
cificó & y  é" 'en la razón in : n, se pregunta cual -es su grueso si % -es 
su peso,y a el diámetro de la base.

¿'=10,474 10,474 19,253 10,474
b;á=8,878 8.878 >8,878 ?8,878
m =9 , . 9 9 1
n = ¿ l 1 1 2
lp = 2 5  gr. * 37,12 *gr. 6,452 gr. *2,6 gr.
a = 37  Mm. 41 Mm. 21 Mm. 20 Mm.

128. Siendo p  ¿1 peSo de un cilindro de, peso ©speéífieo's 'y de 
altura 'Se pregunta cuál es-su diámetro.

8=13,6 7,788 7,788 2,837
h=12Ctm , 2,6 M .. 1 ,5 1 .  -8,9 M,

" 1 **r p=50 g r /: '6 klg. *' 10 kíg. 1172,6-kilgr.

- - 6 9 - i

129 Construir un cilindra de una materia de peso específico s 
de manera que su peso seap y su grueso igual á su altura

: .r U=8,!l395 p±='l00 Gr.
130. Sifendo '̂  la altüta de un’tqbo de peso específico 8 se pre­gunta cuáles* su peso, si él diámetro interior es-^yel grueso de su .pared es al

Bé$f5 7'207 r7,207 7,207• 'Jd=4Ctm. ' 16Gtm. 'll,2Gtm. - 5Ctm.a=5Mm. 12Mm. 4Mm. l,03Ctm.•lr=6Dm. :1M. >0,25M. 1M.
.131. En un baso cilindrico cuyo diámetro es a está colocado un líquido de péso espésífico s,'se pregunta hasta ‘-á donde solevantará este sise introduce en‘&un cuerpode’ip-gramog'cuya 'materia es^de peso específico s' ?a=5,4Ctm. ; 12;8Ctm. 1 * *5,2Gtm. 15,8Ctm.6=13,587 1,037 13,588 1,034‘ p=25gr. 87gr. lOOgr. -S7,493gr.s'=20,473 f2-03 . <%788 >0,789
132 En un baso’'cilindrico" cUyó diámetro'es a se halla un líquido, 

se pregunta cual es su peso específico, si un cuerpo de peso 
p  sobretiádando leVátita á éste líquido por la altura c

a—4,8Ctm. p=250Gr. c=10,2Mm.
a=12,fiCtm. v'p=43,2lGr. *' c==3)4Mm *

1133. A  tin ’cilindro 'de altura -h j  dé péso1 específico « encierra
concentricamente otro cilindro -de peso específico1'^7,--se pre­
gunta cuanto peía ©1 todo si a es el diámetro 4de la primera mata­
ría y & el grueso do la( freganda?Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"
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s=2l,042 8=10474 h=55,84Ctm. a=l,6M m. b=l,44Ctffi, 
s=20,734 s/:= 10,428 h=1000M. a = ^ M m , b=£Mm.

i i»

* 134. A  un cilindro de altura yde poso específico 8 encier­
ra concéntricamente otro cilindro de pe*o específico 8' cuyo 
grueso es a, se pregunta cuál es el diámetro de dicho cilindro ei el 
todo tiene el peso^p.

s=0,785, a=0,8Mm, s'=7,613, h=15Ctm, p=610 gr. 
8=7,613, a = l,8  Ctm. s'=0,789, h=16 Ctm, p=270,2 gr.

* 135. A  un cilindro de altura de diámetro a y de peso especí­
fico s encierra concéntricamente otro cilindro de peso específico 
se pregunta cual es el grueso de la segunda materia, si el todo tiene 
el pesoj?.

■ ■ » 
s=0,783, a=.6,7Ctm, i'=7,788, h=15,2Ctm, p=612Gr. 
6=7,788, a=9Mm. 8'=:0,79l, h=16,3Ctm, p=275Gr.

§ 25^002*0.
4, i". ' >_ f ’ . 1 ' f f ■ , 1

136 Siendo r el radio de la^hase'de un:rcono y h la altura se 
pregunta^cual es su área lateral) total y cual es su volúmen t

r= 8  5 8 8 1,6 3,6 10,4 13,6
h=15 10 30 3$ 6,4 7,7 15,3 27,3

137 Siendo r  el radia de la base de un cono y el lado so 
pregunta cual es su área lateral y total y cual bu volúmen?

r= 9  8 3,7 3,3 2,3 2,53 39,6
k=41 30 7 6,5 9,2 5,38 66,5

- •1: ) • ’ • >
138. Siendo le el lado de unTeono y? sur radio igual á n veces el 

lado, se pregunta cual es el área y volumen?

n = *  i f  k=15 51.

139. Siendo Je el lado de un cono y la circunferencia de la ba­
se, se preguuta cual es su área y volúmen?

k = 7  6,5 c=23,25 5,027

140. Siendo q el área total de*un]conoJy d su diámetro, se pre­
gunta cual es su área lateral y volúmen?

q=1050 36,57 d=15,8 1,53

141. Siendo Te «1 lado de un cono y f  sujírea lateral, se pregun­
ta cual es su volúmen y área total?

i ' i - r ‘ , - . ■' ■ , — ^

k=31,23 11,31 f=780,47 175,63. jj
ÉMM Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



148. Siendo vel volúmen de un cono se pregunta cual es su 
área, si la altura es igual á n Teces el diámetro?

v=1360 1728 2719 6716,7
n = ¿  i  i- S

143. Siendo u el¡volúmen de un cono, se pregunta cual es su 
¿rea, si su diámetro es igual á su lado?

v=*=100 25 1728 6619

144. Siendo v el volúmen de un cono y 6 el ¿rea de su base 
se pregunta cual es su área lateral?

y =100 2160 346 344,83
b=24  182 v. 141 98,57

145. Siendo s la suma de los volúmenes de dos conos que 
tienen iguales sus bases = 6 , se pregunta cual es el volumen y el 
¿rea de cada uno si las alturas están en la razón m:n?

b=13,5 15,3 m :n = f  £ s=1000 1670

146. Siendo b el área de la base de un cono y /  su área late­
ral, se pregunta cual es su volúmen?

* • b=50 141 181,47 f=112 202 871,48

147. Siendo v el volúmen de un cono, se pregunta cual es su 
¿rea lateral y total, si a es el área de la sección que pasa por el eje?

* * W V. ' *

«=1000 2375 o=100 315é * , ‘

* 148 Siendo q el área total de un cono y & su lado se pregun­
ta cual es su área lateral y su volúmen. • •

q=313,l 66,057 k=9,T 5,78
■ * ¡ ; i

* 149. Construir un cono de volúmen y de área total q.
‘ ^ ;  J • V /  \ * i  . , »■

«= 100  317 2175 q=200 313 1053

* 150 Siendo q el área total de un cono se pregunta cual es su
área lateral y su volúmen, si su lado es mayor que el diámetro en la 
cantidad a. • ”  '  ̂ . , '

q=1047 36,375 a=18 2,43

151, Siendo r  el radio de la base de un cono y su lado, se 
pregunta cual es el ángulo central de la superficie desarrollada.

*■ . .  si  , ■ . í : . j  . . , 4 ,  I 1

J  . x=6,7 7,6 k=9,7 36,5

— 7 1 —
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152 Cual es el ángulo central de la superficie desarrollada do 
nncono si la base y da superficie lateral formanda razón m:n?

m = 3  4 6 5 .  n = 4  7 12 8

153. Siendo la superficie desarrollada de un cono un cua­
drante de área/ ,  se pregunta cual es el área total y el yolúpqcn?

f=27,75 64,63 386,01

154. Siendo pel peso de un cono de peso específico 8,788 se 
pregunta cual es su área total y lateral si la altura es igual á n ve­
ces el diámetro?

p=500gr. 1,03175 kilgr, n = J  1 

§ 26. CONO TRUNCADO. .

i *" '
155. Siendo a y  blos radios de las bases de un cono 

truncado y hla altura del cono completo, se pregunta cual es el 
área lateral y total y el volúmen del truncado?

a = 6  1,5 3,5 5,3 4,7 103 
• b = 5  1,3 2,9 3,8 2,7 77

h = 8  9 6 4,7 3,1 88,75
■> , « L ^

156. Siendo h la altura de un cono truncado^? y c' las circun- 
9 . lerendas de sus bases se pregunta cual.es su.áreay volúmen?

h=45,6 60 c=10,5 12,56 c'=8,7 9,42

157. Siendo h la altura de un cono truncado, 7c su lado, y d 
.•el diámetro de .la base mayor -sepregunta cual es.su.área y volú­
men?

h=25,2 26 k=25,5 29,9 d=9,6 8,6
\

158. Se quiere construir un baso coniáminas de estaño, de ma­
nera que el diámetro inferior .sea igual á b y el superior igual á a, 
se pregunte cuanto estaño se necesita para poder contener e litros.

lb«=184,398Mm. a=66,4935Ctm. e=56,605 litros

.159. Siendo qel área total de,un cono truncado y Ips radios d© 
las bases r y r*se pregunta cual es su volúmen?

q—130 120 r==3 ri=2.
i >  ̂ " ,  , r • ■

160., Siendo á la altura .de un cono truncado, bu; lado k y /  su 
área lateral, se pregunta cual es su volúmen? "  : •

vBiblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"
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b=3,5 9,L 6,1 7,48
k=3,7 0,9 0,7 8,31
f =39,521 291,51 113,03 219,7

161. Siendo k el lado de un cono truncado, su área total y t 
la lateral, se ] reganta cual es su volumen.

Ic= j 6,5 8,2
/=62,832 102,1 113,35
(¿=91,011 115,1  ̂ 118,85

162. Siendo vel volumen de un cono truncado, h tu altura y 
■k su lado, se pregunta cual es su área lateral y total.

v=75,15 . 11-7,03 151,57 ion
b=4,8 6.3 7,93 5,67
k = 5  ,  6,5 . /  8,21 . . 6,36 , .

. . ‘  '  ,  ' ,\ / j
163. Siendo v el volumen-deun cono truncado, h su altura, sé 

pregunta cual es su área total y lateral, si a es la diferencia entre los 
radios de sus bases.

v =75,19 i.17,13 15Í,G7 loo
k=4,3 6,3 7,97 5,37
a = í , l 1,6 1,8 1,3

* 161. Siendo U lá altura de un cono truncado, k su lado y q sil 
área total, se'pregunta cual es su volúmeq. \Y

li=7,2 8’ 6,97 ’ 7,69
k=7,5 ’ 8,9 7,11 8,53 •

. q=172,368 216,205 180,1 265

*. * 165. Siendo h la alturay.de un cono truncado,/su área lateral y
q la total, se pregunta cual es su volumen.

h=7,2 ‘ 7,7 6,97 8,05
f =110,75 176,25 125,51 118,19

.. . q=172,37 265,03 180,11 216,25
* »  # -  4 , 4 4 *

J

* 166. Siendo v el volumen de un cono truncado, h su altura y 
fsu área lateral, se pregunta cuales su área total. ,

v = 111,09 195,6 221 * 323 ,
• h=7,2~ 7,03 : 8,01 . 7,7 - '

f  =155,46 1 131,9 160,9 ‘ 281,3 . .
r * '* • * *
* . V

*167. Siendo v el volumen de \m cono trancado, h su altura y f  
el radio de la base menor, so pregunta cual es su Arca lateral y total.

, v= 4 0  75 113' 152
h=G 4,7 6,31 . 8,07
r = 4  1,5 1,82 1,54, ’ .- • < • . > ' 7 . . .  7 .. . y . U !

• 3 - *
1 u‘ 168. Hacieudo pasar por un cono truncado, , en el cual los radios do 

las bases son R  y r ,un plano paralelo á ellas, de manera que lá parto" 
siipcrior del lado sea igual á b y la:hif( rior igual á b\ se pregunta 
cuáles son los volúmenes de las partes.
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E =3,6 4,3 5,1 b r f ,8 3,1 4,8 
i—l,5  1,9 1,2b'=4,7  4,3 4,1

169. Cuánto pesa un cono truncado de peso específico 8f si 
los radios do las bases son E y r y la altura lú

E =2,3  Ctm. 1,8 Mt. 5 Ctra, 
r= l,7  ,, ,, 4 „
h=5,2 ,, 2,5 „  12 ff
8^=7,207 1,929 1,5

§ 27. ESFEEA;

170. Cual es el área y volúmen de una esfera cuyo diámetro
es <2?

d=7,5 1,596 6,7 24,4

171. Cual es el volúmen de una esfera cuya área es <5?

q = 5  1000 1234 9407

172. Cual es el volúmen de una esfera si el área del circula 
máximo es /?

f=100 275 3349 9,892

173. Cual es el radio de una esfera, cuya área es n veces ma­
yor que la de otro de diámetro di

d=17,5 47,6 92 1,15
n—2,5 | Í

174. Cual es el área de una esfera de volúmen tfí

v=1000 100 1728 945

175. Cual es el radío de una esfera cuyo volúmen es n veces ma­
yor que el de otra de diámetro di

d=23,47 67,639 n=2,5  1,75
176. Siendo u el volúmen de una esfera, se pregunta cual es et 

área de un círculo de dicha esfera que dista del centro la longitud at

v=179,6 14,139 523,7 783 '
a=2,3 0,73 3,23 4,73

177. Siendo el área de una esfera igual á la suma de otras dos 
cuyos diámetros son a j  5, se pregunta cual es el volúmen de la pri­
mera.

a=0,9 1,6 b=48,79 131,256 *

* 178. Siendo la suma de las áreas de tres esfera« igual ás, se

— 74—
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I!

pregunto cuáles son bus radios, si el diámetro de la segundá es de a  
mayor que el de la primera y el de la tercera de mqyor que el de la 
primera.

«=196,13 a*=0,6 b = l,8

179. El volúmen de una esfera es igual á la suma de los de 
otras dos cuyos diámetros son a y b} se pregunta cual es el área de 
la primera. »

a=67,5 23,4 13,4 20,75
b=83,7 17,9 9,9 14,25

* 180. La diferencia entre los volúmenes de dos esferas es «, y 
la de sus diámetros es b, se pregunta cuáles son los volúmenes y 
áreas do ellas.

a=609,6 9,029 b = l,3  0,28

181. Formando los volúmenes de dos esferas la razón m:n$ 
ee pregunta cuáles son sus diámetros, si la suma de los volúme­
nes, es iguala o?

v=2000 467,970 m :n = 3 :4  4:3

182. Siendo v la suma de los volúmenes de dos esferas, se pre­
gunta cuales son sus radios, si los diámetros forman la razón m:n

v= l000 257 1728 2375
m = 5 3 4 6
n = 8  • 7 9 11

183. Siendo a la suma de los diámetros de dos esferas se pre­
gunta cuáles son sus áreas, silos volúmenes forman la razón m:n

a=9,72 11,52 13,79 m :n=343:64 47:23 23:17

184. Formando los volúmenes de dos esferas la razón m:n, se 
pregunta cuáles son sus radios, si el diámetro de la una es 
mayor que el de la, otra en la longitud

a=6,73 3,56 4,73 m ;n = l25 :27  13:5 19:11

185. Cuánto pesa una esfera cuyo peso específico es y cuyo 
diámetro es d%

s=. 0,673 7,207 7,207 2,373
d=14,5Ctm. 11,76 Ctm. 0,8 Ctm. 1,25 Ctm.

186. Una esfera de diámetro pesaj) gr. se pregunto cuanto 
pesa otra esfera de la misma materia, si su diámetro es igual á <ft

d=14,5 Ctm. 11,76 Ctm. 1075 T 
c= 9 ,7  „  14.7 p .-iu tog i 6137 gr.

V
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1.87. Qué razón forman los (liáinbtros tío (los esferas de igual 

jicso, si tienou sus 'materias respectivas Jos pesos específicos «'? -

1 s = 7.207 0,027 2,457 7,207
s'=2,493 8,395 0,027 S,395

lfS . Que razón forman los pesos específicos de dos esferas dp 
igual peso, si a yb son sus radios? ,

0=21,37 13,7 18,73 9,154
lj= 9  . 19,52 18,8 14,398

189. Cual es el área de una esfera de peso j) y de peso especi­
fico £.? ,

p=500gr. 5G0íh\ 25 gr. 24 klgr. 50 klgr.
s =8,788 7,207. S,395 7,207 7,20*7,̂

190. Cuánto pesa una esfera vacía de peso, específico 8, si
es el diámetro total y el grueso de la cubierta cs.igual á l/í /

* * * , .
, * •' * i'

d=10 Ctm. 5 .Ctm. 7,5 Ctm. _ a a o0 n on7
b==gMm. 2 Mm. 3,5 Mm. 6==8>'88 8>39 '>207

191. Cuánto pesa una esfera vacía de peso específico s, si su
perímetro esterior. es a y el grueso de la cubierta es 6? ¡

s=7,207 8,39 a=25 Ctm. 36,7 Ctm. b=2Ctm. 3Mni.

192 Cual es el grueso de la cubierta de una esfera vacía de 
peso específico ¿*, si d es el diámetro y su peso? ,

/  f

s=7,207 8,788 8,788
d==7,25 Ctm. 40 Ctm. 40 Ctm.
p=5üO,gr.i . y 4 kilgy.; 8 kilgr..

* 193 Cual es.el diámetro de una ’esfera'vacía de peso específico^ 
si su cubierta de grueso (ipesa y  gramos? 7 t

• \ . * t

' ■ ‘ s= 7 ’,207 ' 7,207 ’ 7,207 8,787
a=2,4 Mm. 1,5 Otrgi. 4,5 Mm.. Sj Mm.
p=50.) gr. 5 kilgr. 500 gr. 1 kilgr.

104 Cuál es el grueso de una esfera, vacía de peso específico s y 
de diámetro total d,si sesumeije hasta la mitad e.n un líquido de peso 
específico?

d = 7 / 10 100 s—8,3‘9 S,345 8,788
. . *»

195 Una esfera vacía de peso específico s y de diámetro total d 
se sumeije hasta la mitad en un líquido de peso específico s/, si está 
llena de una materia de* peso específico s", se pregunta i cual es su 
.grueso. Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



s =7,207 
(1 = 1 0 ' ,<k ‘ 
s' =13,553 
s"=0,0013

S,39 ' 12
l,02é4
0,0013

~77-
7,207
15
13,508
1,02

2,892* 
25* ' 
1,846 

- 0,818

§28. P A E T E S D E L A  ESFEEA.
l i s '

190. Cuál es el volümcn y el área total de un sector de una. 
esfera de diámetro d, si. la altura! del casquete correspondiente es 
igual á M ’ i i; . .
I * <1=12,5 13 42,5 30,5 2G 11,13 0,47

li=0,4 4,9 ,0,4 4,9 8 3 ,2 .. 1,37

( I
I

197. Cual es el volumen y el área total de «un sector esférico si 
h es 1a altura .del .casquete correspondiente y a el.radio de su base?,
I . .*{. . . .  •

11=36 1,6 4,£$ 4,07 a=42 6,8 11,37 1.8,21
• • * i % • J> * + * ^

198. Cual es el volumen y la.superficie curva de un segmento
esférico, si 7¿ es su altura y d el diáipetro.' de la esfera? ! . . .

t * i

(1=15 35 15,7 7,G3 li= 5  10 5,0 . 6¿7.
. • r \ *' * *B

199. ; Cual es el voltWncn y la superficie de un segmento esférico,
si li es su altura y a el radio de su base?. * . * ✓

li= 75  6,4 3 26 a=165' 20,8 5 16 •

* 200. Cual es el volúmcn y la superficie curva de un segmento 
esférico, si d es el diámetro de la esfera y a el radio de la base del 
segmento?

a =12,6 2,52 21 d=29,4 6,79 G8- ./
201. Siendo a el volumen dc’un sector esférico, se pregunta cual 

es el volúmemdel segmento correspondiente si el área de su casquete1 
es igual á b.

: a=28,429 75,067 2125 17,59
b = 29,28 77,35 400 15,5 .

* 202. Siendo el volumen de un segmento esférico igual á 
veces el de su cono*correspondiente, se pregunta cuáles son los volú­
menes y áreas de estos dos cuerpos, si d es el diámetro déla esfera.

n = ¿  2 £ 3 d=4,50 7,89 13,7 16,9
• “ 9

203. Siendo d el^diápietro^e una esfera dividido en tres partes 
que forman la razón ni:n;p, so pregunta 'cualesel volumen y área 
de la zona que tiene la parte media del diámetro por altura.
' d =9 ,6  11,9 6,7 8,3 n = 4  7 7 5

m = 3 ' 5 3 2 p = 5  9 9 9Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"
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204. Cual es el Yolíimen de un segmento de una esfera vacía, si 
des el diámetro total de La esfera, h la altura total del segmento y 

a el grueso de la cubierta.
d=27 45 63 h = l l  28 17 a= 2  3 4

*205. Siendo a y  b los radios de las bases de dos segmentos 
de una misma esfera, se pregunta cual es el volúmen de cada uno, 
8i c es la diferencia entre sus alturas.

a=33 2 4 b=63 1 3 , c= 4 0  1 2

* 206. Siendo q el área de un casquete, se pregunta cual es el 
volúmen del segmento correspondiente, si su altura es igual al diá­
metro de su base.

. q=3,7 9,5 8,3 24,83 25,003

207. Siendo hla altura de un corte esférico, los radios 
de las bases, se pregunta cual es su volúmen y el área de la zona.

a = 3 3  2 4 b=G3 1 3 k=40 1 2

209. Siendo b el área de una zona de altura 7¿, se pregunta 
cual es el volúmen del corte si las bases son iguales.

h = 8  12 36 15
b=427,256 1394,8G 9613,27 1743,584

208. Siendo v el volúmen de un corte de altura h, se pregunta 
cual es el área bde la zona, si las bases son congruentes.

v=16S2 12,45 h = 8  1,2

210 Siendo h la altura de una zona y b su área se pregunta 
cual es el volúmen del corte, si las bases son congruentes?

a =8 12 3,6 b=7SQ,G9 3319,1 189,27

* 211. Siendo h la altura de una zona y b su área, se pregun­
ta cuáles son los radios de sus bases si v es el volúmen de su corte

/ *
h=21 4 3,3 33,6
b=8246,7 163,363 316,202 4486,2
v=103282 351,814 908,742 37336

212. Siendo un círculo máximo de diámetro d la base mayor de 
una zona, se pregunta cual es el área y el volúmen del corte si el 
perímetro de otra base es nveces el de la primera?

d=2,9 7,23 17,83 n = f  1 £

213. Cual es el peso específico de un líquido, si una esfera de 
diámetro d j  de peso específico s se sumerjo en él hasta la altura 7¿?
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214. Cuánto pesa una esfera (le diámetro <7, si se sumerjo eil 
Un líquido de peso específico s hasta la parte naa del diámetro?

d=6j7 Ctm» 9,4 Ctm. g==0,973 13,593 n=2,22 3,5

215. Construir una esfera yacía de peso específico s de manera 
que tenga el peso p  y se sumeija hasta la parte do diámetro en 
un líquido de peso especifico s'.

s ==2,811 7,207 n=2,25 8,5
p=,25gr. 125 gr. s= l,743 13,598.

§ 29. CUERPOS REGULARES.

216 Cual es el área y el volúmen de un cuerpo regular siendo
su arista?

Tetraedro a=3,73 5,67 4,732 19,437
Ottaedro » 2,67 8,89 5,649 23,456
Icosaedro 4,86 7,63 8,472 0,3456
Exaedro 6,37 9,43 3,249 0,7653
Dodecaedro 11 3,47 0,83 7,654 1,0567

217. Siendo <el área de un cuerpoi regular Se pregunta, cual 03
i arista y volumen.

Tetraedro =43,302 301,81 14,467 346,67
Octaedro )) 86,603 47,424 238,65 23,450
Icosaedro 216,51 145,58 814,84 678,91
Exaedro )> 0,9126 52,215 998,46 567,89
Dodecaedro » 330,34 670,78 3123,5 4567,8

2l8 Cual es el
•

arista y el área de un Cuerpo regular siendo v el

Tetraedro
Octaedro
Icosaedro
Esaedro
Dodecaedro

v=85,914 
58,926 
17,454 
614,375 
3923,5

11
v
lì 
i»

2,8734 12,236 234,56
82,786 1789,7 3356,7
226,51 383,14 45,678
493,039 12,813 56,789
37,649 328,56 7890,1

219. Cual es el diámetro de una esfera _ circunscrita á un cuer* 
emular siendo a la arista?

2.3
3.4
5.6
6.7
7.8

220. Cual es el diámetro de una esfera circunscrita á un cuerpo 
regular cuya área es $

Tetraedro a= :13,881
21,214

3,4538
.8,6498
2,9809

71,625
17,961Octaedro 9)

Icosaedro )9 8,4117
1,4434
8,2069

3,5645
Exaedro 2,8105 13,51
Dodecaedro

11 14,987 2,5691

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



tetraedro (1==73,901 34,046 115,-11 07,$Octaedro 11 43,302 14,567 166,35 50,7Icosaedro )) 957,45 18,118 40,758 123,4Exaedro . 11 322,58 6,6978 10,672 07,0Icosaedro )) 94,632 20,609 63,114 78,9
221. Cual es el diámetro de una esfera circunscrita ó un Cuerpo ¿regular cuyo volúmen es ví

Octaedro 562,5 Icosaedro „ 20,28í Exaedro Dodecaedro,, 13,519 11,927»

í » f i
780,42 • 3249,4 23457,'750 79,092 1234102,05 216,04 172808,88 1122,4 67914,927 57,923 3456

'I V t >
)i ; 222. Siendo ti el diámetro de una esfera' inscrita en un cuerpo regular, se pregunta cual CS la arista, área y volúmen do 61.

« * * * • . » Tetraedro d==2,449 • 4,899 12,092

p6.8178 13,432 *•5,432
‘ Octaedro 11' 6,4503 11,186 4,3210,543Icosaedro 11 57,438 21,6152-í ,389Exaedro 11 1,849 13,824 7,054Dodecaedro
. *>

* i v #  *

11,135 19,153
, !  i '

34,965
1 #

• • •

8,705
• •

«i 223. Cual es la diferencia entre el volumen de un cuerpo regu­lar y el de la esfera inscrita, si a es la arista del cuerpo.
Tetraedro a=3G Octaedro „ 48Icosaedro „ 24 Exaedro » „ 72Dodecaedro „ 18

4*735,176,713,822,63

0,6730,5630,4930,7150,387

1,23*41-2,345’3,4564,507'5,678 > 1
„•*224. Cual es el diámetro de una esfera inscrita en un cuerpofegular si a es la arista de el.

Tetraedro a=8,32S3 Octaedro » 3,1843Icosaedro „ 12,57 • Exaedro. . „ 3,249* ' Dodecaedro,, 10,777

32,334 8,2058 7,079- 4,489 • 3,2779

66,8729,5531-
8,66680,59277,7682

1224 36 ; 
288 48

225. Cual es la diferencia entre el volúmen de un cuerpo regu­lar y el de la esfera circunscrita siendo d el diámetro de ella.

OctaedroIcosaedroExaedroDodecaedro

.==72 « 4,63 0,932 5,432, 48 3,72 0,873 4,32136 5,27 0,628 2,10984 * 0,13 0,567 • ' 7,054-24 1,37 0,403 8,705
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\ 29 INDICACIONES DARA RESOLVER LOS PROBLEMAS;
I _____Probi. 1. Siendo d la diagonal del cubo será: d=a\/3 lo que se aplica también en el problema 4.Probi-. 7. Siendo x la arista del primer cubo se Cncbntra-1

rá: xy'6=b\/11i/2 • , \• Probl. 12. Se necesita resolver las dós ecuaciones: , r ,jnb ̂  «■1 :X%:y3= m:n, xs+y-t=b*, y se tendiáx3=  »■
Probl. 16, 17, 18. Siendo a, lá arista interior y la exterior de un cubo vacío, será v=b3—a3Probl. 19. Siendo día diagonal tenemos: d*=a, +  k*4’c ,> esta fórmula se aplica muchas veces, así como la siguiente, sien­do q el área total de ún paralelepípedo rectángulo, cuyas aris-r tas son a, b y ci , : V • .<q==2(ab -pac +bc)
Probl. 28. Siendo x la tercera arista será: x =  ' ^ ‘
Pirobí. 26. v = \/q rq'?q//; * ‘ '
Probl. 27. Siendo a7 b7 c7 las tres aristas será: a7-2̂ ~ ft

¿áProbl. 28. Siendo x el lado del cuadrado, tenemos v = |x 8¿
Probl. 31. Siendo x la tercer arista será:x= 3ZI_ —........................................ .....  4bProbl. 34. Siendo x el lado del cuadrado tenemos: 2x-íi'-)-4cx=q. Probl. 36. Siendo x el lado de la base tenemos: (x-J-b)* =c-2-f* 21-2. * .' rProbl; 37. Siendo x é y las otras dos aristas se puede encontrar:

v=a.x.y, d^a^x^-f-y5; de donde (x-fy) y vx~y)*
Probl. 38¿ Siéñdo x ó y las otras aristas se debe determinar antes (x-fy);  ̂ . . . . . .Probl. 39; Siendo x é y las otras aristas se hallará fácilmen­te:!.^. •’ ■- *“ ; • r:<1> ■ ’ 'i ...........Probl. 40. Siendo x, y, z las tres aristas, tenemos las tres ecua­ciones: i .. • 1g=x.?, d ' ^ H í ^ ’í iq = xy+z(^+y) 

de donde d2=(x4-y)5+z’—2g y iq==g+z(s-fy)
' . . ' r ., • f*estas ecuaciones bastan para encontrar z;

Probl. 4l. Siendo ±, y, zlas tres aristas será: ~4 _7f=Jq:
Probl. 42. Para las otras aristas x é y se tendrán: ' xy-fb (x+y)=Jq y xa-|-y*=d*--b2í
Encontrado ahora (x-j*y) determínese x-y<

#pri

V zs

' ’ K
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Probl. 50. Siendo xla altura hasta donde &a. será: x=£?8
Probl. 61. x « = t! --s
Probl. 52. x=[a*—(a- b ) S ] ^ r .  ' _
Probl. 53. Siendo x el grueso se debe hallar:(a—x)*.

Advertencia, Para resolver todos los problemas, en donde 00 encuentran polígonos regulares sirven las fórmulas siguientes.Siendo a el lado del polígono regular r el radio y la apo­tema serápara el triángulo, pora el cuadrado, para el pentágono

Probl. 44. Siendo s la soma de las aristas será a— —  #
2 u *

r*=ia\/3 
P = i  a\Z¿r

4 • 'pkra el exágono

r=}a V2 r ^ v ^ S -F v 'S )
p=Ja p==a\Z?í(ST-¡- 2^5)
para el octógono para el decágono

*r=a r= r= ia  (V'6+l> '

/o=Jay'lF

\/2—  \ /2  

P = laV/3+2v/2 p = ja V o + 2 V 6

y2"=l,4H21 \Z3==1,T3205 V6^=2,23507» *
Estas fórmulas se puede encontrar por medio de la Geome­tría plana § 60 probl. 10 y 11.Probl. 59. Apliqúese Geometría plana § 60 problema 6.
Probl. 61. v =  ^  a b
Probl. 62. Siendo h' la altura de la base será:

h'=\/J(2e-|-b— a)(2c—tnf- a).Probl. 66. Se puede determinar fácilmente el lado de la base.
Probl. 67. Determinada la alturaMe la basejoo tiene difi- cuitad el encontrar la altura del prisma. a—fProbl. 68. Siendo x la altura del prisma tenemos: x =  3 _
Probl. 69. Siendo x un cateto de la base la altura del prisma busquese el producto x.y, después x
Prb. 70. El resultado será v = -----------------------------------

' 2b-J- V2b^±2 \Z(b4—(b—f)4)
Probl. 71. Siendo x un cateto de la base tendremos;

mq=nx:t-|-h^ (m-f n-f-y'mi )
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Probl. 72. Siendo x la base del triángulo isósceles será:
xh (m-(-2n)

■ í = - a r ^ ^ ¡ m
Probl. 73. Siendo x ó y los catetos tenemos 

xi + 7 í=c*, q=h(x-J-y)+cb-f-xy
+ » ? i

Eliminado (x-f-y) determínese x. y.Probl. 74. Siendo x é y  los catetos y z la altura del prisma serán: í=z(x-f-y)-(-cz, x’+ y * -^ , xyz=v
______  f)Por ser x-j-y=y'cT+  2xy , z— se puede encontrar el valor 

de x.y , de donde el de x é y por ser x—y=\/c*—2xy
Probl. 86. Siendo x el lado del polígono regular tenemos: 

bssinxVa5—i**" »

Probl. 87. Siendo x el lado del polígono regular ó y la altura de la pirámide tenemos para n=3.
__ i

: b = ! v ' ^ - H í x
Espresado b en función de y se puede encontrar y.

< i 'Para n=4 hágase un cálculo semejante.Probl. 89. encontrado el valor de la altura de la pirámide atiéndase que todas las aristas laterales son iguales; y siendo x é y los lados de la base, determínese ^-j-y*) después (x-f-j) é (x—y). • -Probl. 92. Siendo x el lado del cuadrado tenemos:

Ss - ;  ,Probl. 95. Siendo x é y  los lados respectivamente homólo­gos á los a y b se saca:

Ahora bien siendo h7 la altura de un trapecio lateral cu­yos lados paralelos son a y x ,  h7/la' del otro cuyos lados son b é y se encontrará;
; i i '= v/ h * + } ( b - , ) r  j

Probl. 96, Expresadas 'las bases ea funeioa del lado x de 1*
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base inferior, se puede formar una ecuación entre v y x , luego 
determinar x, y por tanto también el área de las bases; des­
pués encontrado el valor de py no es difícil determinar el 
área de un trapecio lateral.

Probl. ̂  97. Para la altura h7 de [toda la pirámide completa
*

tenemos h '=  a---- y  pitra Sil volum en V/=rfrki\/ ****
\/ü.— \/b * \/&— \/b

r t !• j ‘ 1 “
Sie^díxX el volúmen del tronco inferior ger&

y _  ml\(a-|-b-|—\/ab)
... . . “ 3(m +n) . t

**';« * ; ' ■’ ‘ 1 i - i ’ *. f ‘í, . J 1 ' ’
Ahora bien siendo x la base superior del tronco X  y h'7 su altu-

Probl." 105. Siendo r el radio, y h la altura.del cilindro» se de­
duce

Probl. 103 Siendo h la altura tenemos: h =  — ra— 4 i
Probl.. 127. Siendo p7 y p77, los pesos cta los dos metale^ 

Mr> y  y7-7 SU0 yolúmes, ademas x el grueso de la moneda,, puede 
encontrarse las siguientes espresiones

de donde mp np

y por último.

Probl, 131. Se ha de distinguir s]¡>s7 y s<C[s7
Probl. 132,. Siendo x el peso específico será: x =  —1* . < , r * i
Probi. 134. Siendo r el radio del cilindro, se deduca la ecuación

• p = 7rhsr T~¡- 7th s7( a-f-2r) ar ‘
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Probl. 149. Siendor el radio y k el lado del' cono se p\\e~. 
de encontrar: • - •

r : , . . ít K i

q=jrrA-)-̂ rrk y t=  n^x* *\̂ k*̂ r

Probl. 145. Siendo x la  altura de uno so tendrá: x =  j

de donde or — k-l-r Tzr- 1 y T = 4 r V ^ ( k - r >

luego fi k—r = 9va
r*q7r y uniendo ol y se saca

q*r*—9v2 ==2r4,7r

Probl. 155. Encontrada la altura del cono- parcial se sabe fe 
del truncado^

Probl. 158.‘Determínese la altura..
Probl. 160. Siendo R y ríos  radios délas baóes* determines®) 

(R-(-r) y después (R —r).
Probl. 161. No, es difícil determinar los valores de (R-J-r) y 

de^Ry'-f-r-*), y de donde-se sabe* el ¿Le R.r*
Probl. 162. Encontrados los valores de (R-2-f-r14 '^ r) y 

(R—r)A se conoce el de R .r  y por tanto el de(R-j-r)*.
Probl. 163. Se resuelve como el 162.
Probl. 164. Por ser conocido (R—r) se puede resolver fe ecua­

ción, q=7rk(R-|-r)-|-7r(R1+ r ji).
Probi 165. Encontrado el valor de (R ’ -j-r3) y sabiendo que

■R+ r =  “ ^k ' eVLdond® k*=^{p^r)24-bV( „ j
basta determinar el valor de Rr.* »¿'-iota

Probl. 167. Determínese el valor de R < ;v ,
Probl. 168. Encontrado el valor del radio dò la intersección 

intermedia, determínese las alturas parciales.
Probi. 180. Recuérdese que en general se tiene * v *

(.x!—y » ) - ( s 2+ x y + y » )  (x—y) V-

.Probi. .186.. Determínese el peso esprcífico de dicha materia,
Probl. 192. Siendo x el grueso de la cubierta so puede en­

contrar el valor de (d-̂ —x)3 y por tanto el de X..
Probl. 196. Para determinar el área total se necesita encon­

trar el radio r, de la base del casquete: r, *=5:(d-n-.h)h
Probi, 197, 199 y 200 se resuelven por la formula del 196.

1 , . . o

Probl. 201. Para el radio déla esferâ  encontramos r =  r~b,
Probi. 202 Atendiendo á la fórmula del 196 tendremos

1 Ti i
. í

y OC f. JOflftv. 
SV * Íít T¿LÍ7rhJ( |d -b )=  22- h (id ^ W h + li’); •
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Probl. 205. Siendo h la altura do uno de estos segmentos y [h-fc] la del otro basta determinarle! valor de h; lo que se obtendrá aplicando dos veces la fórmula del 196.Probl. 206. Siendo d el diámetro de la esfera y h la altura del casquete tenemos las dos ecuaciones
q=;rdh,. Jh*=[d—hjh en donde se puede eliminar d y así determinar hProbl. 207. Siendo e' y e" las distancias de los centros de las bases al centro de la esfera tenemos, si r es el radio de la esfera . ,e/-a= ra—a* e"a= r a—b*

luego [e'-f-e,/] [e'—«''^b-—a*
%

y por ser li igual a' (e'—e") ó tendremos siempre
e,=  h’+ b « - n»

í ■ h h
• t f J i /.  ]¿le donde se determinará r y por tanto el área.Probl. 209. Para el radio de la base tenemos

* t J í . s ' . 1 Lllri*=ra—Jh* en donde r—
, , j. i 1 ■ 1 ■¥ , *Probl, 208. El valor de r x puede encontrarse fácilmente y también r por Ja fórmula del 209.Probl 211. Denotando el radio de la esfera por r y los de bases del corte por rt, r„ se conoce r^-f-r,,*, de donde se determinarán las distancias al centro de la esfera de dichas ba­ses, por eer e' M-e" a=2ra—[r/ +  r„*j y e'—3"=li
y por último sp encontrarán los valores

r<=\/ (r+ e') (r—«'/ r„=\/(r+e"j(r—e")
Probl. 212. Denotando por r, el radio de otra base y por h la altura de la zona, será

h’= id ’-r i>  y r .= ^ -
Probl. 215. Siendo r el radio total de la esfera será:

• 1 -* *

^r=£7r(3—- ) “ ir3s ** v n ' a

Denotando ahora por r' el radio interior se encuentra su va­lor por la fórmula siguiente:
g=i^(r3—r/a)

►— 86—
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I 30. FÓ R M U LA S R E L A T IV A M E N T E  A L O S C U E R P O S
R E G U L A R E S.

Para poder resolver loa problemas sobre los cuerpos regula­
res debemos conocer las relaciones que hay entre loa lados de  
estos relativam ente al radio de la esfera circunscrita y  a su apo* 
tema.

Llam ando a  el lado del poliedro, R  el radio de la esfera 
circunscrita, P  la distancia del centro de la esfera á las c Tís y  
I) la distancia del m ism o centro á las aristas medias, tendrem os 
por medio de la fig. 52  las relaciones fundamentales, siendo r  
y p ío s  radios del circulo circunscrito é inscrito de la cara.

P * = R * _ r* D a= P -*+/>*, R * = D * + 4 a a.
Esto supuesto espresem os el valor de R  y  P  para cada uno  

de los cuerpos regulares aplicando las fórmulas de la advertencia  
de la pág. 82. I. T itardbo [fíg. 51a].

c * ' * * { ‘ ' . < 1 » ' ?r
S e ve fácilm ente que la altura h  del tetaedro regular pasará 

por el centro de la cara, y  por tanto por el centro de la esfera 
circunscrita, de donde tenemos:

h 2= (R - |-P )* = a 2— r 2 en donde r = í& \ /3
* m . * *

yjpor ser P = y T T 2— r 2 se sigue R +  — r J= y V ,r-^á¿-8==a
luego R^— r 2=«=Rj24-§a-2— 2 a R \ / |“- • *
lo que dará R = J a \ / 6  y  de donde P = ¿ a V «

II. Octaedro ffig. 51J,
E l cuadrilátero A B C D  es un cuadrado por ser un plano en  

•1 cual se halla situado el centro de la esfera, de donde tenem os
R = J a \ / 2  y  P = £ a \ / 6  por ser P 2= R 2—r*.

III. I cosaedro [fig, 51« ].
Por ser A B C D E  y A 'B 'C 'D 'E ' dos pentágonos regulares 

[Pl. V H I 3] y  paralelos entre sí se sigue que el centro de la es­
fera se halla en la distancia media de estes, y  por tanto hacien­
do pasar por el centro un plano paralelo á los dos pentágonos, 
resultará en las caras respectivas un decágono regular <?" 
a '= J a  y  de radio D ; de donde tenem os:

D = l a V 5 + l ) = i a ( V 5 + l )
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• ___________ ^
we saca It=ia\/10-f-üv'0

y por ser P 2= R ’ - r *  tenemos P ?= * * * ( 10 H V S )—***

y por consiguiente P = ^ a v / 37Iá ĵ-tíy/5)=-AL,a(3-|-'\/oy\/^"

IV» Exaedro |fig* 51d]. * •

El centro ele la esfera debe equidistar de ks dos caras opueí 
tas y paralelas, luego será

P=Ja j  » « V ^ + r V i » ^  ' . . ' . » ,
V. Dodecaedro (fig. 5l0 ]•

ABCDE y A'I^C'D'E' representan dos pentágonos regula­
os y paralelos, de donde se sigue que abede y a'b'c'dV representan 
ítem pentágonos regulares, y por consiguiente el centro de 'la esfe­
ra se halla en el medio de estos* Ahora bien, haciendo pasar por 
el «entro un plano paralelo á los dos pentágonos resultará en las 
earas respectivas un decágono regular de lado av= ¿a ' y de r&* 
dio D; de donde tenemos;

. D=Ja"(v/5 + Í ) = i a'(V'E+l)
Aplicando Pl. § 58 teor. 5Ó se tendrá n '= | a (\ /5 -f-l) 

luego será

$or sai

D=ia(v/5+l)̂ lat3+v/5)
R = \/D  J-{-4au= J a

/ _
B=iaV3(ti+^7^=ia(l+v/5)ViÍ‘ aij£ c

Ademases

. l ’ =  J a 25+1175

r4
CĈ I.r -
luego 10

-e] , r . ,  r. i v..:i

ffv ■ /r
- • : -i J & X  * . r ‘ -\ , .:•= * ■■ 1 u /. , . . ; ' 1  a . ,; r. M JT >1

€,V*ttt TMfcln̂ Jíi i» /í^  s... k « . «  í'Vrw» wíí nu  óidiwirr-
' . - JÜ’jti j . '• í 1 \Íl ftd : i |b ■> £c *
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