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ADVERTENCIA.
. >e

A lo dicho en el prélogo de la primera parte solo
afnadiré que los ejercicios practicos de esta segunda no
versan como alli sobre construcciones graficas sino so-’
bre problemas numeéricos relativos & toda la (Geome-
tria, y & la teoria de las ecuaciones, y han sido toma-
dos de una obra muy practica compuesta por F Hofl-
mann.

» Para que desde luego se puedan aplicar estos pro-
blemas conviene omitir en el; primer paso:

del Cap. I, la esplicacion 7 del § 8,y los teoremas 27 y 28,
del Cap. Il, los teoremas 3 y 20 y ademas todo el § 13,
del Cap. IV todo el § 17 y ademas los teoremas 19 y 20.

Todo lo cual puede tratarse en el; segundo paso.
A estos ejercicios pueden los profesores anadir otros mu-
chos trigonométricos, por ejemplo, en el probl. 77 se
puede preguntar ;qué angulo forma la altura con la
arista, ¢;queé inclinaciou tiene una cara relativamente
a la base? ,

ILas citas a la Geometria plana se indican asi: PI.
I, 3, lo que significa: Geomt. plana Cap. Il, teor. 3.

El autor.
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CAPITULO L

Sectas y planos en el espacio, angulos solidos»
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Expl.2a [fig. 1]. Siendo posibles dos planos por los tres pu
tos A, B, C setigue que las tres rectas determinadas por A, By(J
estan situadas en estos dos planos, luego también cada recta quo uu«
dos puntos de ellas [definicion].

Esto supuesto demostraremos quo cada punto de uno do los
planos pertenece también al otro, y por tanto no tenemos dos pla-
nos distintos sino uno solo.

Siendo P un punto cualquiera do un plano tracemos por es to
una recto cualquiera, sea MN. Ahora bien, esta recta MN debo cor-
tar al menos a dos de estos rectas que estan determinadas por lon
tres puntos A, B y O pues solo puedo ser paralela & una de estas.
Pero asi tendra\dos puntos comunes con los dos planos, luego es-
tard toda pn ambos y por tanto también su punto P.

Consecuencia 5a Una recto y un punto fuera do esta determi-
nan un solo plano, [consec. 3]

Cosecuencia 6a Dos rectas gque so cortan determinan un solo
plano [consec. 44

Consecuencia 7a Dos rectos paralelas determinan un solo
plano.

E x p | .Una de estas rectos y un punto de la otra determinal
solo plano [consec. 4a], pero sabemos [Pl. §2° expl. la cor. 1y 2]
gue la paralela trazada & larecta por dicho punto sera una sola y
estara en el mismo plano en donde estan la recto y el punto, luego
como la rectay el punto de otra determina un solo plano, asi las
dos rectas paralelas.

Consecuencia 8% La interseccion de dos planos es una recta.

Expl. Si hubieren tres puntos comunes no situados en una
recta, no serian dos planos secantes sino un solo.

‘e ’ 2 -

§ 2. LINEAS PABALELAS A UN PLANO.

Expl. Una recta se llama paralela a! un plano si noj[pucdc
cortarle.

Teor. 1. |fig. 2J. Toda recto paralela & otra situada”en un pla-
no fuera de la primera, es paralela & este plano.

Rip.AB NCD.
Tes. AB+NM.

Eem. EI plano que determinan las paralelas CD y AB tendra
comun con el NM solo la recto CD, luego si larecto AB cortase
al plano NM, lo hariaen la rectaCD [§8 1. consec. 1]. Pero esto
es imposible, pues AB y CD son paralelas entré si, luego la recta
AB no puede cortar al plano NM y por tanto es paralela a él.

Cor. 1. Si de dos paralelas una corta a un plano, lo hara tam-
bién la otraj pues haciendo pasar por las dos paralelas un plano,
este cortara al otro en una recto que estid cortada por una de las
paralelas, luego también pon la otra [Pl. I, 7].

Cor. 2. Si una de dos paralelas lo es a un plano lo sera también
la otra [cor 1].
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Teor* 2- Si por una recta paralela & nn plano se traza otro

cualquier, la interseccion sera paralela &4 la recta primera.
[ i Y @ » é >
D e m .La primera recta estando con la interseccion en el mismo
plano, no puede cortarle pues en esta suposicion no seria paralela
al primer plano.

«

Teor. 8. Si por cada nna de dos rectas paralelas pasan
dos planos secantes, la interseccioncomun sera paralela alas dos rectos.
* M ti

Sip.AB ~CD* j '

€EF+AB y EF~CD.

Dem. parte 1“ AB ~ CEFD fTeor. 1?] y EF esla interseccion
comun entre los dos planos CF y AF luego serdA EF ™~ AB [Teor. 2].
Parte 2* CD ™ AEFB [Teor. 1] y EF es la interseccién co-
mun entre los dos planos AF y CF, luego sera CD ™ EF [Teor. 2].

Teor. 4- [fig. 3]. Dos rectos paralelas & nna tercera son pa-
ralelas entre Si. N

i g Nor ! *

Bip. AB+EF, CD* EF,
Tes. AB * EF. .

Dem. FTo estando las tres rectos en nn mismo plano las paralelas
AB y EF ademas las CD y EF determinaran dos planos secantes
cuya interseccion es EF; haciendo pasar por CD y el punto G de la
AB un nuevo plano, la inter8ecciou de este con el EB sera paralela a
las paralelas CD y EF [Teor. 3J; pero por el punto G solo la AB
puede ser paralela & la E F,;luego necesariamente la AB sera la
interseccion y por tonto paralela a CD.

mooe= 4

Cor. Si p*or dos rectas que se cortan en un plano se hacen pa-
sar otros dos secantes, la interseccion de estos pasara por el punto
comun de las dos rectas. ' '

Dem. La interseccion de los dos planos no puede ser paralela
al primer plano, pues seria paralela a las «dos rectas [Teor. 2], y
por tanto estas serian paralelas entre si, lo que es contra el teor. luego
la interseccion cortara al plano primero solo en un punto; pero este punto
dehe estar cncadaunade las rectas dadas, luego es el punto comun.

w

X

Teor- 5. [fig. 4]. Bna recta paralela a dos planos secantes, es
también paralela a la interseccion de estos.
. N ' . in " .9
Dem. Haciendo pasar por un punto G de la intersecciéon AB y
la recta dada CD un nuevo plano, tendremos en cada uno de los
planos primeros una interseccion paralela & la recta dada [Teor. 2],
pero estas intersecciones no son sino la recta AB, pues en otra su-
posicion serian al mismo tiempo entre si paralelas [Teor. 4] y se-

cantes por ser G un punto comun.
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. Teor. 6. [fig. 5]. SI los lados de dos angulos que noestan en et
mismo plano, son “paralelos entre si, los angulos seran iguales 6 su-
plementarios. , , ,

Caso 1? Los lados son paralelos dos a dos e» un mismo sentido.,

Jip AMEAM' y AN %
TescEMASf=M"A'N", *

D em .Tomando AB=A'B'y AC=A'C> seran ABB",
ACC'A" dos paralelogramos.

luego * BB""AA'"CCT0 iguales entro si
de “donde BCC'B' un é)aralelogramo
luego BC=B/C/
, /\BAcgaB'A'C'}PI. H, 9]
Eortanto <EBAC=B'A'C
<IKAN==WA'W,

Caso2? Los ladosjjparalelos tienen “sentidos opuestos.,
E\M’\A'Q y ANTIA'P. i

EMAtf=QA'P.
Dem. <"TMAN=M /A N/ [caso 17]
ademas es <rM,A'N'=QA’'P
luego <QA'P=MAN.

: : ., % ,
Caso 37 Dos lados paraleles] tienen el mismo sentido y los otrosi
dos sentido contrario.

JTip. AM+ ATVP y ANIiA'P.
les. <EMAN-)-M'A'P=2R.
Dem. <AMAN=M'A'N" [caso 10]
ademases <JCMAN'+M'A'P=2R
luego <MMAN4-M'A'P=2B.
> i
5 3. RECTAS PERPENDICULARES Y OBLICUAS A XJIT
PLANO:

N I
Explicaciones. _ , , ,
Se llama pie de unajrecta relativamente & un plano ek
punto_de interseccion. _ , _ ,
2® Una recta se dice perpendicular e un plano silo es a todas
las rectas tiradas por su pie en este plano.

diculg? Una recta que cortaa un plano es oblicua si no le es perpen-

Teor. 7- [fig* 6]. SI una recta es perpendicular & otras dos, que se
cruzan por su pigigR-un plane, esperpendiculag-aeste plano.
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Hip, OP JOA, OPJ OB, OA y OB estan en el plano PQ.
Tes. POfNQ.

Dem. Basta demostrar que OP es perpendicular & una recta
cualquiera 00, que pasapor el pie O [Expl. 2],

Trazada la recta AB que corte ala00 en D, y prolongada PO
sobre O hasta OPEO P, tracemos las rectas AP, AT7 BP, BP7
J)P yDP7y seran:

AP=AP' y BP=BP7 [Pl I, 14]
luego AAPBNAP'B [PLII, 9]
de donde <EDAP=DAP7
ademases AJP=AP7y AD=AD

luego ADAP=DAP'

” DP=DP7 6 APDP7 es isosceles
yportanto <P OD=POD=R [Pl Il, 13]
0] PO |O0O.

Cor. 1. Desde un punto fuera de un plano no se puede trazar
mas que una perpendicular; pues en otra suposicién tendriamos,
uniendo los pies, un triangulo de dos angulos rectos.

Cor. 2. [fig. 7]. Desde un punto situado en un plano no se pue-
de levantar mas que una perpendicular a este plano.

Dem. Supuesto que PA y PB fuesen perpendiculares al plano
MN en el punto P, seria la interseccion del plano determinado por
<£APB enel MN perpendicular a AP y BP y ademas con estas
en el mismo plano, es decir '

<"CPB=R y CPA=R

6 <ECPB=CPA lo que es absurdo, pues siendo
en el mismo plano el uno serd siempre mayor quo el otro.

e Cor. 3. Ladistancia desde un punto hasta un plano se deter-
mina por la perpendicular bajada desde dicho punto a este plano.
Dem. Toda otra recta tirada desde este punto al plano sera
hipotenusa de un triangulo rectangulo y por tanto mas larga que
la perpendicular.

Cor. 4 [fig. 8]. Si se describe desde el pié de una perpendi-
cular a un plano una circunferencia de un radio cualquiera, todas
las oblicuas trazadas desde un mismo punto de la perpendicular a
los de la circunferencia seran iguales.

Dem. Unido P conBy G sera~"BPA™NCPA por ser trian-
gulos rectangulos y ademas PB=PO, luegosera AB=AC..

Teor« 8 [fig. 9]. Si tres rectas, que se cortan en un mMismo
punto, tienen una perpendicular comudn, estaran en un mi\smo plano.

Dtp. AO, CO, BO son perp_endiculares a OI?.
Tes. AO, CO ypBReccestamasituades ‘encHhcdmjsmo plano.
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Dm. Si OC no estuviera en el plano determinado por AO Yy
OB, podriamos hacer pasar por OP y OO un nuevo plano, cuya in-
terseccion con el primero fuese OC' y por tanto tendriamos

OC'J OP y OC IOP
luego <EC'OP=Ili=COP lo que es absurdo,
pues OC, OC' y OP estan en el mismo plano.’ ~Constr.]

Cor. 1. Por un punto de una recta”Jes posible solo unpla-
no perpendicular, pues en otra suposicion sejtendra una contradic-
cion oon el teor. demostrado.

Cor. 2. Haciendo girar un angulo recto al rededor de uno de sus
lados, el otro describird un plano perpendicular al primero; pues el la-
clo generador sera siempre perpendicular al otro.

Teor. 9- [figr 10]. Si una de dos paralelas es perpendicular &
un plano, lo serala otra.

Hip.AB*CD y AB |MR.
les. QDJJLLX. “

Dem. Unidos los pies B y D tracemos por B una rocta cual-
quiera, ademas DF ™ BE, de donde tenemos
<ABE=<3;CDF [teor. G]

pero <EABE=R [hip)]

luego -c"TCDF =11

0 FDj CD, yaes BDJ CD por>riCD + AB [hip.]
luego CDJ_MN [teor. 7].

Cor. 1. ffig. 10]. Dos rectas AB.y CD perpendiculares & un pla-
no MN seran paralelas entreoi; pues trazandopor D una paralela
a AB sera perpendicular & MIST [teor. 9] y la Unica [teor. 7 cor. 2]
luego es cabalmente la CD.

Expl.[fig. 11], La proyeccion de la recta limitada AB sobre
el plano MR es la recta CD, que resulta bajando desde los pun-
tos A y B perpendiculares a dicho plano; luego para la recta EF,
que tiene el punto E comun con el plano serd EG la proyeccion
sobre él, siendo FGJ_MR.

Cor. Luego AB y CD estan en el mismo plano determinado
por las paralelas AC y BD.*
) . me *
Teor* 10* [figr 12]. EIl angulo, que forman entre si una recta
oblicua y su" proyeccion sobre el plano es menor que el que dicha
recta forma con las demas que salen de su pie.

Hip. BC |[MR 6 AC es la proyeccion de AB.
Tes. <"BAC<BAM.

Dem. Siendo AM una recta 'cualquiera que sale del pié de la
recta gblicua ABjjférmesealeDEdCiughidnide' D con B tenemos



BD>BC Iteor. 7, cor. 3]
“duego - <)CBAD>BAC [Pl I1l,12]. =

Cor. 1. La recta de un plano que forma el menor angulo con
una oblicua, es la proyeccion de esta, pues si no fueso asi no podria
formar el menor angulo.

Cor. 2. Dicho angulo se llama la inclinacion de la oblicua al
plano.

\; ai

Teor. 1L ffig. 13] Si unarecta de un plano es perpendicu-
lar a otra oblicua ai plano, es también perpendicular & la proyeccion
de la oblicua sobre él.

Eip.BD 1AB y BC la proyeccion do AB.
Tes.DBJ_CB.

Dem. Trazando BE » CA sera EBJ_MN [teor. 9] luego es BD
perpendicular al plano EBCAE por ser perpendicular &4 AB y BE
[hip. y constr.] de donde BD | CB por ser CB una recta de dicho

plano.

84. PROBLEMAS.

TJIxpl.Los postulados que se suponen en la geometria del

espacio son los siguientes:
1? Por un punto 6 una recta hacer pasar un plano cualquier;

20 Por tres puntos quo no esjan en una recta 6 por sus equi-
valentes hacer pasar un plano determinado.

Probl. 1? Tirar por un punto fuera de un plano una recta pav
ralela & él.

@ Tracese por dicho punto un plano que corte al dado Y
tracese por el punto dado & la interseccion délos planos una paralela
a esta, y esta sera la pedida.

Dem. Teor. 1, " m -

Probl. 2? Hacer pasar por un punto de una recta un plano quo
le sea perpendicular. m
Constr. Tracense [fig. 14] por AB dos planos cualesquiera, des-
pués levantese desde el puntoJP en cada plano una perpendicular a la
recta dada y serael plano CPD el pedido.
aTeor. 7.

Probl. 30 Hacer pasar por un punto fuera de una recta un pla-
no perpendicular & esta.

Constr. Tracese por la recta y el punto un plano, después bajese
desde el punto dado, una perpendicular ala recta y estara el pro-
blema reducido al 2?

Probl. 4? Desde un punto dado fuera de un plano bajar a esto
una recta que le sea perpendicular. L oEx o
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Constr.[fig. 15]. Siendo A el punto y MN el plano dado, tires
en el plano una recta cualquiera BO, y hecho pasar por BO y Aun
plano bajese AE | BO, después levantando EFJJBC, tracese AG
perpendicular a EF y sera AGJJVIN.

Dem.Trazada GK paralela & EC tenemos

ECJ_al plano AEG

Fuego GKJ_ al plano AEG
de donde GKJ_AG

luego AG perpendicular aGK y a GE (constr.) y por tanto al plano
MN (teor. 7)

Probl. 5. desde un punto dado de un plano levantar una recta
perpendicular & este.

Constr. Trazada desde un punto fuera del plano una perpendi-
cular a él tirese por el punto dado una paralela & la recta trazaday
serd la perpendicular pedida.

Dem. Teor. 9.

Probl. G [ig. 1G] Desde un punto A fuera de un plano MN tarzar
por este una recta que forme el angulo a con el plano.

Constr. Trazada ABJ_ MN tirese por B una recta cualquiera
BO, después férmese en el plano CBA y en el punto A el angulo
BAD=B—ayserda <EADB=«.

Dem. Es fécil.

8§5. PLANOS PARALELOS.

* / «
Expl. Dos planos son paralelos si no seencuentran por mas
gue se prolonguen,

Teor 12. Dos rectas secantes y paralelas a un plano determi-
nan un plano paralelo al otro.

Dem. Si los dos planos* se cortasen seria la interseccion'*co-
mun paralela & las dos rectas secantes [teor. 2], lo que es contra

el teor. 4.
Cor. Dos angulos cuyos lados son respectivamente paralelos

estan situados en un mismo plano 6 forman planos paralelos.

Teor-13. Si dos planos paralelos estan cortados’ por *un ter*
cero, las interseciones son paralelas.

Demost. Las intersecciones estan en el mismo plano, ademas no
pueden encontrarse pues no lo pueden los planos, luego estas son
paralelas.
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Cor. 1. La recta que se encuentra con uno (le dos planos para-
lelos, se encontrara también con el otro.

Dem.Por dicha recta y un punto cualquiera del otro plano so
puede hacer pasar un plano, que formara dos interséciones paralelas
con los dos planos; ahora bien, la recta cortara & una de estas Inter-»
secioncs paralelas, luego también a la otra y por tanto se encontrara
con los (los planos paralelos.

Cor 2. El plano que corta 4duno de dos paralelos cortara tam-
bién al otro. :

Dem.En dicho plano puede trazarse una recta que corte a uno
de los planos paralelos, luego cortara al otro [cor. 1]; pero esto solo es
posible si su plano encuentra los dos paralelos.

Cor. 3. Dos planos M y N paralelos a un tercero Q son para-
lelos entre si; pues si M encontrase a N debona encontrar a Q
Icor. 2] lo que es contra la hipotesis. +

\

Teor. 14. [fig- 18]. Rectas paralelas limitadas por dos planos
paralelos son iguales.

Hip.MN+ PQ y AB + CD.
Tet. AB=CD. I\ *11; Cief e, T O\ =T -
Dem. Uniendo A con Cy B con D seran las rectas AG y BD
las intersecciones del plano determinado por las paraleles, y por
tanto
ACrpBD [teor. 13] ademas es AB~CD
luego ABCD un paralelogramo y por tanto AB=CD.

Teor. 15. (fig 19). La recta perpendicular & uno de dos pla-
nos paralelos lo sera al otro.

JSfy.PQ + MN Y A'A |MN.
Tes. AA'J_PQ.>

Dem. Siendo A y A 7los pies en los planos respectivos haganse
pasar por AA' dos planos distintos cuyas intersecciones respectivas
en los planos PQ y MN sean

AB y A'B', AC y AT do donde tenemos

AB+A'B' y AC 4&AT

pero es A'A |AB y AA |AC
luego A'A |A'B" y ATATATY
n « *AA j PQ [teor. 7J.

Cor. 1. Dos planos perpendiculares a una recta son paralelos

Dem. Siendo en la fig. 19 AA' perpendicular a MN y PQ
ademas, A y A7 los piés de la recta, se podria, gl los planos no
fuesen paralelos, imaginar por A' un plano paralelo a MN, el cual
seria perpendicular & AA7 [teor. 15], luego habrian dos planos per-
pendiculares a AA7en el punto A' lo que es contra el teor. 8, cor. 1.
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Cor. 2. Dos planos paralelos equidistan en todas sus partes,
pues las perpendiculares seran paralelas é iguales.

Cor. 3. Luego la perpendicular entre dos planos paralelos mido
su distancia, pues toda otra recta es mayor.

Teor. 16* (figr 20). Tres planos paralelos que cortan a dos
rectas cualesquiera, las cortan en partes proporcionales.

Eip.MN~PQ + RS.
TesAE:EC=BG:GD.

Eem.Siendo C,E, A y D, G, B los piés en los planos ns
pectivos unamos el punto B con C; siendo F es el punto do Inter
seccion con PQ, CD y FG seran las intersecciones del plano CDB}
AB y EF las del ABC; de donde se sigue

AB"EF yCD +FG (teor. 13)
luego CE.:EA=CF:FB=*DG:GB
CE:EA=DG:GB
AE:EC=BG:GD.

»

Teor* 17* (figc 21). Una recta oblicua que corta & dos planos
paralelos, tendrd la misma inclinacion con respecto a ostos.

Dem. Siendo AB la recta y O y D los piés, bajemos desde
A una perpendicular & los planos paralelos, cuyos piés sean F y E;
uniendo E con D y F con C seran ED y FC las intersecciones del
plano DEA con los paralelos, de donde so sigue

DE ™ CF [teor. 13] luego <EACF=ADE,

ya sabemos que dichos angulos determinan las inclinaciones a los
planos paralelos (teor. 10, cor. 2), luego las inclinaciones son las
mismas.

§ C. PLANOS SECANTES 6 ANGULOS DIEDROS.

Explicaciones.

la Si dos planos so cortan forman un angulo que se llama an-
gulo @ los planos se dicen caras y la interseccion arista; [fig.
22] MABN esun angulo diedro.

2a Los angulos diedros son adyacentes si tienen una cara co-
mun y las otras en el mismo plano; [fig. 22] MABN y MABQ son
angulos diedros adyacentes.

3a Son angulos diedros opuestos por la arista los que tienen
la arista comuUn Yy sus caras respectivas opuestas pero en el mismo
plano; [fig. 22] MABN y PBAQ son angulos diedros opuestos por
la arista. * e

4a Los angulos diedros son iguales si pueden coincidir.

5a Se llama angulo rectilineo de un diedro el formado por
dos perpendiculares trazadas desde un mismo punto do la aristay
situadas en las dos caras; [fig. 22] el angulo COD es el angulo

rectilineo del dle%lrbc?iotle}t{la'ﬁa%c!nlﬁl del Ecuador "Eugenio Espejo"



Cor. 1. EIl plano que esta determinado por el angulo rectilineo
de un diedro es perpendicular a la arista [teor. 7], .

Cor. 2. Todos los angulos rectilineos del mismo diedro son igua-
les, pues sus lados son respectivamente paralelos y dirigidos en el
mismo sentido.

Cor. 3. Angulos diedros iguales tienen los angulos rectilineos

iguales, pues coincidiendo los primeros lo liaran los segundos.
0 .- ,J !

Teor-18- [fig. 23]. Dos angulos diedros son iguualcs si lo son
sus rectilineos. ”

Sip. <JCOD=C'0'D".

Tes<MABP=M'A'B'P".
Dem.Colocando O' sobre O de manera que O'C' esté en la

direccibnde 00 y O'D' en la de OD seguira O'A' la direccién de

OA, pues OA/ es perpendicular & C'O'D'" y lo mismo es OA re-

lativamente & COD; ahora bien, el plano C'O'A' esta situado en el

COA, es decir el plano M'B'A" esta situado en el MBA, ademas

el plano D'Q'A" esta situado en el DOA, a saber, el plano P'B'A’

estd situado enel PBA y por tanto el "P'B'A'M "' coincide con

PBAM, luego dichos angulos son iguales.

Cor. 1. Si dos angulos adyacentes son iguales, lo son sus rec-
tilineos, 0 inversamente si dos angulos diedros adyacentes tienen sus
rectilineos iguales, son también iguales dichos diedros.

La parte 1? se sigue de cor. 3 de la expl.5?

La parte 2? es una consecuencia del teor. demostrado.

1 1 ) 1

Expl. Un angulo diedro se llama recto si. su angulo rectilineo
lo es; luego por la misma analogia la suma de dos angulos diedros
adyacentes es igual & dos rectos 6 son suplementarios.

Cor. 2. Dos angulos diedros opuestos por la arista son iguales,
pues lo son sus angulos rectilineos.

Cor. 3. Si dos angulos diedros exteriores uno & otro tienen
la aristay una cara comudny forman juntos dos rectos, las otras dos
caras estan en el mismo plano.

Dem. Trazados en el mismo punto de la arista los angulos
rectilineos, estos seran por hipotesis suplementarios, luego los lados
estrefiios estan en la misma recta y por tanto en el mismo plano
con la arista; pero sabemos que la aristay el lado del angulo rec-
tilineo determinan el plano de la cara correspondiente y por tanto si
los dos lados exteriores de los angulos rectilineos estan en el mismo pla-
no con la arista, lo estaran también las caras correspondientes; en el
caso propuesto los lados exteriores de los angulos rectilineos estan en
el mismo plano con la arista, luego valdra lo mismo de las caras ex-
teriores. - ,

Cor. 4. Dividiendo un éangulo rectilineo en partes iguales y ha-
biendo pasar por la aristay cada lado de los angulos iguales planos,
quedara dividido el angulo diedro en partes iguales.
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Dem.Los angulos planos son los rectilineos para los diedros,
pues todos los lados sou perpendiculares & la arista; pero estos son
por hipodtesis iguales, luego lo seran también los diedros correspon-
dientes.

Teor- 19* [fig. 21 y 25], Dos angulos diedros son proporciona-
les a sus rectilineos.

Hip. <EDAC esel rectilineo de DABO
<E£ED'A'C"' esel rectilineo de D'A'B'C".
Tes<EDABC:D'A'B'C'=<D AC:D'A'C".

Caso 1? [fig. 21]. Sean los rectilineos conmensurables.

Dem. Siendo <ECAE=C'A'G medida comun de los dos angu-
los DACy D'A'C' de modo que
<DAC=n [3] CAE y<£D'A'C'=n'[5] C'A'G *

serd larazon: <£EDAC:D'A'C'=

Ahora hagamos pasar planos por las rectas divisorias de los
angulos rectilineos y por las aristas correspondientes, y quedaran di-
vididos igualmente los angulos diedros [teor. 18 cor. 4], de donde te-
nemos

<DABC=n [STJEABC y~"D'A'B'C'*n'[0] GA'B'G

luego do la razon: <£EDABC:D'A'B'C'™ (?)
comparada con la encontrada arriba se sigue

<EDABC:D'A'B'C'=<£EDAC:D'A'C'

Caso 2° [fig. 25] <JDAC y D'A'C'son inconmensurables:

lo Estando el angulo DAC dividido en partes iguales tan pe-
gueflas como se quiera, pongamos una de estas partes como medi-
da sobre el angulo C'A'D' y no podra la dltima recta de la divi-
sion AP’ coincidir con A'D"', por ser inconmensurables los angulos
DAC y D'A'C'; haciendo pasar ahora por A'P y la arista A'B' un

PIAe SR (EDAC'A0'=<3;D ABC:PABTC

2° Podemos hacer que la recta A'P se aproximo mas y mas a
A'D' tomando las partes iguales del <*"DAC suecesivamcnte mas
pequeinas, por eso el limite del <€EAP'C' sera D'A'C' 0 bien:

el lim. de larazon [<EDAC:PA'C'|=<£EDAC:D'A'C’;
por consiguiente se aproximara mas y mas el plano PA'B al plano
D'A'B' 0el lim..del <EPA'B'C' sera D'A'B'C' 0 bien

cllim. do la ra”on [DABC :PA'B'C']=DABC:D'A'B'C".

Ahora bien, aplicando el teorema de los limites |PL 8§24, 3] ten-
dremos <E£DAC:D'A'C'=DABC;D'A'B'C".

Teor. 20 [fig* 26]. Si un plano corta a dos planos paralelos

los angulos diedros correspondientes son iguales.
Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”
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re:

BTp. MN:ERP ademas

<VQCDN y QABP son éangulos correspondientes.
Tes<QCDN=QABP.

tn: i- \ - ,'l.

Dan.Levantemos EJJ_AB que”corteYi la interseccion CD en
F y seraFJ |OD por ser CD™ AR [teor. 13J ademas trazada
EG_| AB hagamos pasar por EG y Ej un plano que corte MN
en la recta FH, que sera paralela a EG [teor. 13] de donde se si-
gue que HFJJDC [teor. 6].
Ahora bien <4[GEJ es el rectilineo del diedro QABP
y <EHFJ. ., QCDN

pero sabemos que <~"GEJ=HFJ porserEG"FII
luego el diedro QABP=QCDN
I i41 - ' 1 ' 0" 1t~ - ,
Cor. En la misma suposicion seran iguales los diedros alternos
y la suma de los opuestos es igual a 211, pues lo son los angulos
rectilineos correspondientes.

Nota. EIl teorema reciproco sera cierto con tal que las intersec-
adones sean paralelas.

§7. PLANOS PERPENDICULARES.

Expl.Dos planos son perpendiculares entre si si forman un
angulo diedro igual & un recto.

Teor. 21. [fig. 27]. Si una recta es perpendicular a un plano,
todo plano que pasa por dicha recta eg perpendicular al primero.

Jlip. BAJJVIN.
Tes. SPJ_MN.

Dan. Siendo CD la interseccion do PS y MN, tracemos en
el plano MN la recta AE |CD vy sera
<fEATT=R [ter. 7]

ademas es <"EAB el rectilineo de PSCDN
luego <£EPSCDN=E
0 PSJ MN.

Cor. 1. Si los dos planos [fig. 27] MN y SP son perpendicu-
lares entre si, yla recta BA del plano PS lo es a la inte
comun CD, esta sera perpendicular al plano MN.
Dem. Siendo la recta AE del plano MN perpendiculara CD te-
nemos <*"BAE=R (hip.) luego es BA perpendicular a AE y ya es
e por hip. 4 CD y por tanto lo es al plano MN (teor. 7).
De donde se ve que la recta levantada en el punto A perpen-
dicular & MN es cabalmente la recta AB [toor. 7, cor. 72].

R Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"
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Clor. 2. Si (los planos son perpendiculares entre si, la recta ba-
jada desde un punto cualquier de uu plano perpcndicularmente al
otro, estara situada toda en el primer plano; pues en otra suposiciéon
se podria™bajar desde el mismo punto una perpendicular a la arista y
tendriamos (segun cor. 1) dos rectas secantes j perpendiculares al
mismo plano, lo que es contra el teor. 7 cor. 1.

Cor. 3. Si nna recta y un plano son perpendiculares”™ un otro,
son paralelas entre si, pues si se cortasen lo seria contra cor. 2.

Cor. 4.Dada en un plano una recta no puede pasar
sino un plano perpendicular al primero; pues (fig. 27)] siendo *SP
perpendicular &4 MN, todo otro plano que pase por CD uormara con
MN un angulo rectilineo mayor 6 menor que un recto?

Cor. 5. EIl plano de un angulo rectilineo (le un diedro es perpen-
dicular a las caras; pueslo es a la arista: de donde se sacajquej la
proyeccién de un lado del rectilineo sobre la otra cara coincide con
el otro lado del mismo angulo.

Teor. 22- [fig. 28] Si dos planos son perpendiculares & un
tercero, la interseccion de los primeros es perpendicular & este.

Hip.SKI MN y PQJJVIN.
Tes.BA | _MN.

Dem.La perpendicular en A al plano MN debo estar en
plano ES y PQ (teor. 21, cor. 1), luego esta es la recta comun, a saber
la interseccion.

Cor. 1. Tres planos perpendiculares entre si forrman intcrseccio-
nesEperpendiculares.
uDem. [fig. 29a].
Qy EsonlaP IluegoDAJ aAB yAO
Qy PsondJ aE luego BA J aAD y AC
Ey Pson] 4aQ luego CAJ aAB yAD.

Cor.j2. Si tres rectas son perpendiculares entre si, los planos
que determina lo seran también. So demuestra por el teor. 7 y 21.

Cor. 3. Bajando [fig. 29b], desde un punto C fuera de dos pla-
nos secantes My N dos perpendiculares &4 ellos CE y CD, el plano
asi determinado CEFD es perpendicular ala arista AB, pues di-
cho plano lo es & los secantes [teor. 21]; ademas de donde se saca
que <£.EFD es el rectilineo del diedro MABN.

Teor* 23- [fig. 30]. Todo plano perpendicular 4 uno de dos
planos paralelos lo sera también al otro.

Hip. MN:J:PQ y ES |PQ.
Tes. KSILMN. e ~—

Dem. En el punto E de la interseccion CD tracemos EF
perpendicular & esta en el plano ES, que sera también perpendi-
cular a PQ [teor. 21 cor. 1]

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"

PO

el



15

luego EFjJNIN [teor* 15]
y por tanto BSJIMN [teor. 21j.

Nota. El teor. 23 es una consecuencia inmediata del teor. 20.

58. ANGULOS SOLIDOS, EN ESPECIAL DE LOS
TRIEDROS.

Explicaciones.

1* Si tres 6 mas planos concurren en un mMismo punto y cada
dos tienen una arista comun, forman un angulo sélido 5 poliedro}
si los planos concurrentes son tres, el angulo se llama triedro,

El punto comun A [lig. 31] es el , los planos BAO,
CAD &a. se llaman caras yson siempre ang
tersecciones de los planos aristas. Un plano que pase por dos aris-
tas esunplano diagonal, y por tanto todo angulo poliedro con ca-
ras puede descomponerse en [n—2] triedros. *

2? Tratamos solo de poliedros convexos, es decir, tal que las
Intersecciones de todas sus caras con un plano secante forman un
poligono convexo.

3a Los elementos de un angulo poliedro son los diedros y an-
gulos planos.

4a Cuando en dos angulos poliedros los elementos son iguales
y ademas la coordenacion de estos es la misma, estos son congruen-
tes 0 idénticossi la coordenacion es cabalmente inversa, se llaman
simeétricos. *

Si sobre un mismo plano coscamos [fig. 32] dos caras analogas
ABC y A'B'C' vy los poliedros en la posicion que indica la figura, ios
elementos todos del 1° estan cabalmente colocados en drden inverso
de los del 2?j*luego seran simeétricos.

5? Para formar, por ejemplo, un angulo triedro simétrico &
otro dado, basto prolongar las aristas sobre el vértice y resultara
un triedro simétrico al primero, que es al mismo tiempo el opuesto
por el vértice ai 1°

[fig. 32] Los dos angulos triedros ABCD y AB'C'D' tienen
todas sus partes iguales, sinembargo no pueden coincidir} colocan-
do el angulo B'AC' sobre BAC caera la arista AD"' al lado opues-
to de AD 6 si al mismo lado no puede coincidir con ella, como lo
manifiesta la figura.

6? Dos angulos solidos que tienen el mismo numero de caras-
son suplementarios si los angulos planos del uno son suplementa-
rios de los angulos diedros correspondientes del otro} estos se llaman
también angulos solidos polares.

7? Para construir un angulo sélido suplementario de otro por ej.
un triedro sirve el metodo siguiente.

Siendo [fig. 33] O el vértice del triedro dado, tomemos un
punto P dentro de él y bajemos las tres peipendiculares PD |BOA,
PE |BOC y PE JAOO y tendremos un triedro P suplementario
de J).
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[)cm. Trazando 8or EPI) im plano que corte & la cara COE
en EGyld AOB en DG tendrémos

PEGDJ GOCE por ser PE | COB
PEGI)J GOAIP por ser PDTAQOB
luego OG i 'PEGD [teor. 221
de “donde EGTOG y DG|QG
0 el <AEGD eS el rectilineo de AOGC
pero <PEG=II yoPDG=K
luego <£EGIE+DPE:21t
0 <EAOGC+DPE=2B

Iéjego UCSI angulo plano en P es el suplementario do un angulo die-
roen O,

De la mjsma manera se demuestra de los otros angulos.

Ademas liemos visto gue la arista OB del angulo O es” perpendi-
cular a la cara EPD del <£P, lo que tiene lugar tambien relativa-
mente & las otras partes, y por tanto las caras y las aristas en los
dos Angulos triedros O , _ JPson reciprocamente p
tro si; “de donde se sigue que los angulos diedrosy planos en dichos
triedros son reciprocamente suplemeritarios, y por” tanto los angulos
solidos Oy P son suplementarios.

. Teor*24. [fig8 34, En todo angulo triedro la suma de dos
angulos planos es mayor que el tercerd.

Tes, <AOB+BOC><£A0C.

Dem.Formando en el plang COA un <EFOD=FQB tomes
OE=0D y hagase pasar por E y D un plano secante a las tres
caras del angulo triedro /yDtendra lugar

AEOF~DOF fPI.H7]>
luego "EFr=DF de donde EG>GD
h <EEOG>DOG [PIHI121
, "EQG--EOF>DOG +DOF

0 <AOB-(-BOC>AOQC.

Cor. La diferencia entre dos angulos planos es menor que el ter-
cer angulo. ,

Dém. Siendo r, /?, y los tres angulos pla
y por [consiguiente a">y— f3.

r 4 . <
i-é J * 1 1

Teor= 25* [fig. 35]. La sumado todos los angulos planos de
un poliedro es menor que cuatro rectos.

Dem. Haciendo pasar por las caras un plano secante resultara
un poligono que tiene tantos lados cuantas caras tiene el poliedro.
En los vertices A, B, C &a, tenemos angiul,os triedros, en los cuales dos
angulos planos pertenecen a las caras del angulo poliedro, y el tercero
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al poligono secante, luego sera <*"BAP4-EAP|>BAE, &a.
Denotando por S 1& suma de los an%ulos del poligono y por
S" la suma de los otros angulos alrededor délos verticesAJ B &a;
i se SIRHG que, S'MS, , L
ora bien, uniendo un punto. O del poligono con los veértices
tenemos en. el poligono tantos triangulos, cuantos forman las ca-
ras del i)olled_ro, luégo tenemos siendo  la suma de los angulo®

planos al vértice P
S Jési %+ 4R
luego 6<AB

Téo*. 26. L4 suma de los angulos diedros de un poliedro cof
n caras es menor que2n.Ry mayor que 2nB—4R.

DeM. Supongamos ya formado el poliedro suplementarioy seh
S lasuma dé los angulos diedros del dadoy s lade los plands del
suplementario y tendremos;

! S-f-s=2n.R
luego , ¥ S<[2pR ¥
y por ser S=2n.it—s en donde s<"4B [teor. 25]
Sera S>2nR—4R
i Cor. Luego en un triedro
S<HR y S$>2R;

Teor. 27- fIP- 36]. En un t,’ledI‘Q ée o_pon?n
17-a los angulos planos Iguales diedros jguales,
27 4 los diédros |gfuales angulos pianos iguales,
37 .3 mayor angulo plano mayor diedro,

a? a mayor diedro mayor angulo plano.

~ Cojistr. Para las cuatro partes, Bajemos desde un punto éuai-
quiera de OB una perpendicular DG al'plano COA; ademas tra-
cemosDE &OC y DF | OA y uniendo E y E con G seran GP | OA

?/GEj_ teor. 11J° - _ ~

uego ~ <EGFD esel angulo rectilineo del diedro.CFOD

y <EGED fes......0..... .. AEOQOD
Parala parte |a o
Br*BOA=BOC

Tes. <DEOA=DFOC’
Dem. ADFOsaDEDO LPI. I, 8§ coi.f

luego DF=DE

, ADGFSaDGE |P1. 11, 9 corl

%portanto <EDFG=DEG
<CFOD=AEOD
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Para laparte 2*
Eip.<DCOA=DAOQOC
Tes. kkjBOA=BOO.
BADGF "DGE Borser <EDFG=DEG fliip.l
Iuego F=DE
de donde /"DFO”DEQ porser <JDFO=DEO=B
y por tanto <EBOA=BOC

Nota. Para las otras dos _Partes se requieren los dos teoremas
cuya verdad se manifiesta facilmente. _
" 1o Sidos triangulos rectangulos tienen solo la hipotenusa co-
mun, el cateto se opone mayor al mayor angulo agudo 0 inversa-
mente. [Por medig de PI. [V19). | ,
.20 31 dos triangulos rectangulos tienen un cateto comin vy
demguales las hipotenusas, sera [a mayor la que forme con el otro
cateto menor angulo @ inversamente. fPor medio de construc.]

Para taparte 3*

Eip. <3CBOA>BOC,
Tes, <DOCA>DOAC

DemDF>DE %or ser <ADOF>DOE Thip]
luego <EDEG>-DFG
6 ~ <tDOCA>DOAC
Para laparte a*

Eip.DOCA>DQADO.
Tes, BOA>BOC.

Dem. <IDEG>DFG J‘hip.jE
luego EFASE

, <DOF>DOE
, <EBOA>BOC.

.. Teor- 28~ [fig. 37]. Dos triangulos triedros son. congruentes
si tienen respectivamente iguales y “en el mismo _ sentido:

17 dos angulos planos “y el diedro comprendido,

27 dos angulos diedros’y el plano comprendido,

37, tres angulos planos,

a? tres angulos diedros.

| Dem. EI1? y 2? caso S€ demuestran como €N la geometria
plana.

TP_nra30
Eip. AOB=A'0'B', BOC=B'0'C', COA=C'0'A".
Tes. 0=0".
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Dem.Form do
OD: OF

=0F==0DFQEFEQ'FT
ademas trazando Ia 0G LI)E[
0
G

end|cular al plano DEF yla Q'G7
7'y uniendo Ios puntos respectivos,

AOGDMOGEMQGFJPL. 1]
luego D=GE=GF

gor tanto sera G el centro del circulo circunscrito al ;\JDEF.
Por la misma razon ser G 7el centro del circulo circunscrito al

Ferpen icular al plano D
endremos

Ademas sabemos S o
ADOE"DOE EOF"EOF, FODAF'O'D
luego DE=DET, EF E F' FD=FDT7
de donde D'E'F'],
luego sera. DG=DG, pues Ios dos triangulos congruentes tienen
igual la cwcunferenma %ue pasa %)r7 stBLvlelr]tlces de donde se sigue

Eso supuesto pon amosgD7EF7en DEF de modo que D 7caiga
enD &a. luego caera el'punto G7en G, pues es posible un solg centro,
y por tanto c0|nC|d|ra G' 7con GC por Ser loerpendlculares al mismo
plano ¢ |7quaes entre si:_ ahora tenemose punto O" en O, D 7caiga
enD, E7en E y F'en F, luego los dos triedros coinciden

o a saber 0=07

Dem.Para el 4?7 puede reducwse por medlo del triedro suple ¢
mentario al 3?
Imaginémonos respectivamente @ Oy O" los suplementarios
respectwos PyPT estos tendran los angulos planos respectivamen-
te |%uaes por “ser angulos SUP ementanos a os respectivos diedros
% que son por hipotesis iguales. De donde se sigue que

y P tamb|en tienen_respectivamente iguales Jos diedros y por
tanto Ios triedros O y OT tienen respectivamente iguales los arigulos
panos luego seran congruentes [caso 30]

emos racmn mas especificada:

Siendo A, B, O los angulos diedros de O respectivamente igua-
les & A7B7 0 losde O7se necesita de demostrar_que a, b, ¢ l0s
angulos Ianos de O son | ualesa ar_bic7 los de 0}/ Denotando
poi D, E, F_los_angulos diedros de P, 'y sus planos
gdemas porD E7 F"los diedros deP7y sus planos por d7, e7 f7t
remos:

A-J-d=A_-[-d=2K>de donde por ser A=ATse sigue
o d=d7y por la mlsma razon e=e7y i=f7
luego sera P=P [y por tanto *
D=D7 E=E', F=F"' o ¥
pero ,

a-{-
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1
CAPITULO Il
Poliedrqgs.
\ -

§ 9. NOCIONES PBELIMINARE&

_laPoliedro es un cuerpo totalmente terminado por poligonos; log
poligonos se llaman caras, sus lados .y el punto de concurso
de estas Bdiagonal es Ia recta que uné dos vértices no situados
pn lamisma cara. S - _

Gor 1, Hay en un poliedro angulos soljdos, diedros y planos.

Cor. 2. EP cada vertice se forma un angulo solido, pues en otra
suposicion no tendriamos un cuerpo limitado; Iu,ego en un vertice
concurren al menop tres caras; y por tanto un polie
NoS cuatro caras. , .

2 aHay.poliedros convexos y concavos, convexos son aquellos
cuya superficie no puede ser cortada por una recta mas que en dos
puntos, concavos cuyas superficies pueden serlo en dos y mas puntos.

Nota, Tratamo$ solo de los convexos. ,

Cor. Todo plano secante de la_superficie de un poliedro convexo,
orma un poligono convexo; pues si formase un poligono concavo, es-
ePodr_la ser ‘cortado por una recta en mas que los puntos, y por tan-
0 fo mismo tendria lugar en la superficie del poliedro, lo que es con-
rst [a hipotesis.

- 3a Se llama tetraedro, hexaedro, octaedro, decaedro, dodecaedro,
icosaedro los poliedros de 4, 6, 8, 10, 12, 20 caras. _
~4dk0s poliedros son congruentes si tienen todas las arristas, caras,
angulo”™ diedros y solidos reSpectiva y ordenadamente iguales; pero
son semejantes si‘tienen iguales los niismos, angulos y solo semejan-
tes las cdras respectivas. = _

. Nota. No se'tratan especialmente los casos de congruencia y de se-

mejanza; smembar?o para la congruencia tenemos el fundamente»
enel capw | teor, 28. . ,
. 5a XJn poliedro se llama regular, si tiene respectivamente
Iguales todas las aristas y todos los angulos planosy diedros; luego en
un poligono regular seran todas las caras pohgonos requlares e igua-
les “entre si, ademas son |quales los angulos, diedros y"solidos.

De donde se_ve que €l cubo es un poliedro regular, cuyas caras
son cuadrados de igual lado y los angulos diedros Tectos. _

6a Volumen~de un cuerpo es el espacio que ocupa. Para medir
los volumenes se toma ordinariamente por unidad un cubo cuya arista

ps la unidad de longitud. _ _
7aEspecialmente tratamos de los poliedros particulares como son

l0s prismas, 1as piramIdgs,, pPIECrOs, regulares, .

ro tendra al me-

f
t
{
f



~ 810. PRISMAS.

Expl.1* Se llama prisma un poliedro cuyas dos caras [lia*,
madas Bljson poligonos paralelos é idénticos, y todas las demas
son paralelogramos.

La distancia entre las dos bases es su altura, yplano diagonal
el seGante que pasa por dos aristas paralelas,

a Segun que la base es un tridngulo cuadrilatero, pentagono

&a, se llama el prisma triangular, cuadranguiar, pentagonal &a.

3a Un prisma es recto si las aristas laterales son perpendicu-
lares a las bases. :

4a Cortando un prisma por un plano oblicuo & las bases, se
tendrd un prisma truncado,

5a Un prisma recto cuyas bases son poligonos regulares se lla-
ma 8 La recta que une los centros de las bases se llama
eje*
6a Se llama paralelepipedo el prisma cuya base es un parale-
logramo. EIl paralelepipedo es , SI es recto y ademas
sus bases son rectangulos, luego todas sus seis caras son rectangu-
los; pero siendo todas sus caras cuadradas sera un cubo.

Nota. EIl area de un prisma se determina facilmente por los
teoremas de la Geometria plana.

Teor- 1. [Ug. 38]. Toda seccion paralela a la base de un pris-
es congruente con la base,

Eip.ATTCTYE' 4ABCDE,
Tes. A'B'C'D'E'*ABCDE,

Dem. AA'B'B es un paralelogramo fl, 13], luego AB=A'B",
y por igual razon BC=B'C', CD=C/D’, DE=IME/j EA=E'A";
ademas los angulos E'A'B' y EAB son iguales por ser sus lados
paralelos y dirigidos en el mismo sentido; lo mismo rale de todos
los otros angulos respectivos.

De donde tenemos dos poligonos que tienen respectivamente
iguales todos los lados y éangulos comprendidos, luego son con-

gruentes.
9 & i

Teor- 2. [fig 39], Las caras laterales opuestas de un paralele-
pipedo son paralelas y congruentes.

Tes.1? AEFD + BHGC, 2? AEFD"BHGC.

Dem. parte | a
HBi EADF pueses HB + EA

BO ~"EADF pues es BC + AL
luego HBCG + EADF [1,12J
parte2a EA=HB y AD=
ademas <"EAD=HBC [I. Ucaso I4]
= luego; EADF"HBGC, - -
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Cor. Toda cara lateral puede considerarse como base.

Teor. & [fig- 39]. Los cuatro diagonales de un paralolepipodo
se encuentran en un mismo punto.

Dem. Uniendo A con G, BconF, C con Ey D con H se
ye facilmente que las cuatro rectas son dos & dos diagonales
de un mismo paralelogramo, luego dos & dos se encuentran en su
mitad y por tanto todos en un mismo punto.

Cor. Las diagonales de un paralelepipedo rectangulo son igua-
les, pues todos los paralelaramos mencionados en la demostracion
del teor. son rectangulos.

Teor. 4* [fig. 40]- Si las tres aristas do un paralelepipedo rec-
tangulo que concurren en un veértice, estan espresadas por nume-
ros que tienen relacion con la unidad de longitud, el producto de
estos tres espresara cuantas veces la unidad de volUinen esta conte-
nida en el paralelepipedo rectangulo; 6 en ménos palabras: el vo-
lumen de un paralelepipedo rectangulo es igual al producto de la
base por la altura.

Ires casos pueden ocurrir.

? Silas tres aristas se espresan por numeros enteros,
2® Si todas 06 algunas por numeros fraccionarios,

3? Si todas 6 algunas por numeros inconmensurables.

Dem.para el caso I.° Siendo M Ael cubo tomado por unidad
de volimen, esté la longitud contenida £ veces en BO, 3en BA
y 4 en BF; trazando por los puntos de division en BF planos pa-
ralelos & la base queda el paralelepipedo primero dividido en cuatro
congruentes. Se ve facilmente que el cubo de unidad esta conte-
Ido en cada uno de estos 6[=3.2] veces y por tanto en el todo
%.4 veces U 3.2.4 veces.

Dem. para el caso 2.® Siendi a, b, ¢ las tres aristas de un
paralelepipedo rectangulo; ademas lla longitud de la arista del cu-

bo de unidad7 sea aszI, b—a]. y c=|’SI y tenemos

m1_ mqs 1
n

0 _ _ _
A= s TMAEngdY

q ngs 1 ngs 7

C= ri= inia — ¥A(Q
e ngs ngs

Luego el cubo cuya arista es igual--ﬁas-l estara contenido en P

mgs.pns.rng veces [casol®J; adema« sabemos por el caso 1? que
dicI‘Tzcubo pequefio estd contenido en el cubo de unidad M
S

[ng voces y por tanto el cubo déla unidad esta contenido en P
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g veces b

P=S£rM
ngs
Caso 3?
Dem.laes la misma que en la geora. pl. § 20, basta afiadir otro
namero inconmensuytable.
Dem. £& Siendo a, b, ¢ los numeros inconmensurables de las aris-
tas del paralelepipedo rectangulo P, y a', V, ¢' numeros comensu-
rables y variables, -ze modo que
lim. aEa, lim. b'=b, lim. c'=c
de donde lim. a'b'o=abc
ademas siendo a ZZ\/I =P 7 se aproximara P7 masy mas a P si
lo hacen .a7 b7 cl respectivamente a las aristas a, b, c, Glbien
lim. P'=P.
Ahora tenemos:
Iiih[a?o'c'.M]zabc.M y limP'=P
ademas es siempre a'b'c'.M=P’
luege abc.M=P [Pl. §24.1

Nota. La forma algebrica aXbXc 6a.b.c puede denotar
al smismo tiempo un paralelepipedo cuyas dimensiones son a, b, y
C énun producto gne denota cuantas veces la unidad de volumen
esta contenido en el volumen de dicho paralelepipedo.

Por lo mismo un cubo cuyo lado sea igual & ¢ se denota por cs.

Teor« 5% [fig. 41]. Dos paralelepipedos son iguales si tienen
la base inferior comun y sus bases superiores entre las mismas pa-
ralelas.

Eip.EK+ HL.
Tes. Paralelepipedo AG=Paralelepipedo AL.

Dem. Los dos prismas triangulares AJEHMD y BKEGLC
bou congruentes, pues tienen todos sus elementos iguales y dispues-,
tos de la misma manera y en el mismo sentido; ahora restando de
todo cuerpo alternativamente uno de estos prismas se tendra una
vez AL y otravez AG, luego AG=AL.

$

Teor. 6* [figc42]. Dos paralelepipedos son iguales si tienen
la base inferior comun y sus bases superiores en el mismo plano.

Dem. Prolongadas las rectas EH y EG ademas LM y KJ
hasta que se corten, esta formado un paralelogramo congruente con
la base, ahora unidos sus puntos con los respectivos de la base
tenemos un nuevo paralelepipedo AP, del cual sabetnos

AP=AG, AP=AL [Teor. 51

nego ~ AG=AL. _ .
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Cor. Todo paralelepipedo oblicuo se puede transformar en otro
recto de igual volumen, pues basta levantar desde las vértices de
la base inferior perpendiculares a ella hasta que corten al plano de
la base superior.

Teor. 7. |figg 431. Todo paralelepipedo recto puede transfor-
marse en un paralelepipedo rectangulo.

Dem.Sea.AF el paralelepipedo recto y AG, DH, CF, BE
sus aristas perpendiculares, luego sera AGHD un rectangulo.
Ahora bien, tomemos dicho rectangulo por base y levantemos des-
de A, D, H, G perpendiculares a esta hasta cortar al plano de la
base opuesta y tendremos en este plano el rectangulo LNPM, des-
pués uniendo sus puntos con los respectivos de AGHD tendremos
el paralelepipedo rectangulo AP igual al recto AF, pues tienen
una base comuii y la otra entre las mismas paralelas;

Teor. 8 [fig* 43]. El volumeii de todo paralelepipedo es igual
al producto de la baso por la altura.

Dem.Imaginémonos Sobre el paralelogramo ABCD como base L
paralelepipedo cualquier Q de alturaigual a la AGdel paralelepipedo
recto AF* de donde tenemos siendo AP el paralelepipedo rectangulo
correspondiente

~ » Q:AF:AP
Sabemos que AP=ALMDVAG [teor. 4]
pero ALMD=ABCD
BJego ap=abcdxag
g=abcdxag.

Cor. Todos los paralelepipedos de igual base é igual altura soti
iguales, pues tienen el mismo volumen.
14 )

m %
e

N

Teor. 9- [figk 44]. Todo paralelepipedo recto se descompone
en dos prismas triangulares iguales por medio de un plano diagonal
gue es perpendicular a la base.

Hip. FHDB el plano diagonal y 1ABCD.
Tes. ABDEFH=CDBGHF. ~

Dem. Pongase BCD sobre DAB de modo que caigan B en D,
CenA yD enBy estaran CG en AE, DH en BF y BF en
DH, por sertodas las rectas perpendiculares al plano ABD éigua-
les entre si (hip.), luego coinciden todos los puntos de un prisma
con los respectivos del otro, y por tanto los prismas triangulares
son congruentes entre Ssi.

N § T [ *

Teor. 10. (fig. *55). Todo paralelepipedo oblicuo'se descompone

en dos prismas triangulares iguales por medio de im plano diagonal,
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Bip. ACGE, es el plano diagonal del pa ale'epipedo oblicuo AG.’
Tes. ADCGHE=ABCGEF.

: Dem. Tracense por los dos vértices A y E planos perpendicu-
lares a la arista AE, y tendremos un paralelepipedo recto AbcdEigh
que resulta prolongando laa caras del prisma oblicuo; ademas el
paralelepipedo oblicuo es igual al recto, pugs la base AEHD es
igual & la. AEhd y la altura es comun [II, O cor.]

Ahora considerando los cuerpos AcdCD y EgliGH vemos que
son congruentes, puesto que poniendo Acd sobre .Egli en sus pun-
tes correspondientes caeran c¢G en gG y dD en hH pues son res-
pectivamente iguales y perpendiculares, al mismo plano Egli; luego,
coincign todos los puntos correspondientes delos dos cuerpos y por
tanto Wbn congruentes; De donide se sigue

ACDEgh-fEghHG=ACDEgh+AcdDO
6 ACI)EGH=AcdEgh

va sabemos que AcdEgk=AcbEgf=£Ag [I1459] -
luego ACDEGH=""Ag=¢AG [II,8cor.]

de donde porser ACDHEG + ACBFEG=AG
éera ACDHEG= ACBFEG.
- N » 5 # \Y -m
Cor. 1. EI volum(en do un prisma triangular es} igual al produc-
to de su base por su altura, pues el prisma triangular es la mitad
de un paralelepipedo de doble base y de la misma altura [teor.J ,
Cor. 2. EIl volUnipn do un prisma triangular ps también igual
a la mitad del producto (le uua cara por su distancia a la arista
opuesta; pues completando el prisma triangular a un paralelepipedo,’
este serael doble del prisma.

Teor. 11. [fig. 46.] EI volumon de un prisma cualquiera es igual
al producto de su base por su altura.

Dem. Trazando desde la arista BG planos diagonales, Be des-
compone el prisma principal en tres pris triangulares que tienen
con el total la altura h comun; luego Uera, denotando per Pt el
prisma total, .o
Pt=BAEXIi+BEDXh-fBDCXh
6 Pt=[BAIEE+BED+BDC]X" =
luego Pt=ABODEXIi*

Cor. EI volimen do un prisma es también igual al producto
de la arista pbr uua seccién perpendicular; pues esto tiene lugar pa-
ra un prisma triangular. [Dem. del teor. 10.]

Bota. El area lateral de un prisma es la suma de los parale-
l6gramos laterales, y por consiguiente es igual al producto del pe-
rimetro de la base por la altura de los paralelégramos, pues todos
éstos tienen igual altura; dt dond* se sigue que ei area de UU' prft-'
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rma recto 6 regular es igual al producto del perimetro por la altura

del prisma;
8 11. PIRAMIDES.

Explicacion”.

la So llama piramide el poliedro cuya base chun poligono y
cuyas caras son tridngulos que concurren en un mismo punto.

El punto comun so llama cuspide.

Altura es la perpendicular bajada desde la cuspido basta la
base.

Cor. El numero de las caras triangulares es igual al numero do
los lados de la base. :

Nota. Si se une un punto fuera del plano de un poligono con
los vertices de este, «e tendra una piramide*

?a La piramide es triangular, cuadranguiar, pentagonal &a>
segun gque la baso es un triangulo, cuadrilatero, pentagono &a.

Cor. Una piramidaascuyii base es un poligono den lado se pue-
de descomponer en [n—£] piramides triangulares [fig. 47J

3a La piramide es regular si su base es un poligono regular
y la cuspide esta situado en la perpendicular levantada desdo el
centro de |a base a ella*

Cor. 1. Todas las aristas de una piramide regular son igua-
lesy tienen lamisma inclinacion respecto de labase, pues pertenecen
atriangulos rectangulos congruentes si se unen sus puntos extremos
con el cenfro de la base.

Cor. £. Todos los triangulos laterales son congrueniés entre si,
pues tienen respectivamente iguales todos los lados.

Cor. 3. Dichos triangulos tienen la misma inclinacion respecto,
a la base, lo que se manifiesta trazando los apotemas de aquella;

4a Se llama tronco de una piramide la porcién de ésta compren-
dida entre la base y una seccion paralela a ella.

5a EIl &area lateral de una pirdmide regular.es igual & la mi-
tad del producto del perimetro de la basé por la altura de uno do los
triangulos, pues todos estos son congruentes entre si.

Teor. 12- Higf. 481- Toda seccion paralelad la base de una pi-
ramide es semejante a esta.

B BCD " abed.
Tes. ABCD/™abcd.
S * ' > *

M AB:ab=BP;bP=BC:be= CP:cP=&a.
luego AB:ab=BC:be=CD:icd=DA:da
ademas es <"ABC=abc, BCD=bcd, &a [1,6]
luego ABCDr”abcd.

- t # # 4

Teor* 13* [figr 48]). La base y la seccion paralela de una pi-
ramide estan entre si como los cuadrados de sus distancias a la
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mp. ABCD 4;lilicdy PE la altar,
Tet. ABCD:abcd=PEL:Pe2

Dem.Uniendo B con E y b con e las rectas BE y be son pa-

ralelas entre si [I, 13]; do donde tenemos

PIi:Pe—PB:Iib: B:ab
P PE :Pez;AB ‘apl ’
pero ABCl):abcd=AB :ab2 [P1. Vil, 29
luego ABCD;abcd=PE2:Pe2.
# ) ' ' %

Cor. Si dos piramides de igual altura se cortan por planos a
igual distancia del vértice y paralelos a sus bases, las secciones y las
bases son proporcionales entre si; y si las bases son iguales las sec
cioncs también lo seran.

Dem.Denotando la altura igual y la distancia igual por h Yy d,

ademas las bases por B y B'. y las secciones respectivas por by b’
tenemos * W ' - ® < e
h 2:d 2: BV

b=
=B' sera b=bl

B
luego si - B

> [ _J
Teor- 14- [fig- 49]. Dos piramides triangulares son iguales si
tienen la base y la altura igual.
e *

Hipp.ABC:A'B'C' y ED la altura comun.
EP=F. f

Dem. Estando las dos piramides sobre el mismo plano, divi-
damos la altura comin DE en n partes iguales™y por los puntos
de divisidbn bagamos pasar planos paralelos a las bases, de modo
que formen secciones iguales en las piramides [Il, 13. cor.]. For-
mando ahora sobre estas secciones como bases prismas internos, es-
tos seran iguales, pues tienen igual base y altura; luego las sumas
de los prismas de la una piramide y de la otra son iguales, y per-
maneceran iguales dividiendo DE en mas partes iguales y repitien-
do la misma construccion. Pero siendo, las paites de DE siempre
mas pequefias, la suma de los prismas se aproximara masy inas a
la piramide, de modo que la diferencia entre estos puede ser menor
gque toda cantidad asignable, y por tanto denotando por S la suma
de los prismas de P y por SUa de P', tenemos

v

lim. St=P, Ilim.S'=P*
ademas es siempre. S=S"'
luego : P=P"' [Pl §24].
*

* L J

Teor-15- [fig- 50J. Todo prisma triangular Be. puede descom-
poner en tres piramides triangulares iguales.

Dem, Haciendo pasar por ACE un plano, se “iyide el prisma
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en la piramide triangular ACBE y en la cuadrangular ACFDE]
la dltima se devscompone por un plano que pase por DCE on los dos
triangulares AI)CE y EDCE.

Abora bien, las dos ultimas piramides son iguales, pues ticueq
las bases ADC y EDO igualesy la cuspide E comun; ademas la
piramide EDCE es la misma que DFEC, pero DFEC es igual a
ACBE, pues las bases ACB y DEE. son iguales y tienen comun la
altura del prisma. Luego las tres piramides en las cuales hemos des:
compuesto £l prisma spn iguales entre si.

Cor. 1 Una piramide es la tercera parte de un prisma que
tiene la misma basé ) altura.

JDem. [flg. 50f. Teniendo la pirdamide ACBE siempre se puedo
completar un gprisma; pues trazando EE paralela 6 igual a BC vy
ED paralela Uigual & BA y uniendo los puntos respectivos se ten-
dra un prisma de igual base y altura, y ademas la piramide es' fa
tercera parte del prisma.

Cor. 2El volumen de la piramide triangular es la tercera
parte del producto de la base por la altura; pues el volumen de la
pirdmide es la tercera parte del volimen de un prisma que tiene
la misma base y altura; ya sabemos que el volumen de este prisma
es el producto de la base por la altura [II, 11].

Teor. 10- EI volimen de [una piramide es igual al tercio dol
producto de la base por la altura.

Dem. Descomponiendo la base por diagonales en triangulos y
por tanto la piramide en' pirdmides triangulares [fig. 47] que tic-
nen la altura igual, el volimen de toda piramide es igual al ter.
ci0 del producto de la suma de los triangulos [que es la base tota]]
por la al

Cor. 1. D;os piramides son proporcionales & los productos de las
bases por las alturas.

Dem. Siendo b, V las basesy i, h' las alturas do loa pirami-

des P y P, - ' * o W
tenemos =$bh y P'=Jb'h’
luego P:P'= £bh:&Eh'=bh:b'h’'.

aor. Z.J Siendo I?s bases iguales tenemos
P:P'=h:h'

Cor. S. Siendo las alturas iguales tenomos
P:P'~b:b<

Cor. 4, Siendo al mismo tiempo iguales las bases y las altura*

tenemos
x P=P".

Teor. 18* [fig. 48]. Denotando en el tronco de piramide
ABCDabcd la base inferior ABCD por b, la base superior abed por
b'y la altura Ee por h se espresa el volumen por la formula siguiente:
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Y=jli[b-fo'+yb.F| N
Bem, Siend» x=Pe t{gnemos
Y=Jl)[h +x]-¢ V.

Para determinar x apliquemos el teor. 13, y temlremoj:
t - *

[h-}-x]2:x*=b:V

6 h-fx:x=yb;yb’'
de donde h:x=yT)—yb":y
luego T VvV :b' .
y'b—w/b'
jle donde . tVT»'[VC+Vi?]_ kv + VCb'
tl-b' b'b'
h+T-h+hb'+vw ~b-b'+b'+vi”?
luego A T b o b
. .., bviIn
¥ h+1=h b-b'

Poniendo ahora los valores de x y [li-J-x] en la ecuacién
mera tendremos

Y =3 bhE+yTC'—JohAzhyiiliL
5" Y 5 HYy

i A
'{'/r/\ S/\anbyE Eb%_k/).*—b Y, 7

luego

PN rb+bHfbfyl+v/bA[b~vi
\/

loqueda Y==Jh[b-fb'+ y bb’]

8 12 POLIEDROS REGULARES.

Teor. 19. Eo hay mas que cinco poliedros regulareis, y son:

triangulos regulares,

20 tetraedro terminado por

0 octaedrO.....cccceevveeeeeee AN i
3? 1cosaedro.....cccccoeeveieeec AV
40 exaedro.......ccoeeeuneennenn. adrilateros/egulares,
5? dodecaedro.......... pentagonos regulares.
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Dem. El fundamento de la demostracion es ol teor. 25 del
Cap. I, & saber: la suma de todos los angulos planos de un angulo
solido es menor que 4R 0 S<"MA4R.

I o Reuniendo tge triangulos equilateros para formar'un angulo

solido tenemos S = ="-R
luego ' * S<jtR vy resulta el tetraedro.
20 Reuniindo 4 tridngulos equilateros tenemos
S=4.-fR=£R
"Juego S<4.R vy resulta el octaedro

S? Reuniendo 5 tridngulos equilateros tenemos
JS=5.8R=VR

Iuegol S<4R )= resulta el
Pero reuuiendo 6 triangulos equilateros, tenemos
S=G.8R
luego S=4R y tomando 7, 8 &a.
siempre sera S>"NR; de donde so sigue que por ol trian-

gulo regular solo se pueden formar 3 cuerpos regulares.

40 Reuniendo 3 cuadrados para formar un angulo sélido, pone-

mos
S=3.1R

luego S<14R vy resulta el cubo 0 exaedro,
Pero tomando mas c

0% -

S<4R.

uadrados no se cumple la condicion
' * «t

5? Reuniendo 3 pentagonos regulares para formar un &ngulo

! *

sélido tenemos -
S=3.fR=VR
luego S<™MR vy resulta el dodecaedro.

Pero tomando mas pentagonos regulares no se cumple la condi-
cibn S<j4R.

Ahora bien, podemos facilmente ver. que no se pueden reunir
los angulgs de 16s otros poligonos regulares para formar un angulo
solido de O caras y mucho menos para formarlo con mas caras.

Un angulo de un poliedro regular es igual &

”»

[2n—4jR : 2R —-R
n n
luego sera
S=8, [2R— CR— i 2R
pero siendo n">5 sera ~2’\ 2R

t por tanto nunca so cumple la condicion
" s<4R.

4
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Teor«ArZ/O« Ui

. 52J. Todo poliedro regular tiene un punto que
equidista delas atas V' Vertices. d punto g

as 'y vertices.

. Nota. Aunque'la ‘construccion scaj’aplicable a todo poliedro la
liaremos para mas facilidad en un triedro.

& Dem.1? Unidos los centros E y E' de dos caras adyacentes
con el punto medio F de la arista comdn, &l angulo que forman fas

dos apotemas es la medida del angulo diedro, y su Plano sera per-
pendicular a los dos planos por ser perpendicular a la seccion co-
mun; luego; las perpendiculares levantadas en los puntos E y E' <R

las dos Caras estaran en diclio_plaiio [I, 21 cor. Zﬁ Y Ifpr tdino so
cortaran de manera que OE=0E/ por ser "EOQOFI"E'OF,
~_Ahora bien, levantando en el centro E" de la cara adyacente
a CDA una perpendicular, esta pasara por el punto Oy esigual a
OE', pues la.cara CDB esla misma que ADB, solo esta opuesto
a otro lado igual, pero.con la misma incliuacion que untes, y por
tanto resultaran [as mismas relaciones. _

Ya se ve que de esta manera se puede extendger sucesivamen-
te la demostracion a todas las caras, y por consiguiente O equidista
de todas las caras. _

20 Por ser (\OE'C=0EB [P1.1I, 7| se SI?UG que CO=BO,
lo que tiene lugar con todos los vertices, luego el punto O equidista
de todos los vertices. U,

~ Nota. EIl punto O se llama, centro del poliedro regular, la
distancia de O 'a los vertices radio y la distancia de O de las ca-
U ras apotema.

i

. Teor. 21 El volumen de- untpoliedro reghlefr es ig*ual al
lercio del producto de la superficie de este por su “apotema.

Dem.Unidos todos. los vértices con el centro, el Poliedro esta
descompuesto en tantas piramides cuantas son sus caras, y laaltu-
ra de todas estas es el apotema.

. §13. APENCIOE AL CAPITULO II.
1(_ |. Obelisco:

. : > ! e \
1 ilo Obelisco es un poliedro convexo terminado por dos bases pa-
ralelas de iguai nimero de lados que son ordenadamente de dos
en dos paralelos, ademas por solas caras laterales cuadrilateras,
cuyos dos lados son los dos paralelos de las bases.
ABCDEabcde [fig. 53] es un obelisco. o
~Cor. 1. Las caras laterales solo pueden ser trapecios 0 para-
lelogramos. L,
. Cor.2. El tronco de piramide puede considerarse como un obe-
lisco cuyas aristas prolongadas se encuentran en un mismo, punto._
Cor. 3. Haciendo pasar por el punto medio de una arista la-

| Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



toral un plano paralelo a la bsno, el perimetro de Ia SeCCTn]. asara por
todos los puntos medios do las otras aristas laterales | , Y por
tanto se llama seccion inedia.

Cor. 4. Un obelisco cuyas bases* son triangulos es ai mismo
tiempo un tronco de piramide, pues sus aristas prolongabas pasan
por el mismo punto [I, 4 cor.]

2* Prolongando dos caras'opuestas de un obelisco de cuatro'
caras se tendran dos troncos de piramides cuya diferencia es el
obelisco.

Dem. [iig. 54] Prolongando las caras ABab v 1)Cdc hasta que se
corten por Ja arista eE tendremos los troncos de piramide BOEbce y
ADEade, ademas la diferencia cutre estos es cabalmente el obelis-

co corno manifiesto la figura.
Prolongando dos caras opuestas de fin obellsco de Cinco caras

[fig. JOJse tendran un obelisco de cuatro caras y un tronco de pira-
mide cuya diferencia es el obelisco de cinco caras [fig. oqg]; en ge-
nreral se puede prolongar dos caras de un obelisco de n caras late-
rales, de manera que se tendran un troncé de piramide y un obe-
lisco de [u—Jl] caras, cuya diferenciaos igual a! primer obelisco.

Nota, La diferencia de las bases respectivas sera también igual
a la del primer obelisco; [Véanse las fignras.]

40 Para esprésar el volumen de un tronco de pirdmide por
sus bases b, b'y la seccion media m, apliguemos la formula encon-
trada en la demostracion del teor, 18.

h:x=y/o—ylbr.ylb
luego' Jhx=y/nF-y/u7y/|T'
6 h:x=2 [ylIm—y/b7Ly/F
luego 2y/|ﬁ"—2y/br= y/FLy/b'
6 2yAu=y/b-f- y/b'
luego 4m=Db-(-b/-{-2\ZUp’
6 VIbC'=2m —

Poniendo eI valor encontrado de y/bb en laiv/AJhAb-f- b +y/bb]
tendremos una otra que esprésa el volumen del tronco de piramido

==3b[1 (b+b?)-p2m] *

50 Denotando las dos bases de un obelisco cualquier por B vy
B'y la seceion media por M tendremos para el volumen la mis-

ma féormula del n? 40
V=iL{(B+B")+2M].

Dem.la pkré].un obélisco de cuatro'carda. Sabemos que su yo»

I[imen es la diferencia entre dos troncos de piramide [fig. 54]i
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Ahora bien, denotemos por C, C', N las bases y la seccion media
del unoy por D, D', S las del otro y tendremos

< V=JhU(C+C")d-2N]-Jh[i(D+D")+2S] ‘

6 V="Ili[¢(C-D+C'-D")+2(N~-S)]
fi) poro sabemos que C—D=B, C'—D=B"', j9—S=M
luego V:pL[E(B+B')—|—2M]

Dem.2a para un obelisco cualquier.

Si tenemos un obelisco de cinco caras denotemos por C, O', N
las bases y la seccion media del obelisco de cuatro caras y por
1), D', S lasdel tronco de piramide, y tendremos las mismas formulas

ay (iy por tanto la ultima.

De donde se ve que de manera semejante podemos proceder
hasta el infinito y siempre tendremos la misma férmula final y por
consiguiente se verifica en general:

V=¢;hL¢{(B+B'H-2MJ
k v E . |

Isota. La definicion mas general del obelisco es la siguiente:
Obelisco es un poliedro convexo terminado por dos bases paralelas
y ademas por solas caras laterales, cuyas aristas pasan por dos vér-
tices de las bases.

En esta definicion estd incluida la que hemos puesto en el n°
1°, sinembargo es mas general, pues las caras laterales pueden ser
triangulos. Ademas se verifican también en esta definicion el cor. 2,
cor. 3, cor. 4 y n®°2,3,4,5 ypor tanto la formula que espresa el
volUraen.

Podemos decir mas, que dicha definicion como comprende la
del prisma asi la de la piramide, con tal que se quiera conside-
rar la cuspide como plano indefinidamente pequeiio y paralelo 6 la
base. De donde se sigue que la formula

V=Jb[]|(B+B")+2M]
es general relativamente & los poliedros considerados.

Il. Prisma recto triangular truncado.

1? Expl-.Se tiene un prisma trancado cuando se hace pasar
por gl prisma un plano oblicuo & la base.

®EI volumen de un prisma recto triangular troncado [figSG.j es
igual & un tercio del producto do la base por la suma de las tres aris-
tas; esto es, siendo b la base y p, q, s las aristas

V=ib[p+q+s]
Dem. Hagamos pasar por el punto estremo D de la arista me-

nor AD un plano paralelo a la base, que divide ol tronco en un
prisma recto y una piramide.
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Ahora bien, denotemos AD porp*BF por g, CE por s. CB
por n y por h la distancia del punto D del plano EFCB, ademas
por V' el volumen del prisma y por Y" el de la piramide, y ten-
dremos:

V=Y'+y"
=b.p=JCBGH.h=Jpnh
y V"'"—&[EFGHJ=]h.n. *1+«—2P
ya sabemos que |pnhs=b.p
y por consiguiente sera nh=~4b
luego Y":Jb[q—)—s—2p]
» V=bp+ib[q—f—8—,2p]=Jb[3p+q—|—B—2p]

6 V=Jb[p+qg+s].

CAPITULO IlI.

\ Cilindro y cono-

§ 14. CILINDKO.

Expl. Se llama cilindro el cuerpo engendrado por un rectangu-
lo que gira al sededor de uno de sus lados llamado eje.

La lig. 57 representa un cilindro cuyo rectangulo generador es
OO'BA 00" el eje.

Cor. L. Las bases de un cilindro son circulos iguales, pues to-
dos los puntos determinados por A y B tienen igual distancia de
Oy O', ademas OA y O’ EO taran glrarznlo siempre en el misma
plano perpendicular al eje 63 cor

Cor. £. Las base ?f un C|I|ndro son paralelas entre si, pues
son perpendiculares éb "y portanto el eje es al mismo tiempo
la altura.

Cor. 3. Levantando en un punto P de la circunferencia de la
base una perpendicular a ella hasta cortar la otra, esta estara
toda en la superficie del cilindro, pues dicha perpendicular es cabal-
mente la ppsicion del lado generador AB en este punto.

Cor. 4. Haciendo pasar por un punto P de la circunferencia de
la base de un cilindro un plano perpendicular & ella, este formara
en la superficie lateral una recta paralela é igual al eje.

Bema,La pgrpendicular PQ estara toda en el plano perpendi-
cular [I, 2 cor. £Jy al mismo tiempo en la superficie lateral segun el
cor. 3, luggo es recta comun y ademas paralela € igual al eje [cor. 3].

Cor. J. Si corta dicho plano a la circunferencia de la base, la
seccion del cilindro sera un rectangulo, pues formara en la superfi-

cie lateral dos rectas paralelas € iguales entre si [cor. 4], ademas
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estas son perpendiculares &'la base [cor. 4] y por tanto & la recta
que las. une en la base. *

De donde se sigue que si el plano perpendicular pasa por el
eje formara un rectangulo cuyos lados sou el diametro de la base
y la alturaadel cilindro.

Cor. U. La superficie lateral de un cilindro puede desarrollarse
en un plano; pues lo pueden al mismo tiempo las dos circunferencias
de las bases, y por tanto todas las rectas que unen dos puntos cor-
respondientes de ellas; en el supuesto estaran todos los puntos de la
superficie lateral en el mismo plano, pues todos los de esta estan

situados en la recta que une dos puntos correspondientes PP' de la
circunferencia de la base.

Teor* 1« [fig* ’\8]. Toda seccion paralela & la base de un ci-
lindro es un circulo igual a la base.

Dem.Haciendo pasar por un punto cualquier P" del perimetro

de la seccion y por el eje un plano, sera

O'/p/™op I, 18]y PP":j:00" [cor. 5 de la expl.]
luego POO"P" es un paralelégramo

. OP=0"P"

y por tanto todos los puntos del perimetro de la seccion tienen igual
distancia de O", luego la seccion es un circulo, ademas su ra-
dio esel de la base, luego la seccion es igual a la base.

Teor* 2* [fig. 59]. EIl area de la superficie lateral de un cilin-
dro esigual al producto de la altura por la circunferencia de la base.

Dem.Formando en la base inferior un poligono regulary le-
vantando en los vértices perpendiculares hasta cortar la base supe-
rior, tendremos un prisma recto regular que duplicando succesiva-
mente los lados se aproximara mas y mas al cilindro tanto en su
superficie como en su volumen.

Ahora bien, denotemos por Sy S'las superficies laterales del
cilindro y del prisma por p el perimetro de la base del prisma, por
C la circunferencia del cilindro, ademas por r el radio de G y por
h la altura comun, y tenemos:

S'=h.p
pero lim. S'==S y lim. hp=C
luego S=C.h=27r.r.h

Teor* 3* Jig* 59]. EI volumen de un cilindro es igual al produc-
to de la base por la altura.

Dem. Hecha la construccion como en el teor. 2 denotemos
por V, Y' los voliumenes del cilindroy prisma y por b, b' las ba-
ses respectivas, y tendremos:

Y'=h.b'
lim.Y'=Y vy lira,hb'=hb
luego V=hb=7rr*h.
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§15. CONO.

Uxpl. Se llama coreo el cuerpo engendrado poj nn triangulo
rectangulo que gira al rededor de uno do sus catetos llamado eje.

La iig. @ ABC esun cono, COB 6 COA es el triangulo ge-
nerador, (JO el eje, lacurva descrita por B es la base, el vértico O
del triangulo se llama cuspide del cono.

Cor. L. La base de un cono es un circulo cuyo radio es el ca-
teto movil; pues todos los puntos determinados por B tienen igual
distancia de O, ademas OB estara siempre en el mismo plano per-
pendicular aleje [1,8 cor. 2J. Do donde s®sigue también que el eje
es la altya del cono.

Cor. £. La recta que une la cuspide con un punto cualquier P
do la circunferencia de la base, esta toda en la superficie lateral del
cono y su longitud es constante, pues la recta CP es la posicion do
CBen el punto P.

Dicha recta se llama lado del cono.

Cor. 3. La seccion de un plano que pasa por el eje de un cono
es un triangulo isésceles, pues

CP=CB=CP" [cor. 2].

Cor. 4. La superficie lateral de un cono puedo desarrollarse en
un plano; pues lo puede [estando la cuspide C fija en el plano] la
circunferencia de la base, y por tanto todas las rectas que unen el
veértice con los puntos de ella; en este supuesto estaran todos los
puntos de la superficie lateral en el plano, porgue no hay ningun
punto fuera de dichas rectas.

Teor* 4* [fig. 61]. Toda seccion paralela a la base de un
cono es un circulo.

Dom. Haciendo pasar por un punto cualquier P del perimetro
de la seccién y por el eje un plano gue forma en la superficie la recta
CPQ, unimos O'con Py O con Q y sera siendo COA el triangulo
generador

OD+O0OA ) OTifrOQ

luego DO"AO=CO0O/:CO=PO0O,:Q0
0 DO"PO'=A0:Q0
pero es AO=QO luego DO'=PO".

Do donde se sigue que el perimetro de la seccion tiene en todos
sus puntos, la distancia DO del punto O' y por tanto esta es un circulo.

Cor. 1. Las circunferencias de la base y de la seccién son pro-
porcionales & las distancias del vértice; pues son entre si como sus
radios y estos como dichas distancias.

Cor. 2. La seccibn y la base son proporcionales a los cuadra-
dos de las distancias respectivas del vértice; pues los dos circulos
estan entre si como los cuadrados de sus radios y estos como los do
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Teor- 5- El éareade la superficie lateral de un cono es igual
a la mitad del producto de la circunferencia de la base por el lado
del cono. * ,

Dem.Formando en la base un poligono regular y uniendo
vértices con la cuspide del cono, tendremos una piramide recta re-
gular la que sise duplican suceesivamente los lados seaproximara
mas y mas al cono tanto en superficie como en volumen.

Abora bien, siendo S y S' las superficies laterales del cono y
de la pirdmide py p' los perimetros respectivos de la base, el
lado del cono y f la altura de la cara lateral de la pirdmide, r el
radio de la base, tendremos

87 Jp7|

pero limS'sS imJpT=Jdpl
luego —lel—

Teor. O El volimen de un cono es igual al tercio del produc-
to de la base por la altura.

los

Dem.Haciendo la misma construccién que el teor 5, sean'Y

y V7Ios volimenes del cono y de la piramide, by bl las bases res-
pectivas, h la altura comun, tendremos:

Y Eanb |

pero limV'=V vy lij Abb~Jbb
luego ' V=¢bb=I r2b

Teor- 7- EI area de la superficie lateral del cono troncado es
igual ala mitad del producto de su lado por la suma de las cir-
cunferencias de sus bases.

Dem. Denotando en la fig. 61 AD por 1, DC por X, las cir-
cunferencias por Oye, el area lateral del cono mayor por S, y por
s, la del menor, tenemos

S=S,—s/= J[(il-(-x)C—xc]

6 S=J [I.C+x(0—c¢)J
ya sabemos que
C:c=I-]-x:x [teor. 4 cor. |

luego C—c:c=1:x
de donde [C—cjx=cC.
lo que si se pone en la férmula de arriba dara
S=¢ [IC+Ic]
0 S=il[C+c]= 7r|[R[r] :
o x n o 1t> *

Teor- O- Denotando en un cono truncado la base inferior por
B, la superior por b y su altura por b, se expresa el volumen por la

formula siguiente )
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Dem. ITaciendo la misma construccionjque en el teor. 5 tendremos
un tronco do pirdmide regulary deuotando por B' y b' las bases res-
pectivas sera

YNIhIB'+b'+VB7™']

pero liraV ' = y lirmrB'=B y limb'=b
luego Y=Jb[E+b+yTirFj
0 y = I'7rh[R2+ ri+R.r]

CAPITULO 1V.

Esfera.

8 1G PROPIEDADES FUNDAMENTALES.

Ediccadn Esfera es un cuerpo totalmente cerrado de una
superficie curva cuyos puntos todos equidistan de otro interior lla-
mado centro, [fig. 62] O es el centro.

La distancia igual se llama ay dian
sa por el centroy termina en ambos lados de la superficie, luego
el didmetro es el duplo del radio. Los dos puntos estrefiios de un
diametro son puntos opuestos de la esferaP y P'.

La esfera se puede considerar engendrada por la rotacion de
un semicirculo PBP' al rededor de su diametro PP', pues todos
los puntos de la superficie curva engendrada equidistan del centro
del semicigculo generador.

Cor. ﬁ. No hay mas que un centro en una esfera, porgque jun-
tando en otra suposicion estos, dos centros por medio de un diame-
tro comun se seguiria que los radios no serian iguales en la esfera
relativamente al mismo centro.

Cor. L. Todas las esferas de igual radio son congruentes, pues-
to que poniendo un centro sobre otro coincidirdn una superficie
con la otra, pues tienen en todos sus puntos igual distancia del cen-
tro comun.

Cor. 3. Laseccion de un plano que pase por el centro de una
esfera es un circulo cuyo radio es el de la esfera, pues la curva for-
mada en la superficie esta situada en un plano con el centro y to-
dos sus puntos equidistan del centro de la esfera, por ser puntos do
su superficie; luego la seccién es ~un circulo cuyo radio es el
de la esfera.

Cor. 4. Dicha seccién divide la esfera en dos partes iguales,
pues doblando la parte superior por el circulo comudn, necesariamen-

te coincidird con la parte inferior, porque en otra suposicion los ra-
Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



dios en una misma esfera no serian iguales.

Cor r5. Una secante no tiene mas que dos puntos comu-
nes con la superficie de la esfera.

Dera. Haciendo pasar por la recta y el centro de la esfera un
plano, es menester que los puntos comunes de la rectay la esfera
estén situados enla circunfrrencia formada, pero estos no son mas
que dos fPIl. 1V 15]; luego la recta tendra también con la esfera
solo dos puntos comunes.

Teor* 1« ffig- 62]. Toda 6900ion de la esfera por un plano es
un circulo.

Dem.Haciendo pasar un plano cualquiera por la esfera to-
memos dos puntos cualesquiera D y E en lacurva descrita, dgsgués
bajemos desde el centro O una perpendicular a dicho plano, sea tf@ y
juntemos los puntos respectivos y sera:

ACDONMNCEO

por ser 00 comun, OE=0D, <"OCE=0CD==R fconstr.], de don-
de tenemos CE=CD ¢ todos los puntos de la curva estan a igual
distancia de C, por ser D y E puntos cualesquiera; luego la curva es
una circupferencia cuyo centro es C.

Cor. L. La recta que une el centro de la esfera con el de la
seccion es perpendicular & ella y por tanto la perpendicular a la sec-
cibn en su centro pasara por el de la esfera.

Cor. 2. Siendo d la recta que une los dos centros, r el radio
de la seccion y B el del circulo, siempre tendra lugar la relacion si-

guiente:
r2= B 2—d2

Te donde se sigue

? Dos secciones de igual distancia del centro dela esfera 63n
Iguales € inversamente; puessiendo d=d' serar=r'y siendo r=r’
serad=d".

2?7 De dos secciones es la mayor la que mas se acerca al cen-
tro € inversamente; pues tiendo d<d' sera r™>r'

y siendo ri>r' sera d<nd.

3? Las secciones mayores son las giie pasan por el centro de k
esfera* pues en el caso en que no pasan sera siempre r<[B, pero en el
segundo r=B [d=0].

De donde el circulo cuyo centro es el de la esfera se llama cir-
culo maximo; y que todos los circulos maximos son iguales entre si.

Expl. Prolongando la recta que une los centros de la seccion
y de la esfera hasta que corte en dos puntos a la superficie de la es-
fera, se tendran dos puntos opuestos de ella que se llaman polos de
la seccion; y por tanto dos polos de un circulo, su centro y el de la
esfera, estan en la misma recta que es perpendicular al plano del
circulo.

Cor. 3. Todos los puntos de la circunferencia de la seccion

equidistan de los polos. Siendo eye' las distancias de un punto cual-
Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



— 40—

quiera, (le dicha circunferencia sera
una vez *[R— dI2f r23
otra vez 2—* [R-]-uJJ-] -r

luego donde sean los puntos loa valores respectivos de e ye' son
siempre los mismos.

:II « ! L g ] l I 1; *

Teor. % Dos circulos maximos de una misma esfera so cortan
mutuameDte en dos puntos opuestos de la esfera, ademas son bi-
sectrices entre si.

Dem.Los planos de dos circilos maximos pasan por el centro
luego tienen el didmetro comun, y por tanto también los puntos extre-
mos de él 6dos opuestos de la esfera, ademas el diametro comun divi-
de cada circulo en dos partes iguales, a sabor, los circulos maximos
son bisectyices.

Cor. L. Por dos puntos opuestos pueden pasar infinitos circulos
maximos, pues lo pueden por un diametro.

Cor. 2. Por dos puntos de la esfera que no son opuestos solo
puede pasar un circulo maximo, pues estos y el centro de la esfera
determinan solo un plano secante.

Teor* 3. (fig. 631. La distancia mas corta entre dos puntos
sobre la superficie esférica la mide el arco del circulo maximo.

Dem.Siendo D y XE los puntos de la*esfera y DME el arc
del circulo mayor, demos al otro arco cualquier DNE y & su angulo de
centro en C una vuelta al rededor de la cuerda comun hasta que los dos
arcos estén en el mismo plano. Con esto el centro C del circulo me-
nor quedara dgntro de DMEO, pues su radio es menor que el do
la esfera [teor. 1 cor. 2J, ademas por la misma razon estara el arco cor-
respondiente DNE fuera de DME vy por tanto es mayor que este.

Cor. 1. La distancia esférica entre dos purtos opuestos de la
esfera es ypa semicircunferencia maxima [teor. 4],
Cor. £. EI polo de un circulo tienefigual distancia esférica del

todos los puntos de la circunferencia respectiva; pues poniendo por
el polo dos circulos maximos cualesquiera, seran iguales las cuerdas
trazadas desde el polo hasta su circunferencia [teor. 1, cor. 3], luego
lo seran también los arcos correspondientes, pero estos son los de los
circulos maximos y por tanto lo son las distancias esféricas.

Cor. 3. EIl polo de un circulo maximo dista de su circunferen-
cia respectiva un cuadrante del circulo maximo 6 90°.

Cor. 4. Puede imaginarse que una circunferencia se engendra)
en la esfera por una vuelta de una distancia esférica al rededor de
un punto; el punto sera el polo de la circunferencia engendrada,
Asi en la fig. 62 la circunferencia cuyo centro es C esta engendra-
da por la distancia esférica PF y la circunferencia cuyo centro es O

, por la distancia esférica PG- 0 por un arco de 90°.

De donde es que el polo de una circunferencia de la esfera so

llama su centro esfeérico.
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Teor. 4- |fig 64). Cuatro puntos que no estan en un plano de-
terminan la posicion de una esfera.

J Dem.Siendo A, B, D, E los puntos, formemos dos triangulos
ABD y ABO cuyos centros CyO se determinan trazando desde
los purRtos medios de los lados respectivos perpendiculares [PIl. § 18,
probl. J]. Ahora levantando en los puntos O yC' las rectas CN y
O'M perpendiculares a los triangulos respectivos digo, que estas se
cortan; pues el plano CFC' es perpendicular a la arista AB, por
ser <ECFC/ el rectilineo del diedro DABE 11, 21 cor. 5], 2( port
to la CN esta en el plano CFC' y lo mismo C'M [I, 1cor
luego estas dos rectas estan en el mismo plano y por conS|gU|ente
se cortaran.

Ya sabemos que todas las superficies esféricas gqyle pasan por
ABD tienen su centro en la perpendicular Oli [teor, 4, cor. 1J, del
mismo modo todas las que pasan por ABC tienen su centro en
C'M.

Luego si una superficie esférica pasa al mismo tiempo por
los cuatro puntos, tendra su centro solo en el punto comun O de las
dos porpendiculares.

En efecto, pasara una por los cuatro puntos, pues

OA=0B=0OE [L 7 cor. 4]
Ly ' OA=0B=0D
0 OA=0B=00=0D.

Luego los cuatro puntos determinan una esfera, pues solo es pd-
sible un centro.

Cor. La construccion hecha resuelve el problema, encontrar el
centro de una esfera dada.

Teor. 5- Siun plano es perpendicular 4 un radio de una es-
fera en su punto estremo, no tendra mas puntos comunes con la
esferay por tanto es tangente.

Dem.La distancia entre todos los otros puntos del planoy el cen-
tro de la estera es mayor que el radio [I, teor. 7 cor. 3], luego es-
tan fuera de la esfera, y por tanto tiene el plano solo un punto co-
mun con la esfera.
Cor. Lo mismo vale de una recta bajo la misma condicion, pues
la razon no es diferente.

Teor. 6* La interseccion de dos esferas es um circulo.

Dem. Hagamos ar por los dos centros un plano y tendremos
la seccion de la fig. dando ahora a los dos circulos secante»
una vuelta al rededor de la central, los dos circulos describen ca-
balmente las dos esferas, y la perpendicular AP una circunferen-
cia comun & estas.

Cor. El circulo comun es perpendicular a la central por serlo
AP.

Nota. La fig. 65 manifiesta que las relaciones entre dos esferas
son las mismas que entre dos circulos. [Véase PIl. § 17].
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§ 17. HUSO ESFERICO Y TRIANGULO ESFERICO.

* Explicaciones.

I a Se llama liuso esférico la porcion ele superficie esférica compren-
dido entre dos simicircunferencias maximas secantes fig. 60 AEBFA.

Lados de un huso esférico son los arcos, y angulos las aperturas en-
tre dos arcos de circulos maximos, K3

2aEl angulo que fonnan entre si dos curvas se entiende ser
el mismo que el rectilineo que forman entre si los dos tangentes en
el punto de seccion, « ypor tanto para determinar un angulo esféri-
CO se kcesita trazar las tangentes a los arcos respectivos. Siendo
ffig. U] AOy AD las tangentes a los arcos AEB y AFB sera
<£CAD el que forman entre si dichos arcos.

Trazando ahora en el plano AEBOA la recta OE 1AB y en
el plano AFBOA la recta OF JAB gabemos que <EEOF es el
rectilineo del angulo plano EABF [8 Uexpl. 5]. Ademas se ve quo
OF y AD estan en el mismo plano del semicirculo AFB, pues
AD es la tangente al arco BFA en el punto A segun la cons-
truccién; por la misma razon AC y OE estan en el mismo plano
del semicirculo BEA; por consiguiente tenemos:

t * <4
AC 4£0OE vy en el mismo sentido
ADMNOF % »
luego <£CAD=EOF.

Ya sabemos que <ECAD es el angulo rectilineo del esférico
FAF y<(;EEOF el del diedro FABE, luego podemos tomar un
angulo diedro por su correspondiente esférico, ¢ podemos decir ol
angulo esférico es el diedro que forman los planos de los circulos
maximo” correspondientes.

De donde tenemos una importante consecuencia, a saber; lo dicho
de los angulos diedros se aplica & los esféricos.

3a Para medir un angulo esférico basta medir el angulo rec-
tilineo CAD 0 mejor el <EEOF, perorenemos la medida del angulo
EOF haciendo pasar por E y F un circulo maximo, y por tanto
el arco EF esla medida del <EEOF 0 del angulo esférico EAF.

Si pues podemos construir el arco EF sin la construccion del
<)rEOF tenemos una medida mas inmediata. Vamos & ver:

«<EAOF=B y <£AOE=E [constr] ,
,Iluego ai?. AF=90° y AE=90°
i!

. Por consiguiente basta para formar el arco EF tomar desde
el vertice A un are. AE=90° y AF=90° y la distancia esférica entro
E y F serd lamedida del angulo esférico A. De donde en general:
Para medir un angulo esférico se describe desde el vertice como

polo con unradio igual & 90° un arco una los dos lados
angulo Py este sera su medida.

Cor. 1. Dos circulos maximos secantes fokman en los dos puntos
de interseccidén angulos iguales, a saber: [fig. <" "FAE==<£FBE,

pues tienen por @EI%Itgc% r\%lcimz!fm%cﬁl{ or 'lI:Eulg:e'nio Espejo"
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Cor. 2 El circulo maximo que pasa por el polo del otro for*

ma el un angulo recto esférico, & saber:
fig. <EAFE=R, pues el plano EFO es perpendicular al plano
AFB- [I, 21].

a For ser iguales segun su medida los angulos esféricos y
sus respectivos diedros, podemos inmediatamente aplicar a los an-
gulos esféricos las propiedades de los diedros, a saber:

a. Los angulos rectos esféricos son iguales.

b. La suma de los angulos adyacentes esféricos es igual ados rectos.

c. La suma de todos los angulos esféricos al rededor de un
punto es igual & cuatro rectos.

d. Si dos angulos esféricos son iguales lo seran también sus
angulos respectivamente adyacentes.

e. Los angulos esféricos opuestos por el vértice son iguales.

f. En un punto de un arco solo se puede levantar un arco
perpendicular al otro.

a Se liana triangulo esférico la porcion de superficie esféri-
ca totalmente limitada por tres arcos del circulo maximo, ABO | fig
67], Gomo se ve en lafigura, tres circulos maximos forman ocho
triangulos esfeéricos

ABO
ABF DCE
ACE DBF
BCD EAF

Los triangulos ABC y DEF se llaman opuestos, pues los ver-
tices respectivos son puntos opuestos de la esfera.

Los lados de un triangulo esférico y sus angulos se pueden cs-
presar por grados.

7a Uniendo en la fig. 67 los vértices A, B, Gdel triangulo es-
ferioo con el centro de la esfera tendremo%gm angulo solido, que es-
ta representado separadamente por la fig.

El angulo B tiene la misma medida que el diedro COBA, lo
gue vale también de los otros, ademas la medida $e I°s angulos
planos BOG, BOA, COA son los arcos respectivos BC, BA, OA
por ser BO=CO=A0 vy por tanto todo el &ngulo triedro esta re-
presentado por un triangulo esférico; y como tenemos angulos trie-
dros* congruentes y simétricos, por la misma razén tegedremos trian-
gulos esféricos congruentes y simétricos. En lafig. los triangu-
los opuestos ABO y DEF son simetricos, pues tienen todos sus partes
iguales pero en orden inverso.

Cor. Los dos planos que pasan [fig: 67] por los puntos A, B, Cy
D, En F son paralelos, pues lo son las rectas BGy EF, BA y ED*

8a Esta correspondencia entre los angulos driedros y triangu-
los esféricos es la razon porque las propiedades de los triedros pue-
den inmediatamente aplicarse a los triangulos esféricos, a saber:

a. En todo triangulo esférico la suma de dos lados es mayor
gue el tercero,, y la diferencia menor.

b. La suma de todos los lados de un triangulo esférico es me-

nor que cuatro rectos.
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c. La suma (lo tados los angulos esféricos de un triangulo esfé-
rico es menor que (kis, pero mayor que dos rectos.
d. En un triangulo esférico se oponen
" A? & lados iguales angulos iguales,
? & angulos iguales lados iguales,
0 & mayor lado mayor angulo,
? & mayor angulo mayor lado.
e. Dos tridngulos esféricos son congruentes 6simétricos Si tie-
nen respectivamente iguales
E’? dos lados y el angulo comprendido,
0 dos angulos y el lado comprendido, , <
3? tres lados,
4* tres angulos.

9? Como hay angulos triedros suplementarios 6polares, asi hay
triangulos esféricos polares; y por tanto dos triangulos esféricos son
polares si los lados del uno son arcos suplementarios do los angulos
correspondientes del otro.

Para formar el angulo esférico polar aotro dado ABO ffig. 69J
describase en la esfera desde A, B, C como polos por un radio igual a
90° arcos que so corten en los puntos D, E, F yserael /*"DEF el po-
lar al dado é inversamente«

Deraost. Prolongando los lados del "ABC hasta que corten
a los del otro, demostremos

lo que D, F, E son los polos de los lados del triangulo dach

Por ser A el polo del arco DE, elpunto D dista de A 0°
y por ser B el polo del arco DF el punto D dista del punto B
90°, luegoel punto D es el polo del arco AB, de la misma mane-
ra se, demuestra que E es el polo del arco AO y F el de CB.

20 Demostremos que son triangulos suplementrrios. Por ser
JH lamedida de A, tenemos

<A +DE=JH+DE=DH +EJ
por ser DH=90° y EJ=9i)°

se sigue que * <£A+DE=1800.
De la misma manera se'demuestra que
B+DF=180°, vy e+EF=180"°.

El fundamento de esta demostracion es que los vértices de un
triangulo son los polos de los lados del otro, luego podemos concluir
eque también

<EF+BC=180°, E+AC=180°, D+AB=1800,

Tedr- 7- Dos husos esféricos de igual angulo esférico son con-

gruentes.
Dem.Por ser los lados semicircunferencias maximas de la mis-

ma esfera y los angulos por hipét. iguales entre si, los husos sobre-
puestos deben Coﬁrilﬁi'(ffle'(!é'Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"
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Teor. El area de Un huso esférico es a la de la esfera, co-
mo los grados del angulo esférico son a 360°.

Dem. Dividiendo el circulo maximo cuto polo es el vértice del
huso en 360 grados principiando del punto de interseccion de un lado
del huso, y trazando por dicho vértice y demas puntos de division
circulos maximos, la superficie de la esfera queda dividida en 360° par-
tes iguales (teor. 7), luego el huso es tanta parte de la superficie
de la esfera cuantos grados tiene, y por tanto la superficie del huso
es & la de la esfera como los grados de aquello son a B3D.

Nota. Si el angulo del huso esta espresado en partes mas pe-
quefias, se puede también dividir toda la esfera segun estas partes.

Teor* 9 |fig. 70]. Si un arco es perpendicular a otro en su pun-
to medio, los puntos estremos de aquello equidistan de cualquier
punto de la perpendicular.

Eip.AC=BC y MCJ_AB.
Tes,AP=BP. * .
Dem. Los tridangulos esféricos PCA y PCB tienen respectiva-
mente iguales dos lados y el angulo comprendido, luego tampbién
todas las otras partes, asaber,<EA=<£JB y AP=BP.

Teor* 10 [fig. 71]. ElI punto en donde se cortan dos perpen-
diculares levantadas desde los puntos medios de dos lados de un
triangulo esférico, equidistan de los tres vertices.

Eip.EO |CB, DO 'AC, AD=DC, BE=EC.
Tes. OA=0C=0B.

Dem. CO=0B [teor. 9].
CO-=0A ,
luego CO=0B=0A. |
Cor. 1 Desde el punto O como centro esférico se puede cir-
cunscribir un circuld al triangulo, de donde el punto O es el polo
du dicho girculo.
Cor. L. fig. 67.El triangulo esférico ABC vy el tridangt
ABC tienen el mismo circulo circunscrito, y por tanto la recta
gue une los dos cintros pasa por ti centroy es perpendicular al pla-
no ABC [Teor. 1, Expl.J
Lo mismo se verifica relativamente al triangulo esférico opues-
to DEF, ademas por ser simétricos los dos triangulos esféricos los
planos seran congruentes y por tanto sus circulos circunscritos se-
ran iguales.
Sabemos que los planos ABC y DEF son paralelos [§ 15.Expl.
7? Cor.J; por consiguiente los centros esféricos de los triangulos es-
féricos opuestos estan con el centro de la esfera en la misma recta,

0 los dos son puntos opuestos de la esfera.
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Ahora bien, cualquier punto dentro del triangulo esférico ABO
tiene un punto opuesto dentro fiel triangulo opuesto; porque un
punto dentro del triangulo esférico ABO debe tener su opuesto 4
los lados opuestos de los circulos maximos, cuyos arcos <forman el
triangulo, y por tanto solo resta para el punto opuesto la sperficio del
triangulo esférico opuesto DEF.

Con todo lo dicho tenemos la conclusion:

Los radios de los circulos circunscritos a dos triangulos esféri-

cos opuestos son iguales, y si el centro del uno es interior lo sera
también el del otro.

Lo que rale de los triangulos opuestos valdra de los simétricos
en general, pues el simétrico & uno es congruente con su opuesto,

Teor- 11 [fig- 72]. D o3 tridangulos simétricos tienen igual area.

p. AABC y A'B U son simétricosy 00" sus centros.
TesAABC A B'C".

em. Unidos los centros con los Vvértices,tenemos
AAOBseA'O'B" [§ 15, cxpl. 0"
ABOC Q™MB'O'C'
ACOANC'O'AY

luegp AAAN+[MOO0-f-COAMA'O'B'-I1-B'O'C'+C'O'A’

) aahc—AB(- |

Teor* 12 |fig. 07]. EIl area de gn tridngulo esférico es a Jade
la esfera como su exceso esféricoa O rectas.

Nota. Exceso esférico de un triangulo se llama la suma do tres
angulos disminuida en dos rectas y se denota por E.

Dem. Siendo S el area de la esfera, tenemos:

AABC+BCD:S= <"A[teor 8]
AABC+ABFS=
AAEC+FBD;S= <’\TB.41|’ [por ser ABC=DEFJ
luegp 3ABC+BCD+ABF-}-FBD:S=A+B-fC:4E
/
peroes ABO-fBCD-fDBF-)-ABF=£S
luego 2ABC+|S:JS=A-1-B+0:211
2AB0:JS=A+B-fC—2E XK

y por tanto ABC:S:E:8B.
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§ 18. AREAS Y VOLUMENES DE LA ESFERA Y SUS
PARTES.

Txplicaciones.
. 1* Se llama zona esférica la porcidon do superficie esférica
comprendida entre dos circulos paralelos, JKLM [fig. 62].

? Se llama casquete esférico la porcion de superficie eiférica
origiada por una seccion cualquiera, LMP" [fig. 62J.

“ Las bases de una zona son las dos secciones paralelas, yal-
tura la distancia entre estos 0 la recta que une los centros, C'C"
| [fig. 62).

4? La base de un casquete es la seccién y la perpendicular en
el centro limitado por la superficie esférica, C"P' [fig. 621

Nota P' es el punto medio.

5a Segmento esférico es la parte de la esfera limitada por un
casquete y su bazo, JIKQNC'P".

a S ectcr esférico es la parte de la esfera limitada por un cas.
quete y la superficie cdnica, cuya base es la del casquete y el veérti.
ce el centro de la esfera.

7a Corte esférico es la parte de la esfera comprendida entre
una zonay sus bases.

Teor. 13 [fig. 73). EIl area de la esfera es igual al producto
"de su didmetro por la circunferencia de un circulo maximo, a saber

S=2rC=4;rr2 ,

Dem. Siendo AC, CD &ay los.lados de un poligono regular
1de numero par de lados y CE LAB, DF |AB &a, hagamos girar
el circulo al rededor, del diametro AB y tendremos una esfera, é
Inscrita en esta un cuerpo compuesto de dos conos y muchos -conos
truncados.

El area lateral de un cono truncado cuyo lado es CD se es-
jresa siendo CG=GD y GHA~DF.
i == 2eCD.GH [I11, 7],

Trazando CK IDF sera

<3rDOK=0GH por ser OGj_DO

luego ADCK”M"OGH
de donde OG:GH=DC :CK=DC :EF
luego OG.EF=GH.DC

Iy por tanto =27t10G.EF.

Por la misma razon tenemos para el cono cuyo lado es CA

_ s'=2wOG'AB . .
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La recta 00=00" esel apotema [p] del poligono regular y
por tanto la misma para todos los conos truncados, ademas EF ea
la altura [lij, luego la formula

s=27rph

expresa el area lateral de cada uno de los tn neos y conos.
Ahora bien afadiendo todas las areas parciales tendremos el
area lateral del cuerpo inscrito:

S'=27p( j—Hg—}—Ii3—J—....)
pero es AB=li -|-h3-f-
t
.de donde ' S'= 2;rp.AB.

Esta espresion se verifica siempro cualquiera que sea el nUmero
de los lados, luego lo serd también indefinidamente duplicando los
lados, pero eso supuesto el area del cuerpo inscrito se aproximamas y
mas a la esfera, y por tanto podemos aplicar el teorema do los limites:

lim. S'=S
lim. 2/TpAB=?rrAB

?rrP:g=2r.0=4 Zrz

Co'* 1. EIl area de la esfera es el cuadruplo de la del circulo
maximo.

Oor. 2. EI éarea de la esfera es igual al area lateral de un
cilindro cuya base es el circulo maximo y la altura igual al dia-
metro.

Cor. 3. Las areas do dosesferas son proporcionales & los cua-
drados de sus radios

S :S,=4;rr2:47rr,2—r2:r,2

y siempre es

S'Z
luego S—

Teor- 14. EIl area de una zona 6 casquete esférica es igual
al producto del circulo maximo por la altura respectiva, a saber

S=C.h=27rrh

Dem. Duplicando indefinidamente los lados, la suma de las areas
laterales de los conos truncados entre EC y FD ffig. 73J tiene por li-
mite el area lateral de la zona desciita por el arco OD, y por lo mismo
la suma de las areas laterales entre A y CE tiene por limite el area
lateral del casquete descrito por el arco ACj por consiguiente aplican-
do_el teorema de los limites, tendremos

S=C.h=27rrh.

Teor. 15°EIl volimen de la esferaes igual al producto de su
area por el tercio del radio, a saber

V=Jr.S=1i7zr3.
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'Dem. Tomando en la superiicie de la esfera muchos puntos y
muy contiguos, Yy haciendo pasar por estos, planos tangentes, vere-
mos gue los planos inmediatos pronto se cortan, pues sus respectivos
perpendiculares estan muy proximos. Do donde se ve que todos es-
tos planos fonnan un poliedro no muy, distante de la esfera.

, Para determinar el volumen del poliedro, basta unir todos sus
vortices con el centro, y quedara descompuesto en piramides, que tie-
nen por altura el radio de la esfera, por ser todos los planos.tan-
gentes. Siendo V 7el volumen, S7 el area del poliedro tendremos

Y'=irS7

Doblando indefinidamente el nimero do puntos se sigue que
ePvolumen del poliedro se aproximara masy mas al do la es-
fera, y por tanto podemos aplicar el teorema de los limites.

IimV7=V , lim¢r.S7T=£rS
y por ser siempre VEIrST
sera V = tS=3%7ZT3.

Cor. 1. Una esfera es igual a la piramide que tiene por base
el area desla esferay por altura el radio. N

Cor. £, Los volumenes do dos esferas son proporcionales a los
cubos de sus radios

Y:Y,= %m3:17rr,3=r 3:r,3

Cor. 3. Si nn cilindro y cono tienen por bases circulos maximos
de una esfera y pqgr altura el didmetro de esta, estan el cilindro, la
esfera y cono entro si como 3:2:1 fdo Arquimedes].

Yo :V, :Vp=2Wr’ 7ri3:{|;rr =3:2:1;

- w 1

Tcor. 16- EIl volumen de un sector esferico es igual al produc-
to de subase por el tercio del radio; a saber

V=Sjr=g7ZT?2h.
V K \
* Deni. Lajfsiima de las pirdmides cuya suma de bases tiene por
(;imi& el casquete del sector, tendra también por limite el voliumen
del Uector correspondiente, y por tanto concluiremos ,como para la
esfera: : -
V=JSr==8tfr2h.

Teodr. 17* 1ng. 74]. Elvolumenxie un segmento esférico siendo
hsualtura [CP] y r el radio de la esfera se expresa por la formula

Y VBr— h]L"Jz
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i @&l volamen del segmento ADBEP es igual & la dife-
rencia entre el sector y cono correspondiente, y por tanto

Y -4[r—h]~CB 3
s=£%(72£sh—fr—h] [r2 [r—h]2)
= £ Ir[Lr*li—[r—hl fr2—r2+2rh—h*|
«X™M2r2i—2r2h-j-2rli2d-rh3—h31
=£;r[3rli2—h3l
==¢N3r—h]li2

Teor* 18 [fig* 74], EI volilmen de nn corte esférico siendo
tx el radio de la base mayor, r2el de la menory dia distancia entre
estas, se expresa por la formula

VAdLA t A+ 1d*]

El yolimen es igual a la diferencia entre dos segmentosy por
tanto se puede aplicar la formula del teor. 17.

Siendo a=0OC1ly b=0C2 sera OiP'=r—ay C~P”~r—b,Id
que si aplicamos & la férmula del teor. 17 tendremos

V= Z’[(Zr—f—a)(r—a)Z—(Zr—fb) (r—Db)2]
Ejecutando las operaciones indicadas se 6aca
Y =~[a3—b3+3r2(b—a)]
de donde sabiendo que a3—b3=[a—Db] [a2-(-ab-J-b2] y b—a=ti

tendremos ,V=&7rd [3r*—(a2+ b 2-f ab)]

Poniendo una vez ab==a[a-{-d]
otra vez ab=b[b—dj

tendremos
Y=¢7rd[3r2—aa—b2—a2—ad]
V=,7rd[3r2—a2—b*—d)2+bdj
2Y=J"rd[6r2—3a™—3b2+ d2J]
por ser ra=r2—a2 Y r22=r2—b2
sera 2Y = J2rd[3ri2+ 3r22-]-di |
#
6 V=2rd[ T|2+ r«it-]-]d¢]

Cor. Considerando al segmento esférico como un corte cuyd
radio de labase superior es igual a' cero, tendremos siendo r2=oy d«h
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Teor-19* EIl area de un huso esférico cuyo <€£a=a° se espres™

a a’ :
S= 8bot’ =
Dem. S:47r3= a:4.90°
luego
S=W o012

Cor. EI voldmen correspondiente es igual a 2.ﬁ.;rr’:’u

Teor. 20- EIl area de un triangulo esférico cuyo exceso es,
E° se'espies.a

_E° A
R = 50"
Dem. A:4"r2=E°:8.90° (teor/12)
EO
luego A=Ti36* Tma

_} oa- (
El Yolhmen correcspondiente de una piramide esférica es igual

ye EO
a .
>, [F 5W
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CAPITULO V;

Ejercicios practicos-

ADERTENJA

la En los problemas siguientes se denota metro por M, deci-
metro por Dm, centimetro por Ctm, gramo por gr, Kilogramo por
kilgr.

2a Los numeros que pertenecen al mismo problema so pueden
facilmente distinguir, por ejemplo, en el probl. 0? 2y 15, 3y 8 &a*
son numeros relativos del mismo problema numérico.

§ 19. CUBO.

1? Siendo la arista de un cubo igual a 6 se pregunta cual es
su diagonal, areay volumen?
b=7,5 235 7,28 3,67 1,369 2,809

20 Siendo la diagonal de la base de un cubo igual & se pro-
gunta cual es su' area y su volumen?
d=3,5 4,67 2,8 4,3. 53,75
* »
3° Siendo la diagonal de un cubo igual & SO pregunta cual
es su arista, areay volumen?
d=6 3,45 3,666 485 1,6
«
4° Siendo la suma de la arista y de la diagonal de un cubo
igual & s se pregunta cual es su area y volumen?
s=6,79 583 7,25 79,75 68,25

50 Siendo el area de Un cubo igual a c se pregunta cual es su
arista, diagonal ¢ volumen?
c=3174 100 189 2000 110,94

6? Siendo q el plano de un cubo se pregunta cual es su volumen?
g=2000 189 362,73 6137,75

70 Siendo el area de un cubo n veces mayor que la del plano
diagonal de otro cubo cuya arista es igual a b so preguntacual es el
Volumen del primero.

n=3 2,5 J § 2
b=2,3 345 187 2,25 542? -

80 Siendo el volumen de un cubo igual av se pregunta cual™
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es su arista, dlagonal y area.
( =103823 100 1500 1524 2500

9? Cual esla arista de un cubo cuyo velimen és n veces ma-
yor que el do otro cuya arista es igual
mn=2 3 25 15 0,75
b=V15 8 37 43 245 )
10. Cual es la arista de un cubo cuyo Tolumen es igual i la
suma de otros tres cubos cuyas aristas son af ¢

a=2,5 2,335 2,25 4,1
b==4,1 3,94,7 3,75 5,5
c=5 4,77,8 45033 9,2

11. Determinar la arista do un cubo cuyo volumen sea igual &
la diferencia de otros dos cuyas aristas son ay b

4,7 6,9 357 55 6,75 499
3,2 43 2,16 38 4,26 300.

a
b X
12. Descomponer un “cubo do arista D en otros dos cuyos volu-
menes formen la razon m:n
[ b=3,2 4,7 165 38 55 209
:2 3 5 2 3 5 7
=3 4 7 3 4 7
13. Cual es el peso de un cubo cuya aristaes y cuya mate-
ria es de un peso especifico 8
b=2,7 1,73 2,79 2,345 31
s=2,67 11,357 7,207 11,352 2,G7
= ‘
14. Determinar la arista de un cubo .cuyo peso sea igual Ap de
una materia de peso especifico 8* M
p=25gr 500gr 100gr
8=8,395 8,788 22,1

15» Determinar la arista de un cubo de una materia de peso
especifico «' taL que pesan veces mas que otro cubo de upa
materia de peso especifico sy cuya arista es a.

s'=7,203 8,788 2,63 0,797
n=3 6. 2,5

a=5,7Ctm 6,8 4,4Ctm 2,75
s==11,32 0,567 7,21 2,743

16. Cuanto pesa un cubo vacio de una materia de peso especifico

$ si la arista exterior eSJguaI a byel ¢
igual a c. *

s =8,788 8,395 7,735 0,537

b=5Ctm 5Ctm 10,8Ctm 38,4Ctm

c=2Mm IMm ,25Mm IGMrn
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17 Cuanto pesa un cubo vacio de una materia de peso especifi
co s, si la arista interior es igual a &y el grueso de la cubierta ei

IMual 4 c. -
8=7,783 8,21 0,57 8,78
b—12,5Ctm 10,8Ctm 2,9Ctm 4.4Ctm
c=1,4Mm I,5Mm IMm 7,5Mm

*18. Determinar la arista exterior de un cubo vacio de la ma-
teria do peso especifico s do modo que su grueso sea 0y SU peso jp,

$=6,861 7,763 0.543 8,235
c=2,5Mm L5Mm  15Mm 0,375 Mm
p=1000 gr. 1 kilgr. 15,5kilgr. 10

§20. PARALELEPIPEDO.

19. Siendo las tres aristas do un paralelepipedo rectangulo &
¢, se pregunta cual es su diagonal, su areay su volumen

a=2,7 4 7,8 6,2 108,3
b~2,8 7,5 5,6 54 23,4
c=""§,6 13,2/ 3,2 ,3,9 1,5

20. Siendo el volumen de un paralelepipedo rectangulo igual
a i?y las dos aristas de su base iguales & vy c, se pregunta cual es
su diagonal y érea.

b=8 ' 5,6 2,3 3)45 43
c=9 7,2 3,7 4.56 63
v=864 217,728 60 75 166365

21. Siendo las dos aristas de la base de un paralelepipedo rec-.
tangulo iguales a by cy ademas su C
gunta cual es su areay .volumen.

b=2,4 4,8 28,8 28,25

c=2,7 1G,8 20,75
d=5,1 M3 337 37,100
22. Siendo las dos aristas de la base do un paralelepipedo rectan-
gulo ay b su éarea igual @ q se pregunta cual es su volumen.
a=4,7 73 118
b=5,3 89 158

q=183,82 44422 84760.

, 23. Siendo dos alistas de un paralelepipedo rectangulo igual
d uy cyencontrar la tercera aristade modo que el volimen tenga
tantas unidades cuantas de area tiene la superficie total

b=S - 23 43 87

c=14 47 53 141

* F' ¢steri3Co puesto antes de, un problema denota que este se re-
suelve por una ecuacion mistado 2.° grado’
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I 24. Siendo la latitud de un paralelepipedo rectangulo m veces
mayor que su altura y su longitud neces ma
se pregunta cuales son sus aristas) si su voliumen es v.

m=3 1,5 1,5 2,25
n=2 3 *2,5 1,5
v =1700 100 100 60,48.
25. Las tres aristas de un paralelepipedo rectangulo son entro

si como m:n;p, se pregunta cual es su diagonal y area, si el velamen
I'es igual a v
v =6,912 110,25 129G6390 100

m=8 12 8 1
n=09 21 4 2
p=12 28 5 S,

26.Las tres caras dé un paralelepipedo rectdngulo que concur-
ren en un Vvertice, son iguales a ', 9", q'", se pregunta cual es el
volumen de aquel
q =8,93 9,75 726,76 985,56
q" =13,87 14,25 812,92 1331,36
q"'=34,31 30,50 1487,32  1158,46.

27. Siendo las tres diagonales de las caras de un paralelepipe-

do rectangulo iguales & af b, ¢, se pregunta cual es su area y VoO-
Idmen

a=2,3 3,47 27 47,5
b=3,4 4,93 40 68,7
c=*3,9 5,74 45 70,8.

28. Siendo el volumen de un paralelepipedo rectangulo igual
iv encontrar su area, si la base es un cuadrado igual a la suma de
las dos caras que concurren con ella en el mismo vértice
v=100 1728 821,516 1556,068.

20. Si la base de un prisma recto es un cuadrado de lado , se
pregunta cual es su alturay diagonal si el volumen esv
a=6,6 6,7 78 79
v=457,38 457 918684 915240.
i
30. La base de en prisma recto es en ceadrado de lado a, su
altera es 6, se pregunta cual es su diagonal, area y volimen
a=1,8 2,57 3,83 41 88
b=2.1 3,83 2,57 82 89.
11 1 - *
31. Siendo el area de un prisma cnadrangular y regular igual
aq y la arista de la base igual & , se pregunta cual es suvoliumen
g=64,86 100 15222 93,02
b=2,3 2,34 43 2,7

32. Siendo la diagonal de un prisma cuadranguiar y regular
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igual i d y la arista de la base igual a b, se pregunta cual essu arca «
y voluinen

d=17,8 29 257 2,3
b=8,8 12 120 1,1.

33. Siendo la diagonal do un prisma cuadrangular y regular
igual ad y bualtura igual ac. se pregunta cual essu area y VcC
lumen

d=11,3 12 32;1 11,25

=11,
n=4,9 5 25,7 4,75

*34. Siendo la altura de un pnsma cuadrangulary regular igual
AC Yy su areaigual a g, se pregunta cUal es su volumen
c=4,; 4,1 49 5,6
q=C9,44 , 62,16 8944 99,80

*35. Siendo el area de un prisma cuadrangular y regular igual
a qy su.altura de b unidades de longitud mayor que la arista de la
baso, so pregunta cual es su volumen.
g=53,82 2,8728 64 6000
b=2,4 0,17 6 10.

*36. Siendo la alturade un prisma cuadrangular y regular igual
a cysu diagonal de b unidades de longitud mayor que la arista do
la base, se pregunta cual es su area y volumen
c=s2,71 1,61 21,7 3,73
b=2,05 1,11 15,7 2,93.

. « .. Y , i
37. Siendo V el volumen do un paralelepipedo rectangulo, d
su diagonal y a una arista, se pregunta cual es sil area.
v==23,936 60 425,25 67
a=1,7 29 6,75 2,75
d=5,7 7,3 13,25 7,25

*38. Siehdod el area de un paralelepipedo rectangulo igual & q,
su -volumen v y una arista igual a b, se pregimta cual es su dia-
gonal.

q—49,68. 50 147 1144
v=23,323 25 100.25 100
b=2,4 23 3 3

39. Siendo el area de un paralelepipedo rectangulo igual & q,
Su altara a 'y el perimetro de la base igual &s, se pregunta cual es
su volumen.
g=76’'5 2,2194 411,34 109,94
a=4,2 0,93 11,1 5,0
s=11,2 2,2 31,2 13,4.

*40. Siendo d la diagonal de un paralelepipedo rectangulo, su

base gy su area _ gse pregunta cual es su volumen.
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d=2i,7 19 . -11,73
g=0,82 117,33 35,194
q=3,G 432,910 170,33:

*41. Siendo v el rolimen de un paralelepipedo rcctdngUIo, sil
arcagy el perimetro de su base igual a's, se pregunta cual es su
diagonal: i

f=5(1.448 0,126 126

..0> g=94;08 1,08 152 .
8=11,2 1,04 18,33
o W 1
*43. Siendo el area de un paralelepipedo rectangulo iguai a U
dlagoiiiil dy iiiia arista igual a b, se pregunta cual es su volaulen;
(1=15 5 150 804,42
d=3.S 2j5 9,5 35,5
N=2,9 0j4166  2,4332 0;426G
43. Siendo ap, 0 las aristas exteriores de un paralel
Rectangulo Vacio, cuja cubierta tiene el grueso dj se pregunta cual es
el volumen dé la cubierta.
a=9,7 13,7 20 25,6
b=7,3 X5;9 15 20,6.
c=5,9 17,3 9 16,5
d=0,l 0,85 0,666 1,5
44. Siendo v el volumen j de grueso de la «

Jcpipedo rectangulo vacio, se pregunta Cualjes la suma desus trefe aris:
tas si g es su area*

d=1,5 0,25 1 2.
v=1737 3,51 2922 7972
<1=1442 18,04 0194 4042
4
45. Siendo a, btt las tres aristas de un paralelepipedo re

buya materia tiene un peso espccifico igual as, so pregunta cual es el
peso del todo;

a=3 Ctni; 23,5 Ctm: 41 Ctra. 4,5 Ctm.

b=3Ctm. «|OCtm. Si Ctm: 1,7 Ctm;

c=5Mm. 5,5 Ctm. 6,6 Mm 0,66 Mm.
s=7,207 1,961 8,783 7,-207

46. Siendo a la longitud de una barra, su ancho yp su peso;
fee pregunta cual es su grueso, si el peso especifico es 8.

s=8,788 7,788 8,-75 8,395
a=25 Ctm. 37 Ctm; 25 Ctm: 21 Ctra.
b=13 Ctm. 132 Mm: 3,5 Mm 1 Mfn.

p=475 gr. 300 gr. 4,09375 kigr. 0,5 Kigr.

e 47. Un paralelepipedo rectangulo de una longitud ¢ cuya materia
tiene ei peso especifico s,ha de pesar plgr, se
Ser el lado de la base cuadrada.
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s=0,934 v 7,788
c=9,75Mt 1,L44Mt
p=3885,GKlIgr 52Klgr

2,073
12,GDin
300 liilgr.

48. Un paralelepipedo rectangulo, cuja materia tiene el peso

especifico »,

ha de pesar p klgr. con tal que su ancho soa »»

veces

mayor que la altlfra, y sud(largo n veces mayor quo el ancho.
- K 0 : :

8=8,37 7,207 7,207 11,345

m=3 1 4 T Ir

n=2,5 2 1,5 1,5
p=200gr. 200kilgr. I00OKkKilgr. 27,50. Idigr.

49. Siendo #, 5, ¢ las aristas exteriores do un paralelepipedo

rectangulo vacio y

de grueso de la cubierta, sedpregut

bu peso, sila materia tiene el peso especifico &

a=97,875Ctm 147,5 Ctm 19,42Ctm 18,41 Ctra.
b=39,150 Ctm 46 6,50 , 13 yo
c=29,109 37, 492 - 75 .
d=1 Ctm 25 1,25 , 0,75
8=0,555 0,553 0,555 0,547.
50. ¢Un cubo cuya aristaes ay cuyo peso especificoos *, hast

donde se sumeije en un liquido de peso especifico si?
0y = 1 irt

a=6,5Ctm 543Ctm 40Mm. ' 1,75Ctm.
s =0,83 7,206 0,55 7,783
s'=1 13,597 0,93 13,59.

L 1 *
1

51. Estando un liquido de peso especifico a en un vaso prisma-
tico de base cuadrada cuyo lado es a, se pregunta basta donde se
levantara el liqguido cuando se baya metido en el un cubo cuya aris-
ta es 0 y supeso especifico s'f

a=24 Ctm 16 Ctm 12 Ctm - 6 Ctm.
s=1 1 0,93 13,59
b=5 Ctm 6,5Ctm 3,33 Ctm 1,75 Ctm
5=0,92 0,83 0,55 7,783. '

52. Siendo a la arista exterior de un cubo .vacio de peso espe
ificoa y 0 el grueso de la cubierta, se pregunta basta donde este se
sumeije en un liquido de peso especifico s'.

s=8,77 21,73 7,603 -
a=50Mm 43 Mm 82,8 Ctm
b=0,7Mm 0,25Mm 1,5 Mm

b=1 1,896 - 1,039.

53. Un cubo vacio de peso especifico *ycuya'arista exterior es ¢
sé mete en un liquido de peso especifico s' basta la parte nnt de *u al-

tura, se pregunta qué es el grueso de su cubiertaf lomi i *y
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$=8,763 7,603 21,73 19,74
a=6Ctm  825Ctm 29Mm  40Mui
n=f * *

n=1 1,039 1,87 13,57.

54. Siendo 8 el peso especifico de un cubo vacio y la arista inte-
riorigual a 5, detenninar la arista exterior, con tal que el cubo se

meta en un liquido do peso especifico s* hasta la parte de su altu-
ra .
$s=8,788 *7,653 8,786 19,82
b=0,5Mt IMt 0,75Mt 3_.75Mt
»* 4 o lith
8=1 1,039 0,875 13,59 _
Ii) 11 »f, IM

*55. Siendo s el peso especifico de un cubo vacioy el grueso -
de la cubierta igual &b, determinar la arista exterior con tal que el
cubo se meta en un liquido de peso especifico s' hasta la altura c.

s =7,207 8,487 7,598 49,723
IF b=2Mm 0,7Mm I, 75Mm 0,375Mm
c=10Ctm 3,6Ctm 44Ctm 3Ctm
s'=1 1,039 13,587 '* 1,89
> K1
56. Siendo a, 5, ¢ las aristas interiores de una arca cuadrangu-

lary abierta por arriba, cuyo peso especifico es y el grueso de su cu-
bierta es igual & /Z se pregunta hasta donde se metera en un liqui-

do de peso especifico s', y ademas de cuanto peso ha de cargar para
ir al fondo?

8=0,547 0,743 0,555 0,707 v
t a=105Ctm OSCtm 1 22,ICtm  184Ctin ThM
b=45 a3 15,6 ,, 11,1
c=39 , 35, * 90 , 71
d=2,5 ,: 3 9Mm 1,2
s'= 1,027 i 1,023
1 .0 Lii 521. PRISMA.
*Jiln ). n 1
57. Siendo hla altura de un prisma recto y su base un trian-

gulo rectangulo cuyos catetos son y 5, se pregunta cual es su area
lateral y total, ademas cual es su volumen..

Uilii v
h=2,57 567 ~236; 7,725 ..,
a=1,33 203 8.8 3.5
b=1,56 3,96 10,5 5,6 -
Il
58. Siendo h la altura de un prisma recto y su base un triangu-

lo is6sceles cuyo lado es
voliumen, su area lateral y total.
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h=23,7 21,70 3 3,7

a=13 13,24 0,8 0,85
b=9,7 9,73 1,6 1,0
59. Siendo & la altura de un prisma recto y su basé un trian-

gulo cuyos lados son aj) ye, se pregunta cual es su volUinen y su area
laten.} y total.

a—>b 17,53 4,9 1,43
b=7 28,4 6,8 1,54
c=9 82,51 8,6 1,65
h=17,8 87,40 22,3 2,83

00. Siendo h la altura de un prisma rectoy su base un poli-
gono regular de n lados cuyo lado es a, se preguntacual es su volur
men, su area lateral y total.

li=6 57,8 7 9,87 5,07 5,06 5,79
n=G 6 3 3 1Q 5 5
a=4 4,31 6 543 2M 2,34 3,57

61. Queriendo construir un digue de longitud a y do altitudq,
se pregunta cuantos metros cubicos de tierra se nccesifca”iJcl ag-

pbo”™uperior es cyel inferior d metros.
a=234 345 456 653
0=8 9 11 7
c=13 21 19 12

d=19 27 26 2~ 19
4 *J‘-’ 'gﬁJN.i» Iii*' o
62. Siendo h la altura de un prisma 'recto y su base un trape

ci0 cuyos lados paralelos son ay
raidos igual a c,se pregunta cual es su yoliumen, su area
fatal. I
b=23,5 34,7 2,05 66,33
a=7,3 11,3 -7 37
b=9,7 21,5 , 93
c=3,7 14,0 ) 53
03. Sfaudo kd altura de un prisma regular de™wja
ypjuigen, se pregunta cual es su arga.
= R 0 5
i mm if. b=7,1 59 4,37 5,79 543 *

(] Y=1C9,15 249,57 150,43 702,153 103,3

64,* Siendo™» el yolimen de un prisma regular, se pregunta
yual es su area, si la altura es m veces mayor queVel lado de }e baso.

n=3. *3 16 b 8
v _ 100 1728 100 1728 4000
-U-n ni—2 2} ré 2J
1\ \
*65 Bimlo hla altura de un prisma regular de Iladosy su
frea . ¢ pregunta cjal essu yolumen.
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n=3 3 6 8
b=5,79 12,34 0,97 20,6T
(—BCC3 830,75 148,45  807,4

06. Un prisma recto do altura hy de ir$a lateral/, tiene por
base un tridngulo isosceles cuya base es  so pregunta cual es su
volumen y area total.

h=17,4 17,53 3 36,263
f=421,0S 420 9,375 1554
a=7,2 7,40 1,222 15
g tTJ- e’ , , 1 . mk r > mm

C7. Un prisma recto cuyo volfimen es v tiene por Vaso un trian
pulo isosceles cuya basees a y su lado b, se pregunta cual es su
area lateral y total?

T=117,18 120 697,125 117,042
b> " a—>5,6 6,42 7,333 5,5
1>-5,3 8§27 10,417 5,23

68. Siendo el area lateral de un prismarecto igual af y su
area total gse pregnnta cual es su volimen, si su base es L
triangulo isésceles cuya base es a?

m  §=24392 240 2891, 940
q=300,72 300 3211,83 300
a=7, 6,84 12,5 6,694

69. Siendo el area lateral de un prisma recto igual a su votu-'
men v, Repregunta cual es su area total si la base es un triangulo
Rectangulo cuyos catetos forman la razén m:n,

f=361.2 3613 170,83 171 U"J
v=25284 2529 106,35 10T

n = A 6 8 »

mP= T2 1 15 14

 70. Siendo/ el &rea lateral de un prisma recto y su area total
jgual a g, se pregunta cual es su volumen si au base os un triangulo
isosceles cuyo lado es M

f=341.76 3417 242 06 243
(1=376,32  376,4 363,56 288
WM b=0, 5,93 6,25 6,263 "

* 71. Siendo hla altura de un prisma recto y su area SO
pregunta cual es su volumen si su base es un triangulo rectangulo’
puyos catetos firman larazon m:n

! ' h=17,8 17,8 12,60 12,66

; q=472,48 372,48 187,83 188

\f 8 4 7 2
wp= T .

- D W .
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* 72. Siendo h la altura (If una prima recto Y su Area igual
a @, so pregunta cual eB su volumen si su base es un triangulo

Isolceles cuja base ylado estan en la rajzonmm
h=18,G 18,7 17,5 , 17
427,5 515 576 1
mon _6 5 14 . 25
5 6 ' 25 14

*73. Siendo h la altura de un prisma recto y su area igual é9,
se pregunta cual es su volumen, si su base es un triangulo rcctangu.

lo cuya hipotenusa es igual ac. . S
h=7,9 9,7 v 8,25 28.75
g=105,6 134,82 ' 100,83 1440,83
c=5, - 53 4,26 18,42*
*74. Siendo vk volimen de un prisma rectoy /su are

ral, se pregunta cuales son los catetos de la base, si su hipotenusa
eso,

m»=72,3G 115,596 168,031 253,75

/=160.8 63,81 269,5 301,5
c=5,1 6,5 9,25 8,83 ”

75. Cuanto pesa una barra cuya materia es de peso especifico
y cuya longitud igual & b, si su base es un poligono regular de n lados
de longitud a. < i 6 t e A

s=7,788 0,553 7,788 6,519
n=3 8 3
b=IDm 2Din 10,11 Ctm 35 Dm.

\/ a=1,70tm. 25Ctm. 0,75 Ctm. 37,5Ctm,

76. Construir un prisma regular de n lados do una materi
Cuyo peso especifico es s,de modo que Su peso se
veces mayor que el lado de éa base. 6

n::

s==7,207 0,789  :: 7.207 (26593
p=-500gr  100gr §5kilgr. r.

m==1,5 25 f , 2,25
i i . XHUii/f I»
§ 22 PIRAMIDE.
77. Siendo h la altnra de una piramide regular y cuadrilatera
a un lado de su base, se pregunta cual es su area lateral y total y
cual es su volumen.
a=56 26, 4, 10,4 7,2 5,6 ;
h=45 84 99 16,5 32,3 125
\ *
78. Siendo la base de una piramide regular un cuadrado c

lado a se pregunta cual es su area lateral y total y cual su volumen,
si laaltura de'la piramide es n veces mayor que la diagonal de
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S 567 "J 11,9 19,9tI
5 5 i 1,25

4
79. Siendo'

-_ O

aun lado de la base de una piramide regular y trian-

oular y &la arista lateral, se pregunta cual es su area lateral y to-
tal y cual su volumen.

_ a=8,4 97 " 11,37 27,56
P> p=18 176 19443 1 37,49 ¢
80. Siendo a nn lado de la. base de una piramide regular do
Indos y J la altura del triangulo lateral, so pregunta cual es su area
lateral y total v cual su volumen. "
n=4 4 3 3 ; 6 6 ' 8 5
a=4,3 5,63 7,3 10,57 4,7 5,43 6,47 4,28
. b=7,2 6,7 8.2 13,4

: 7,43 9,57 17.52 6,3

Fr-e)* 1 1li < , Al "1 10

81. Siendo todas las aristas de una piramide regular de n lados

iguales a 5, se pregunta cual es su area lateral y total y cual es su

rolamen. * v
n=4 4 3 b=6,3 5,72 9,47 ' 8GS

82. Siendo v el volumen de una piramide regular de lados,

B pregunta cual es su area, sitodas las aristasson iguales entre si

en=4

o
v=276,3 56,743 %l

83. Siendo v el volumen de una piramide regular de cuatro la-
tas, se pregunta cual essu area, si la arista lateral es n veces ma-
ror que la de la base.

v=1000  3456' 1728
n=2

1,75 2,3
11 -i*iv*

23456 o
i*

84. Siendo v el volumen de una piramide regular y triangular
y li su altura, se pregunta cual es su area lateral y total

h=12 8,37

93,97
v=104 38,84

56,34
28241

908,37

rom -y * J v s 0 jf
*85. Siendo J la altura de una pirdmide regular de n lado» y
I suarea lateral, se pregunta cual es su area total y su volumen

n=4 4 3 3
h=9,4 9,666 5,8 68 it
b=1 150 30,37 , 4357

1
Nt, <« © 1<%
*86 Siend®n Ia arista lateral de una pirdmide regular do n la

dos, y Psu area lateral, se pregunta cual es su area total y volumen,

n=4 4 3 3 ith jw
a=7,33 7,25-, 7,13 71
b=59 59

42,93 4290
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*87. ¢iendo v el volumen de una piramide; regular de n ladtta f
b BJarea total, se pregunta cual es la longitud de siis aristas.

n=4 4 3 8
y=1G7 39,30G 108,97 170G0
b=200,81 75,32 1G8,81 2274

88. Siendo la base de una pirdmide un rectangulo cuyo» ladea
son ay 5, se pregunta cual es su area lateral y total y cual suv
lumen, si todas las aristas laterales soU iguales a «

a—27 32 66 26 24 42
b=18 126 112 168 70 440
c=38 425 97 157 685 229

*89. Slemtti v el voléornen do una piramide cuya base es uri
rectangulo de area b,se pregunta cual es la longitu
aristas, si el area lateral es cy la cuspide esta situada en la par*
pendicular levantada & la base desdé el centro de ella.

v=1j6 1,4 b-4 3,0 c=10,3 13,2

90. Siendo h la altura do una piramido do peso especifico /7 cu*
ya basti tisun cuadrado de lado dt se pregiinta cual es su peso;,

s=0,728 2,493 a~~Ctin. 833Ctm h=8,47Ctm. 1,75M.

91. Siendo h la altura da una piramide de peso especifico s cu-
ya basti es Gin triangulo equilatero de lado a, se pregunta cual es
sli peso,

8=0,67 2,397 a=S5Mim 3,47TM; h=102Mm. 28£Vi.

92. Siendo pel peso de lina pirdinide regular de
co s, sepregunta cual es su areay de qué longitud son sus aristas,
la besti es un cuadrado cuya diagonal es iguala la altura de la
piramide.
p=100 67,71 gr. $=*8,788 11,352

§ 23 TRONCO BE PIRAMIDE.
93. Siendo 1lila altura de un wa® piramide regular de n lacios™

el lado de la base inferiory el djla superior, so pregunta cu»l
a es su area lateral y total y cual su volumen. e

n== 4 3 3 6 6
h==84 ) 9,1 11,2 67 18,9 .
a==43 65 83 7.3 39 12,7 - -

b=—=17 37 58 49 25 8,9 -

94. Se pregunta cual es el area y volumen de una piramide r
gular truncada de n lados, si d es el lado de la base inferior y el dti
la superior y ademas c es la altura de un trapecio lateral.-
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11=4 4 3 6

a=41 1001 73 0,5 )
15=35 ¢9 i 9 4,2
e=17 19 1,2 3,7
95. Siendo labase inferior de untronco de piramiifj nji recién*
guio cuyos lados son ay W are

la altura igual & h se pregunta cual es jd area total y el volumen,
si la altura pasa por los centros de las bases.

a=8 241m 23 47

b=7 15 19 29
= (0=21,875 160 200 600

h=10 17 31 35

496. Siendo v el volumen de un tronco de piramide regular de
n ladosy ke altura, se pregunta cual es su area lateral y total,

bi la longitud del lado de la baso superior .es menor que la de la infe-
rior en a. -t ' *

n=4 3 h=9,6 8,4
v=246,576 493,276 a=1,3 6,4
97. Siendo ay lds é&reas de las bases

mide y h su altura, se quiere dividirle por un plano paralelo & las ba-
ses de manera que los voliumenes de los troncos que resultan estén

en la razon m:n. _
a=171,61 173 861
b=118,SI 119 \315

h=13,7 15,3 2,75
m¢=3" 6 5
n=>5 3 &

98 Siendo el peso de.un tronco.de piramide fegular do peso
especifico syde altura h, se pregunta cual es el éarea lateral y tota

bi el lado &4e la base inferior"es.wt veces .mayor que el de la superior

n=4 6 8=0,67 7,206 d=20Ctm. 5,47 Ctm.
p==1500gr. 21ilg. m="25 1,25.

8 24. CILINDRO.
tl

99. Siendo h la alturay ré radio de un cilir
cual essn area lateraly. total y cual suvolumen.

3,4 4,7 65 3,9 6,7

‘h
r=1,2 -75 354 125 75 0,3125

100. Siendo ay llos lados de, un rec
cilindro, se pregunta cual es su area lateral y total y cual suvolu-
men si b es el gje fijo.
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102. Sitndo 6 ¢l area lateral de nn cilindrp l%(el diamﬁtrodesu
bale iqual a eS¢ pregunta cual s su area total  su voluinen.

S SR O

103 Siedeh a alturg.de u ciIindroly 3 4re lateral igual a
b, & pregunta cual es su" ciametro, area total'y volumen,

(S Y i T

4

104. | didmetro de un_cilindro y v bu roldmen,
pregur(l)ta %ueﬂde% it apegqﬁteroal 99 totaf 9'0 yV bu rolumen, so

BT M S

105, Sier]do a e are Iaﬁeral de un cilindro y  su rol(men, s
pregunta cual es su area total.

ez ol e et

106. Siendo v el rqlimen de un cilindroy b el perimetro de
Su bgs_e, 5 preguntva cueﬂ 85 su_greaqatera y*'_l%takf. x

, /

OB

107. Siendo b el aread,, un cilindro Y F el diametro de suba-
Se, Se pregunta cual es su rolumeny area fateral.

il W Hhw dn
topﬁégfant%?”ﬁtnﬁ‘ﬁar&ég e T o S, ST
F 0=456 887 95 176

1 . A | | | » |, -
guntaoeguaﬁleesngﬁ B ﬁ%&d U indroy  surroltimen, se pre
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a=20,7 1,263 47 35
v=1317 120 188586 1864T8

« % b
110. Siendo a el area lateral donn cilindro y 6 su base, so

pregunta cual es su volumen.
a=234 43,23 144 6215
b=125 67,47 80 9695
111. Siendo d el area lateral de un cilindro, se pregunta cual
es su volumen, sila alturay el didmetro estan en la razénm;n,

a=125 87,63 . 1 182,91
e m:n=i | I f -

112 Siendo d el area lateral de un cilindro, se pregunta cual
es'su volumen y area total, si su altura es n veces mayor que su
diametro.

a=24G0 2375: -;I: 656
x=g i hos

113. Construir un cilindro de volumen v de modo que la altu-
ra sea n veces mayor que el diametro.
v=100 100 100 0,043
n=I 2 J 1,25

114. Siendo v el volimen de un cilindro, se pregunta cualjes
su areallateral y total si su altura es igual & la circunferencia /de
la hasp S

* V=100 156,7 75,271 270,268

- * A ' T 'w A

115. Siendo v el volumen de un cilindro, se pregunta cualfes

su area si la circunferencia de su basey su altura forman la razon
m:n.

N

v=100 100 1500 1500 222,37

. m:n=f f s XE A V-
116. Siendo d el area de un cilindro, se pregunta cual es su
volumen si la altura™y el diametro de la base forman la razén m:n.

a=200 123,47 1 177,12
m:n=£ \ f i

*117. Siendo h la altura de un cilindro, g su area total, se pre-
gunta cual es su diametro, area lateral y volumen.
h=40 16 3 15

\q=2500 359 25,16 30398

*118. Cual es~el volumen de nn cilindro cuya area lateral es a
y cuya altura excede al didmetro en la cantidad J).
a=31,05 161,37 7349 232,21

b*=+35ioteca Naciond LeBecuador "Ek@P@ Espejor . — 13,8
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*119., Siendo a elarea do un cilindro so pregunta cual es su vo-
Iimen, si by es el perimetro de la seccion diagonal quo pasa por

el ¢éje. Ve . > i in WwW<i: ‘
a=377,79G 167,442  J69,046 ,227,829
V=35 . 27,8 ' 26,6 27

120. Siendo h la altura de un tubo, d el diametro interiory a
«l grueso de su pared,'se pregunta cual es.'su areay volumen.

?jl.a
h=69,7 86,3 264 i
- \d¢¢ 5,47 6,38 41 2. 75
a=+0,96 . 1,37 . 2,7 LV
121; «Siendo v el,voliumen deun.tubo, h su alturay elrgrueso
W la" pared, se preguntacual es su area. |
'v¢=1253,7 510,75 1253
a;=0,93 1,17 v 0,775
h=67,4 28,3 67,$3
* FyeC o, * -m_. U S = 1t

122. Cual es (1 volimen de un*tubo, si a es su diametro interior,
| el grueso de su pared'y e su area?

a=5,91 6,87 3,2633
b=0,87 1,32 ,,11666
c-2723 4100 992
123. Cuales elpésodeun cilindro de una materia cuyo peso
especifico es ssi su altura es a 'y su diametro 5?
TN W« K,
a;,=6;7Ctm. :8,84Dm. 2Mm. <$24,84;]
b=3,5 ,, 4 Dm. 3 Cfcm. 2,, Ctm.
Vs+;11,34 = 2,7 7*,207 7,788

124. Cuanto pesa un cilindro de una materia de peso especifi-
Co s, si su altura es a y la circunferencia de la base esigual a M
Vi=* /
s=0,856 0,857 0,632 0,823
;a=2,76 M. 3,5 M. 103 Ctm. 14,7Ct*
b=1,18M. 1,6 M. 45 Ctm. 53 .

* 125. Cuantos litrosde agua dara una bomba por n elevaciones
de la maza, siel ancho dé la maza és Yy la altura de su elevaciones

eshl ' , 4
n=250 “ag™L2,60tm. b==18,7 Otm.

126. Qué longitud tiene uU alambre de peso especifico s, si jp
es su peso y.a.sii grueso? ,, .

' js—19,253 19,325 19,253 21,07

[a=iV Mm. .-* NMm. . 4 Ctm. _-,0,e98 Otm.

-P =19 r .Biblioteca'Nacidndnkgl Ecuador "Eubkal@Espejo” 2,5 Kig.
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127. Tina moneda estad compuesta 'de dos métaleB de mpeso espe- |
cifico &y é" 'en la razbn in:n, se pregunta cual-es su grueso si % -es
su peso,y ael diametro de la base.

'=10,474 10,474 19,253 10,474
b;&=8,878 8.878 >8,878 78,878
m=9 |, .9 9 1
n=¢l 1 1 2
Ip=25¢gr.* 37,12*%. 6,452 gr. *2,60r.
a=37 Mm. 41 Mm. 21 Mm. 20 Mm.

128. Siendop ¢1 peSo de un cilindro de,peso ©spegifieo's 'y de
altura 'Se pregunta cual es-su diametro.

8=13,6 7,788 7,788 2,837
h=12Ctm, 26M.. 1,51. -8,9 M,
" I*r p=50 gr/: ‘'6klg.* 10 Kig. 1172,6-kilgr.

129 Construir un cilindrade una materia de peso especifico s
de manera que su peso seap Yy sSu grueso igual a su altura

- U=8,1% p+:'|oo G
|3
&gmtmgua efsq% pelso Sllt R et R qb?er(ljg S 8?8%%36 %

ﬁ-@g i e 53?&

g Ep e e s

CE St r% 0 elpgrarmgcuya ITRENA €5

S

132 En un baso’cilindrico" cUyé didmetro'es a se halla un liquido,
se pregunta cual es su peso especifico, si un cuerpo de peso
p sobretiddando leVatita a éste liquido por la altura c

a—4,8Ctm. p=250Gr. c=10,2Mm.
a=12,fiCtm. vp=43,2I1Gr. *c==3)4Mm *

1133. A tin’cilindro 'de altura -hj dé pésokspecifico «encierra
concentricamente otro cilindro -de peso especificoX\7,--se pre-
gunta cuanto peia €l todo siaes el diametro 4le la primera mata-

riay &el grueso do la(freganda?) e ccuador "Eugenio Espejo”



,(0—

s=21,042 8=10474 h=55,84Ctm. a=Il,6Mm. b=1,44Ctffi,
$=20,734 s/:=10,428 h=1000M. a="Mm, b=EMm.

* 134. A un cilindro de altura yde poso especifico 8 encier-
ra concéntricamente otro cilindro de pe*o especifico 8 cuyo
grueso es a, se pregunta cual es el didmetro de dicho cilindro ei el
todo tiene el peso™p.

s=0,785, a=0,8Mm, s'=7,613, h=15Ctm, p=610 gr.
8=7,613, a=1,8 Ctm. s'=0,789, h=16 Ctm, p=270,2 gr.

* 135. A uncilindro de altura de diametro a y de peso especi-
fico s encierra concéntricamente otro cilindro de peso especifico
se pregunta cual es el grueso de la segunda materia, si el todo tiene
el pesoj?.

| ] »
s=0,783, a=.6,7Ctm, i'=7,788, h=152Ctm, p=612Gr.
6=7,788, a=9Mm. 8'=:0,791, h=16,3Ctm, p=275Gr.

§ 25°002*0.
41 >  fr.1 ' f fu 1

136 Siendo I el radio de la™hase'de un:rcono y hla altura se
pregunta”cual es su area lateral) total y cual es suvolumen t

r=8 5 8 8 16 36 104 136
h=15 10 30 3% 6,4 7,7 153 27,3

137 Siendo r el radia de la base de un cono y el lado so
pregunta cual es su area lateral y total y cual bu voliumen?

r=9 8 37 33 23 253 396
k=41 307 6,5 9,2 538 665
- .1) - ’ >
138. Siendo le el lado de unTeonoy? sur radio igual & n veces el
lado, se pregunta cual es el areay volumen?

n=* 1if k=15 51,

139. Siendo el lado de un conoy la circunferencia de la ba-
se, se preguuta cual essu areay volumen?

k=7 6,5 ¢=23,25 5,027

140. Siendo q el area total de*unjconoJy d su diametro, se pre-
gunta cual es su area lateral y volumen?

g=1050 36,57 d=15,8 1,53

141. Siendo E«l lado de un cono y f sujirea lateral, se pregun-
ta cual es suvolumen y area total?

i'i - r,- . n ~

k=31,23 11,31 f=780,47 175,63. 1]
EMM Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



148. Siendo vevolimen de un cono se pregunta cual es su
area, si la altura es igual a n Teces el diametro?

v=1360 1728 2719 6716,7
n=;¢ I I- S

143. Siendo u eljvoliumen de un cono, se pregunta cual es su
¢rea, si su diametro es igual & su lado?

v=*=100 25 1728 6619

144. Siendo v el volumen de un cono y 6 el ;rea de su base
se pregunta cual es su area lateral?

y=100 2160 346 344,83
b=24 182 v 141 98,57

145. Siendo s la suma de los volUumenes de dos conos que
tienen iguales sus bases=6, se pregunta cual es el volumeny el
irea de cada uno si las alturas estan en la razon m:n?

b=13,5 153 m:n=f £ s=1000 1670

146. Siendo bel area dela base de un conoy/ su ar
ral, se pregunta cual es su volumen?

* e pb=50 141 181,47 f=112 202 871,48

147. Siendo v el volumen de un cono, se preguntacual es su
¢rea lateral y total, si a es el area de la seccion que pasa por el eje?

«=1Q00 2375 ,0=100 315

* 148 Siendo q el area total de un cono y &su lado se pregun-
ta cual es su area lateral y su volumen. e o

q=313,I 66,067 k=9,T 5,78
* 149. Construir un cono de volimen vy de area total q.
«=100 317 2175 =200 313 1053

* 150 Siendoq el area total de un cono se pregunta cual es su

area lateral y su volumen, si su lado es mayor que el diametro en la
cantidad a. - 7 N '

q=1047 36,375 a=18 2,43

151, Siendo r el radio de la base de un cono y su lado, se
pregunta cual es el angulo central de la superficie desarrollada.

J . X=6,7 7,6 k=9,7 36,5
Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espéjo"



152 Cual es el angulo central de la superficie desarrollada do
nncono si la base yda superficie lateral formanda razon m:n?

m=3 4 6 5. n=4 7 12 8

153. Siendo la superficie desarrollada de un cono un cua-
drante de area/, se pregunta cual es el area total y el yolUpgcn?

f=27,75 64,63 386,01

154. Siendo pke peso de un cono de peso especifico |
pregunta cual es su area total y lateral sila altura es igual an ve-

ces el diametro?
p=500gr. 1,03175kilgr, n=J 1

§ 26. CONO TRUNCADO.

i *!
155. Siendo ay los radios de le
truncado y ld altura del cono completo, se pregunta cua

area lateraly total y el volumen del truncado?

3,5 53 4,7 103
29 3,8 2,7 77
6 4, 7 3,1 88,75
156. Siendo h la altura de un cono truncado’\’)y c' las circun-
Jderendas de sus bases se pregunta cual.es su.areay voliumen?

h=45,6 60 c¢=10,5 1256 c¢'=8,7 9,42

157. Siendoh la altura de un cono truncado, & su lado, y d
=€l didmetro de .la base mayor -sepregunta cual es.su.areay volu-

men?
h=25,2 26 k=255 29,9 d=9,6 8,6

158. Se quiere construir un baso coniaminas de estafio, de ma-
nera que el diametro inferior .sea igual & by el superior igual a a,
se pregunte cuanto estafio se necesita parapoder contener e litros.

Ib«=184,398Mm. a=66,4935Ctm. e=56,605 litros

.159. Siendo geéarea total de,un cono truncadoy Ips rac
las bases ry repregunta cual es su volumen?
q—130 120 r== ri=2.

i > N r en

160., Slendo ala altura .deun cono truncado, bu; Iado ky/
area Iateral se pregunta cual es suvolumen? " :
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b=3,5 oL 6,1 7,48
k=3,7 0,9 0,7 8,31
f=39,521 291,51 113,03 219,7
161. Siendo kel lado de un cono truncado, su area
la lateral, se ] reganta cual es su volumen.
k= j 6,5 8,2
/=62,832 102,1 113,35

(¢=91,011 115,1 ~ 118,85

162. Siendo vevolumen de un cono truncado, h tu altura
mksu lado, se pregunta cual es su area lateral y total.
v=75,15 . 11-7,03 151,57 ion
b=4,8 6.3 7,93 5,67
k=5 , 6,5 ./ 821 . . 6,36
. ‘ ' , ' AN /j
163. Siendo v el volumen-deun cono truncado, h su altura, sé
pregunta cual es su area total y lateral, si a es la diferencia entre los
radios de sus bases.

v=75,19 i.17,13 151,67 loo
k=4,3 6,3 7,97 5,37
a=i,l 1,6 1,8 1,3
* 161. Siendo U la altura de un cono truncado, k su lado y q sil
area total, se'pregunta cual es su volumeq. \Y
li=7,2 8’ 6,97 ’ 7,69
k=7,5 ’ 8,9 7,11 8,53 =

gq=172,368 216,205 180,1 265

* *165. Siendo h la alturay.de un cono truncado,/su area lateral y
g la total, se pregunta cual es su volumen.
h=7,2 7,7 6,97 8,05
f=110,75 176,25 125,51 118,19
q=172,37 265,03 180,11 216,25
* 166. Siendo v el volumen de un cono truncado, h su altura y
fsu é&rea lateral, se pregunta cuales su area total. |,
v = 111,09 195,6 221 * 323
e h=7,2~ 703 : 801 . 7,7 -
f=155,46 1 1319 160,9 * 281,3
*167. Siendo v el volumen de \mcono trancado, h sualturay f
el radio de la base menor, so pregunta cual es su Arca lateral y total.

: v=40 75 113" 152
h=G 4,7 6,31 . 8,07
- =4 ocoly - 18 Ipd oy U
1u 168. Hacieudo pasar por un cono 'Eruhcado, .en el cual los radios do
las bases son R y r,un plano paralelo a ellas, de manera que |

siipcrior del lado sea igual & by la:hif( rior igual & b\ se pregunta
cuales son los volumenes de las partes.
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E=36 43 51 brfd 31 48
i—15 19 W47 43

169. Cuanto pesa un cono truncado de peso especifico 8f si
los radios do las bases son Ey r y la altura Iu

E=2,3 Ctm. 1,8 Mt. 5 Ctra,
r=1,7 ,, . 4 Y

h=5,2 25 , 125 ff

8"=7,207 1,929 |

8§ 27. ESFEEA;
170. Cual es el area y volumen de una esfera cuyo diametro
es <27
d=7,5 1,596 6,7 244
171. Cual es el volumen de una esfera cuya area es<r7?
g=5 1000 1234 9407
172 Cual es el volumen de una esfera si el area del circula
maximo es/?

f=100 275 3349 9,892

173. Cual es el radio de una esfera, cuya area es n veces ma-

yor que la de otro de diametro di
d=17,5 47,6 92 1,15
n—2,5 | ]

174. Cual es el area de una esfera de volumen tfi
v=1000 100 1728 945

175. Cual es el radio de una esfera cuyo volimen es n veces ma-
yor que el de otra de diametro di

d=23,47 67,639 n=2,5 1,75

176. Siendo u el volumen de una esfera, se pregunta cual es et
area de un circulo de dicha esfera que dista del centro la longitud at

v=179,6 14,139 523,7 783
a=2,3 0,73 3,23 4,73

177. Siendo el area de una esfera igual a la suma de otras dos
cuyos diametros son a j 5, se pregunta cual es el volumen de la pri-

mera.
a=0,9 10 b=48,79  131,256*

* 178. Siendo la suma de las areas de tres esfera«igual as, se
Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”
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pregunto cudles son bus radios, si el didmetro de la segunda es de d
mayor due el de la primeray el de la tercerade mqgyor que el de la
primera.

«=196,13 a*=0,6 b=1,8

179. EI volumen de una esfera es igual a la suma de los de
otras dos cuyos diametros son a y b} se pregunta cual es el area de
la primera. »

a=67,5 23,4 13,4 20,75
b=83,7 17,9 9,9 14,25

* 180. La diferencia entre los voliumenes de dos esferas es «, y
la de sus diametros es b, se pregunta cuales son los volimenes y
areas do ellas.
a=609,6 9,029 b=1,3 0,28

181. Formando los volumenes de dos esferas la razon m:n$
ee pregunta cudles son sus didmetros, si la suma de los volume-
nes, es iguala 0?

v=2000 467,970 m:n=3:4 4:3

182. Siendo v la suma de los volumenes de dos esferas, se pre-
gunta cuales son sus radios, si los diametros forman la razén m:n

v=1000 257 1728 2375
m=5 3 4 6
N=8 e 7 9 11

183. Siendo a la suma de los diametros de dos esferas se pre-
gunta cuales son sus areas, silos volumenes forman la razébn m:n

a=9,72 1152 13,79 m:n=343:64 47:23 23:17

184. Formando los volumenes de dos esferas la razon m:n, se
pregunta cuales son sus radios, si el diametro de la una es
mayor que el de la, otra en la longitud

a=6,73 3,56 4,73 m:n=125:27 13:5 19:11

185. Cuanto pesa una esfera cuyo peso especifico es y cuyo
diametro es d%

s=.0,673 7,207 7,207 2,373
d=14,5Ctm. 11,76 Ctm. 0,8 Ctm. 1,25 Ctm.

186. Una esfera de diametro  pesaj) gr. se pregunto cuanto
pesa otra esfera de la misma materia, si su diametro es igual a <t

d=14,5Ctm. 11,76 Ctm. 1075 T
c=9,7 14.7 p.-iutogi 61370r.
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1.87. Qué razdn forman los (lidainbtros tio (los esferas de igual
jicso, si tienou sus 'materias respectivasJos pesos especificos «? -

1 s=7.207 0,027 2,457 7,207
$'=2,493 8,395 0,027 S,395

IfS. Que razén forman los pesos especificos de dos esferas dp
igual peso, si a yoson sus radios?,

0=21,37 13,7 18,73 9,154
1j=9 . 19,52 18,8 14,398

189. Cual es el area de una esfera de pesoj) y de peso especi
fico £.? ,
p=500gr. 5G0in\ 254¢r. 24 Kklgr. 50 Kilgr.
s=8,788 7,207. S,395 7,207 7,207 ™

190. Cuéanto pesa una esfera vacia de peso, especifico 8, si
es el diametro total y el grueso de la cubierta cs.igual a I/ /

* o
1

d=10 Ctmj 5 .Ctm. 75 Ctm. a ao0 non7

b==gMm. 2 Mm. 3 5Mm. 6==8>'88 8389 '>207

191. Cuanto pesa una esfera vacia de peso especifico s, si su
perimetro esterior. es ay el grueso de la cubierta es

s=7,207 8,39 a=25Ctm. 36,7 Ctm. b=2Ctm. 3Mni.

192 Cual es el grueso de la cubierta de una esfera vacia de

peso especifico & si des el didmetroy supeso? ,
/ f
s=7,207 8,788 8,788
d==7,25 Ctm. 40 Ctm. 40 Ctm.
p=5u00,gr.i. y 4 kilgy.; 8 kilgr..
* 193 Cual es.el diametro de una ‘esfera'vacia de peso especifico™
Si su cubierta de grueso (@say gramos? 7 t
- \ Dt
'w s=7,207 ' 7,207 7,207 8,787

a=2,4 Mm. 150trgi. 45 Mm.. § Mm.
p=50.) gr. 5 kilgr. 500 gr. 1 kilgr.

104 Cual es el grueso de una esfera, vacia de peso especifico sy
de didmetro total dd sesumeije hasta la mitad en un lic
especifico?
d=7/ 10 100 s—839 S,345 8,788
%

195 Una esfera vacia de peso especifico s y de diametro tatal ,d
se sumeije hasta la mitad en un liquido de peso especifico s/, Sl €5ta

llena de una materia de* peso especifico s”, se preguntaicual es su
.grueso. Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”
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s =7,207 f239 ' 7,207 2,892*
@=10" Kk 15 V< ol
s'=13,553 1,02¢é4 13,508 1,846
s"=0,0013 0,0013 1,02 - 0,818

§28. PAETESDELA ESFEEA.
Il i s
190. Cual es el volumcn y el area total de un sector de una.
esfera de diametro d, si. la altura! del casquete correspondiente es
igual a M ’ ..
. <1=12,5 13 425 305 2G 11,13 047
li=0,4 4,9 04 49 8 3,2.. 1,37

197. Cual es el volumen y el area total de «un sector esférico si
h es 1a altura .del .casquete correspondlente y a el.radio de su base?,
1 *{ -
11=36 1,6 4,£% 4,07 a= 42 6, 8 11, 37 1%21
> - x * - AN
(I 198. Cual es el volumeny Ia.superf|C|e curva de un segmento
+ esférico, si 7 es su altura y d el didipetro.' de la esfera? !
(1=15 35 157 7G3 li=5 10 5,0. 6¢7.
o \ * * B
199. ; Cual es el voltWhncn y la superficie de un segmento esférico,
si li essu altura y a el radio de su base?. * .

li=75 64 3 26 a=165'" 20,8 5 16 -

*200. Cual esel volumcn y la superficie curva de un segmento
esférico, si d es el diametro de la esferay a el radio de la base del
segmento?

a=12,6 252 21 d=29,4 6,79 C7‘8-
201. Siendo al golumen dc’un sector esférico, se pregu
es el volumemdel segmento correspondiente si el area de su casquetel
es |gual ahb
a=28,429 75,067 2125 17,59
b =29,28 77,35 400 15,5

* 202. Siendo el volumen de un segmento esférico igual a
veces el de su cono*correspondiente, se pregunta cudles son los volu-
menes y areas de estos dos cuerpos, si d es el diametro déla esfera.

n=¢ 2 £ 3 d=4,50 7,89 13,7 16,9
- “ 9
203. Siendo d el™didpietro™e una esfera dividido en tres partes
que forman la razon ni:n;p, so pregunta 'cualesel volumen y area
de la zona que tiene la parte media del didmetro por altura.
d=9,6 119 6,7 8,3 n=4 7 7 5
m =3" Biblbteca NacBnal del 2cuador "Eu@mdEspe®” 9 9
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204. Cual es el Yoliimen de un segmento de una esfera vacia, si
des el didmetro total de La esfera, h la altura total del segmentoy
a el grueso de la cubierta.

d=27 45 63 h=11 28 17 a=2 3 4

*205. Siendo ay blos radios de las bases de
de una misma esfera, se pregunta cual es el volumen de cada uno,
8i c es la diferencia entre sus alturas.
a=33 2 4 b=63 1 3 |, c=40 1 2

* 206. Siendo g el area de un casquete, se pregunta cual es el
volumen del segmento correspondiente, si su altura es igual al dia-
metro de su base.

g=3,7 9,5 8,3 24,83 25,003

207. Siendo kel altura de un corte esférico, los radios
de las bases, se pregunta cual es su volumen vy el area de la zona.

a=33 2 4 b=G3 1 3 k=40 1 2

209. Siendo b el area de una zona de altura 7, se pregunta
cual es el volumen del corte si las bases son iguales.

h=38 12 36 15
b=427,256 1394,8G 9613,27 1743,584

208. Siendo v el volumen de un corte de altura h, se pregunta
cual es el area lde la zona, si las bases son congruentes.

v=16S2 12,45 h=8 1,2

210 Siendo h la altura de una zona y b su area se pregunta
cual es el volumen del corte, si las bases son congruentes?

a=8 12 3,6 b=7SQ,G9 3319,1 189,27

* 211. Siendo h la altura de una zona y b su area, se pregun-
ta cu?les son los radios de sus bages si vesel volumen de su corte

h=21 4 3,3 33,6
b=8246,7 163,363 316,202 4486,2
v=103282 351,814 908,742 37336

212. Siendo un circulo maximo de diametro d la base mayor de
una zona, se pregunta cual es el area y el volumen del corte si el
perimetro de otra base es naces el de laprin

d=2,9 7,23 17,83 n=f 1 £

213. Cual es el peso especifico de un liquido, si una esfera de

diémetro d J deqfiso especifica 5,55, sumerie. g & hasta la altura 7



214. Cuéanto pesa una esfera (le diametro <, si se sumerjo «eil
Un liguido de peso especifico s hasta la parte naadel diametro?

d=6j7 Ctm» 9,4 Ctm. ¢==0,973 13,593 n=2,22 3,5

215. Construir una esfera yacia de peso especifico s de manera

gue tenga el pesop yse sumeija hasta la parte do didmetro en
un liquido de peso especifico s'.
s==2,811 7,207 n=2,25 8,5

p=,25gr. 125 gr. s=1,743 13,598.
§ 29. CUERPOS REGULARES.

216 Cual es el area y el volumen de un cuerpo regular siendo
su arista?
Tetraedro a=3,73 5,67 4,732 19,437
Ottaedro y 2,67 8,89 5,649 23,456
Icosaedro 4,86 7,63 8,472 0,3456
Exaedro 6,37 9,43 3,249 0,7653
Dodecaedro 1 3,47 0,83 7,654 1,0567

217. Siendo €l area de un cuerpoiregular S pregunta, cual (B
I arista y volumen.

Tetraedro =43,302 301,81 14,467 346,67
Octaedro ) 86,603 47,424 238,65 23,450
Icosaedro 216,51 145,58 814,84 678,91

Exaedro » 09126 52,215 998,46 567,89
Dodecaedro , 330,34 670,78 3123,5 4567,8

218 Cual es el aristay el area de un Cuerpo regular siendo v el

Tetraedro v=85,914 2,8734 12,236 234,56
Octaedro n 58,926 82,786 1789,7 3356,7
Icosaedro v 17,454 226,51 383,14 45,678
Esaedro I} 614,375 493,039 12,813 56,789

Dodecaedro j, 3923,5 37,649 328,56 7890,1

219. Cual es el diametro de una esfera circunscrita & un cuer*
emular siendo a la arista?
Tetraedro a=:13,881 3,4538 71,625 2.3

Octaedro o 21,214  .8,6498 17,961 3.4
Icosaedro o 8,4117 2,9809  3,5645 5.6
Exaedro 1,4434 2,8105 13,51 6.7
Dodecaedro ,  8,2069 14,987  2,5691 7.8

220. Cual es el diametro de una esfera circunscrita & un cuerpo
regular cuya area es $
Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"
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F 1. Cual £ el diametro de una esfera circunscrita 0 un Qero
Jrequiar cuyo voltimen es fui .
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\29 INDICACIONES DARA RESOLVER LOS PROBLEMAS;

Prob| llfrgendod Iad|a Id% cubo serd: d=aV/i3to que
IEN0o X a ar| Bl "primer cubo se Cncontra1

rd ﬁo%l' 12/ ]]ggnecesna resdlve\r las dosecua(:lones L
Yfy3=mn,  xs+y-t=b* yse tendiaxd= ™" e

Probl 16 17 18 Suendo ag_aérlstamtenor la exterior

*— x40
taqu mulaé{ o d| |e(¢onal tenemos: d*=a, + k*4

Eis TCRE IertIJ]rlilcpara eﬁ pedo rm‘%%% S@gmgﬂteds 3}1@

napyd -, <A@ -pac +hc)
Probl. 28. Siendo x la terceraaristasera; x=

Pirodi. 26. v=\/q'y/; *
Probl. 27. Siendo arbicllastres aristas ser; a2~
Probl. 28. Siendo x el lado de| cuadrado, tenemos V= |x§;

Probl. 31 Slendoxla tercer arista sera:x= 37
i S s e
Probl; 37. Siendo x ey las otras s aristas & puede encontrar

v a.x.y, d*a”x"-f-y5; de donde (x-fy) y w~y)*
3& Siéido QY las otras aristas se debe determinar
9 Slendoggey las .ot OIS | arlstas S hallara facilmen-

Probl 40, S|endo X Y, Zlasr e anstas i s tresecua:
> 0=X.?, R 1= xy+z("y)

‘G donde d2=(x4-y)5tz’'—2g |q::g+zsfy)m
estas ecuaciones bastan para encontrar z
Probl. 41, Siendo +,y, zlas tres aristas serd: Y %= Jg:

Probl. 42WP%?X|3)§)2583 a;/rlsg(agl_r_ 39 3 ég_t_%rgran i
Encontrado ahora («J*y) determinese x-y<

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”
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Probl. 44. Siendo s lasoma de las aristasseraa— ~ — 4
Probl. 50. Siendo x|a altura hasta donde &a. sera: X=£7
Probl. 61. x«=t!--

Probl. 52. x= [a*—ao SIMr.
Probl. 53. S ndoxe grue 0 c? 0|ebeh ar:(a—x)*
lver t0dos

encu tr |§ res s sfven fs p{o siouient do de ”

00 (? QUENEeS
a0 5 el Ao det poliono reqular T e IVadioy- T2 ano-

E)eamg eSF {rlangulo pora el cuadrado,  para el pentagono
r*=ia\/3 r=}a V2 rvAS-Fv'S)
P=ia\Zr p:Ja p:=a\Z'7I(ST-|- 2/\5)
pkraél exagono  paraeloctdgono  para el decagono
r=a r= r=ia (V'6+>
v2—\I2 (
lo=Jay'lF P=laV/3+2v/2 p=jaVo+2V6

o y2"=l4H21 \Z3==1,T3205 V6"=2,23507
tria 5 tas géwula 1%uegfe encontrar por medio de la Geome-

%( quese eometria plana § 60 problema 6.
Prob oL V= ab
Probl. 62. Siendo h' [a altura de la base sera:

B;;%B"'é%_ %% pueds Geterminar facilmente ¢l lado de la

. Pro tf o7, Determlﬂada Aa alturaMe labasejoo tiene difi-
cuitad' el encontrar laaltura del prisma.

Probl. 68. Slendoxlaalturadel prisma tenemos; x= 8~ —

ProB 69. Sie un.cateto dela base  la altura del
prisma DUsqUese ¢ oroducto X.y, CeSpues X

Prb. 70, El resultado Serd v = -eeereeoees e
. 2:J- V20742 \7(hd—(b—)4)
Probl. 71 Siendo x un cateto de la base tendremos;

ma=nx:t{-n*(m-fn-f-y'm- )
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Probl. 72. Siendo x la base del triangulo isosceles sera:
N ~xh (m{n)

Probl. 73, Siendo x 0y los catetos tenemos
Xi+Ti=c*, q=h(x-J-y)+ch-f-xy

ol (éi-gf}god?(tgrymlﬂ)essgaéé%/ds y zla altura del prisma
I=z(x-f-y)-(-cz, X’ +y*-N, xyz=v

Por ser x-j-y=y'cT+2xy, 7—" se puede encontrar el valor
dex.y, ce don(re el dex ey por ser x—y=\/c*—2xy

Probl. 8. Siendo X el lado del poligono regular tenemos:

bssinxVa5—i**" »

de IaPrgPrtgalm?Je' R0 ebgar%on (& poligono rc_egular 0yla alura

I '\n
, Prool.
seran:

b=l v'A-Hix

Espresado b en funcion de y se puede encontrary.

g B%%I%A Ehn??%ansfrg(ﬁ]o Ceqlc\%!\PPP eﬁ]e]l%ngﬁtura ?e |2 piramide

at|e|i1d g %ug P%s a5 (fnstas, ateraeles ] |gHa ) éé |erf1 X

? Xy—g ados de Ta base, eterminese” ”-J-y) ~despu fx- )
robl. 92. Siendo x el lado del cuadrado tenemos:

Propl. 95b Siendo X &V los lados respectivamente homblo-
gos alosa yb sesaca:

0 |§(§‘8{ap§’r'§ eloglesnodno Wylfil al?ﬁ & dc?ePnottrrg%%Cstl%ngsl s
ey Se ‘encontrara;

di'=vih*+}(b-,)r j
Probl. 96, Expresadas 'las bases ea funeioa del lado x de 1*
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base inferior, se puede formar una ecuacion entre v yx, luego
determinar x, y por tanto también el area de las bases; des-

pués encontrado el valor de py NO &
area de un trapecio lateral.

Probl.~97. Para la altura h7 de [toda la piramide completa

tenemos h'= a--- y pitra Sl volumen V/=rfrkiN/ ***
Vi— Vb * V& \/b
T
SiendixX el volumen del tronco inferiorger&
y _ mi\(@a-]-b-]\/ab)

“ (m+n) .t i
S 1 Fix f 4.J31"

Ahora bien siendo x labase superior del tronco X y h [su altu-

Probl." 105. Siendo r el radio, y h la altura.del cilindro» se de-
duce

Probl. 103 Siendo h la altura tenemos: h = a_—é{ :

7? 27. Siendo p7y p7 los pesos cta los dos metale®
My vy yolumes, ademas x el grueso de la moneda,, puede
encontrarse las siguientes espresiones

de donde mp np

y por ultimo.

Probl, 131. Se ha de distinguir s]i>s7y s<C[s7
Probl. 132,. Siendo x el peso especifico, sera X = —r].*l
Probi. 134. Siendo r el radio del cilindro, se deduca laecuacion

D= 7rhsrT~i-7th sf{a-f-2r)ar
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Probl. 145. Siendo xla altura de uno so tendra; x = |

Probl. 149. Siendor el radio y k el lado del' cono se p\\e~
ok encontrar: - r . - e

g=jrrAYnky t= AN | |

de donde or T k-ll-r y T=4rV~r(k-r>
luego fi k—r= dva uniendo se saca
J = e Y ory

q*r*—9v2 ==2r4ir

Probl. 155. Encontrada la altura del cono-parcial se sabe fe
del truncado™

Probl. 158.'Determinese la altura..

Probl. 160. Siendo Ry rios radios délas bades* determines®)
(R-(-r) y después (R —).

Probl. 161. No, es dificil determinar los valores de (R-J-r) y
de™Ry'-f-r-*), y de donde-se sabe* el ¢leR.r*

Probl. 162. Encontrados los valores de (R-2f-rl4'~r) y
(R—r)Ase conoce el de R.r y por tanto el de(R-j-r)*.

Probl. 163. Se resuelve como el 162.

Probl. 164. Por ser conocido (R—r) se puede resolver fe ecua-
cion, g=7rk(R-]-r)-]-7r(RL+ rji).

Probi 165. Encontrado el valor de (R’-j-r3) y sabiendo que

R+ r= “~Nk' k*=™p”~r)24-bV(,j
basta determinar el valor de Rr.* »-iota
Probl. 167. Determinese el valor de R <V,

Probl. 168. Encontrado el valor del radio do la interseccion
intermedia, determinese las alturas parciales.
Probi. 180. Recuérdese que en general se tiene *v o*

(XI—y»)-(s2+Xy+y») (X—y) V-

.Probi. .186.. Determinese el peso esprcifico de dicha materia,

Probl. 192. Siendo x el grueso de la cubierta so puede en-
contrar el valor de (d*x)3 y por tanto el de X.

Probl. 196. Para determinar el area total se necesita encon-
trar el radio r, de la base del casquete: r, *=5:(d-n-.h)h

Probi, 197 199 y 200 se resuelven por la formula del 196

Probl. 201. Para el radio déla esfera’\ encontramos r= B~

Probi. 202 Atendiendo a la formula del 196 tendremos
1 Tii y CCtICAftv.

[Trhd((d-b)= 22- REAAW h+1isyv T
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hlll‘gzmbl FO ré)l% e%?rlléjel galourngeq? %t%sues %%%‘BP&H&%

D 266/ C§Sen 0 dlame?ro de la esfera y hlaaltura
tenemos las dos eCUACIones

del casquete
&)h Jh*‘[d—hjh en doncle se puede eliminar dy asi

Ceter -
Ia,? b@si@a cen?ro 8 a esferg er%%%gcg?srgg elf) 5%”88 qa

daera—a*  e'a=ra—b* ’
luego [¢"-F-e/] [—«""h-—a*

y por serli igual @' (¢'—€") 0 tendremos: siempre
e‘ h'+ b « =1

| etgminard ry por nto & &rea ']

ct OIfaro |3§08 %arae radYopge ab kenemos

. s' AL
r*= ra—Jh* en donde r— I

- Prob!J 208, bﬁ vl rd(? 9ouede encontrarse facilmente y
ENo ndoe

adio de Iq\e fera* por I sde
Be ermlnaran '%aspalstantlas a (%’n 986 gk Ia eéfera§ é% H

| e' Me"&E2ra—r/+r,kye—3"=l
y por Ultimo sp encontraran los valores
<=\/(r+ &) (r—' 1, =\/(r+e")(r—")

la alﬁjroabldg]]% ﬁ%ﬁgo(ti%r}go por r, €l ra/(illo de otra base y por n
=1d’-ri> y r.="-

Probl. 215. Siendo r el radio total de la esfera sera:

| ’\r=£lr(/3—h)‘;1ir3
Denot?ndo ora.. %0{ r' el radio interior se encuentra su va-
lor por Ta formula siguien
g=1"(r3—la)
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130. FORMULAS RELATIVAMENTE A LOS CUERPOS
REGULARES.

Para poder resolver loa problemas sobre los cuerpos regula-
res debemos conocer las relaciones que hay entre loa lados de
(testos relativamente al radio de la esfera circunscritay asu apo*
ema, . .
|~ Llamando a el lado del poliedro, R el radio de la esfera

circunscrita, P la distancia del cenro de la esfera a las ¢ tis Y
1) la distancia del _mismo centro & las aristas medias, tendremas
i por medio de la fig. 52 las relaciones fundamentales, siendo r
.y pios radios del circulo circunscrito @ inscrito de la cara.

1 P*=R* r* Da=P-*+>* R*=D*+4aa.

Esto supuesto espresemos el valor de Ry P para cada uno
de los cuerpos regulares aplicando las formulas de la advertencia

de lapag. 82. ,
c *l. Titardbo [flg. 5]@.]. N { o<1, ;
Se ve facilmente que la altura h del tetaedro regular pasara

por el centro de la cara, y por tanto porelcentro Qe la esfera
circunscrita, de donde tenémos:

i N2=(R-|-P)*=a2—r2 en donde r=i&\/3

J" yjpor SermP:yTTZ—rIZ se sigue R+ —rJ= yV fra;-8==a
luego RA—r2=cRiA-8a-2—2aR \/|*
loque dara  R=Ja\/6 y de donde P=¢aV«

i Il Octacaro ffig. 517,

El cuadrilatero ABCD es un cuadrado por ser un plano en
*] cual se halla situado el centro de la esfera, de donde tenemos

R=Ja\/l2 y P=£a\l6 porser P2=R 2—r*
”I. | cosaedro [flg, 5].« ].

Por ser ABCDE y A'B'C'D'E"'. dos pentagonos regulares
;PI. VHI 3] y paralelos entre si se sigue que el tentro dé la es-
era se halla’en la distancia media dé estes, y por tanto hacien-
i do pasar por el centro un plano paralelo & 10s dos pentagonos,
resujtara en las caras respectivas un decagono regular
a'=Ja y de radio D; de donde tenemos:

D=laV5+1)=ia(V5+I)

*
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$or sai
- N

we saca Tt=1a\710-f-tv'0

yporser P2=R'-r* tenemos P?=***(10 HV S)—***

y por consiguiente P ="av/371&Y-tiy/5)=-Aa(3-]-"\Voy\/"
IV» Exaedro [figF 51d. e

El centro ele la esfera debe equidistar de ks dos caras opuei
tasy paralelas, luego sera
P:Jaj»«V’\+rVi»’\ D

V. Dodecaedro (fig. 510}

ABCDE y A'I"C'D'E' representan dos pentagonos regula-
os y paralelos, de donde se sigue que abede y a'b'c'dV representan
item pentagonos regulares, y por consiguiente el centro de 'la esfe-
ra se hallaen el medio de estos* Ahora bien, haciendo pasar por
el «entro un plano paralelo & los dos pentagonos resultara en las
earas respectivas un decagono regular de lado av=;a' y de r&
dio D; de donde tenemos;

D=Ja"(V5+1)=ia(VE+l)
Aplicando PI. § 58 teor. 50se tendra n'=|a(\/5-f-1)
luego sera qu\ﬁ'l)/\im

R=\/D J-{-4awJa

B=iaV3(tFA T =ia(l+vBVil

Ademases
luego . I'=sla 25+;|j_'0175
'q L., v
ffvm /r
e GJ&X *ortA L=* m lul,..;'1 a.;r. M JT>1
€,V*tttl TMAMJii p [IN s k«. « 'VIwe Wil nu Oidiwirr-

SJdJij. eiiNIfd:i |bwEc *
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