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Epigrafe
Everything should be made as simple as possible, but not simpler.

Albert Einstein

There is also the other side of the coin minted by Einstein: a scientist’s defense of art and

knowledge - of lightness, completeness and accuracy.

Louis Zukofsky
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Resumen

La posibilidad o imposibilidad de compensar las desventajas en unos criterios con las
ventajas en otro u otros criterios es una de las tematicas de mayor importancia en el analisis
multicriterio que, sin embargo, no ha podido ser sistematizada en un corpus conceptual
consistente. La mayores contribuciones en el analisis multicriterio se fundamentan en la
definicion de no compensacion de Peter Fishburn (1976) que, a pesar de permitir grandes

desarrollos, ha alcanzado sus limites.

En esta tesis se pesenta un marco conceptual formal que precisa los conceptos de
compensacion, compensacion parcial y no compensacion entre criterios con la
determinacion rigurosa de un pardmetro de compensacion que varia en el intervalo [0,1]. El
parametro vale cero en el caso no compensatorio, uno en el caso compensatorio, y toma

algun valor entre 0 y 1 de acuerdo al menor 0 mayor grado de compensacion parcial.

Se introducen tres definiciones adicionales que se denominan “no compensacion tipo 2 -
T2”, “no compensacion tipo 2b - T2b” y “no compensacion tipo 3 - T3”. La no
compensacion T2 y T2b estan muy asociadas con la definicidn de Fishburn, y permiten la
construccidn de la compensacion paramétrica. La no compensacion T3 se relaciona con la

comparabilidad e incomparabilidad entre alternativas.

Los 6rdenes conicos y cuasi conicos son los modelos paradigmatico de las estructuras de

preferencia paramétrica no-compensatoria compensatoria no difusa.

Como se conoce, los modelos no difusos presentan problemas de saltos por discontinuidad.
Por ejemplo, puede ocurrir que la preferencia de la alternativa x sobre la alternativa y se
invierta si algun criterio de x disminuye en una cantidad infinitesimal. De igual manera, se
conoce que la solucidn a estos problemas es la aplicacion o utilizacion de los conjuntos no
difusos. Asi, se construye el modelo no difuso como una extension difusa del modelo no

difuso.

A modo de aplicacion de los conceptos y modelos propuestos y construidos, se analiza la
problematica de los recursos hidricos en el Ecuador en relacion a los proyectos

multipropdsito, es decir, los proyectos de infraestructura con finalidad mdaltiple: provisién de

XIv



agua para consumo humano, para riego, proteccion frente a desastres naturales y generacion
de electricidad. Se analizan y evaltan ocho de los principales proyectos de inversion publica
del gobierno, tomando en consideracion las dimensiones economica, social, ambiental, de

servicios y politica.

Finalmente, se resumen las conclusiones y se proponen algunos desarrollos para

investigaciones futuras.
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Introduccion

El mundo real se caracteriza por la complejidad y la incertidumbre y, en el intento de
comprenderla y actuar para modificarla, es necesario recurrir a los instrumentos adecuados.
Por sus caracteristicas, el analisis multicriterio (AMC) es una herramienta apropiada para el
analisis de los problemas del mundo real, en tanto que permite analizarlos a partir de un
enfoque riguroso y flexible a la vez. Esta herramienta permite integrar las diversas
dimensiones en las que estas problematicas se manifiestan: economica, social, ambiental,

cultural, etc.

El AMC permite trabajar con indicadores cualitativos y numéricos expresados en sus propias
y diversas unidades de medida: monetarias (dolares, euros, etcétera), fisicas (toneladas,
hectareas, vatios, etcétera), biologicas (partes por millon, gramos/m3, etcétera) y otras (%,
etcétera). Algunos métodos multicriterio admiten también variables difusas y aleatorias, y
variables cualitativas. De esta manera, el analisis multicriterio permite tratar cuestiones
complejas como la sostenibilidad, el desarrollo, etcétera; temas donde las cosmovisiones e

intereses de los actores involucrados estan muchas veces en contraposicion.

El uso del AMC tiene varios antecedentes en la economia, las matematicas y las ciencias
politicas. En la década de los cincuenta y sesenta del siglo pasado, el AMC se constituye en
disciplina académica por si misma a partir de los trabajos de Charnes et al. (1955) en la
programacion por metas (Goal programming), y de Bernard Roy (1991) con el método
ELECTRE. El Analisis Multicriterio (AMC) o Analisis de Decisién Multicriterio (ADM) o
Multicriteria Decision Making (MCDM), se consolida en la década de los setenta (Fernadez-
Barberis y Escribano 2011). En ese entonces, el AMC se consideraba como una técnica
particular de la Teoria de la Decision que buscaba soluciones 6ptimas en contextos bien

estructurados.

Posteriormente, reconociendo que un problema con criterios multiples no necesariamente
admite una solucion 6ptima, el AMC evoluciona a la Ayuda a la Decision Multicriterio o
Multiple-Criteria Decision Aid (MCDA) (Roy 1996). El enfoque es buscar una solucion
“satisfactoria” que responda lo mejor (o lo menos mal) a los multiples criterios. El cambio

fundamental es reconocer que los problemas multicriterio no estan bien estructurados



matematicamente en el sentido de que no es posible obtener una unica solucion 6ptima. En
muchos casos, tal solucion no existe, de manera que la solucion final es mas una creacion

que un descubrimiento. Por eso, el énfasis en la palabra “ayuda".

En un tercer cambio transcendental, se impulsa la participacion de los actores sociales en el
proceso decisional en aquellos problemas que involucran o afectan a un sector o a la
sociedad en su conjunto (Banville et al. 1998) y se llega a la Evaluacion Multicriterio
Participativa o Participatory Multicriteria Evaluation (PMCE). Como una sintesis de estos
procesos, Munda (2004) propone la Evaluacion Multicriterio Social (EMS) o Social
Multicriteria Evaluation (SMCE), que enfatiza la participacion de los actores sociales en
problemas de decisién social caracterizados por la alta incertidumbre y el alto impacto
social. La diferencia entre la evaluacion multicriterio participativa y la evaluacion
multicriterio social es mas cualitativa que de grado. En la primera, se toma en cuenta las
opiniones e intereses de los actores sociales en el proceso de decisién. Sin embargo, estos
actores tienen una participacion limitada en la toma de decisiones (en la definicion de
pardmetros, alternativas y criterios). Al contrario, en la evaluacién multicriterio social, los
actores sociales tienen una participacion real y efectiva en la toma de las decisiones (ellos

determinan los parametros, alternativas y criterios).

Existe una diversidad de métodos de andlisis y evaluacion multicriterio, cada uno de ellos
con sus caracteristicas particulares, que los hacen menos 0 méas adecuados para ser aplicados

en un problema especifico.

A groso modo, los modelos o métodos multicriterio se pueden agrupar en dos grandes
categorias. El primer grupo esté constituido por los modelos que se fundamentan en la
construccion de una funcion de utilidad multicriterio. Es decir, una funcion que asigna a
cada alternativa un numero real. Estos métodos se asocian con la escuela norteamericana, y
se consideran métodos compensatorios pues, generalmente, una desventaja en unos criterios
se puede compensar con una ventaja en algun o algunos otros criterios. El tipo de modelo
representativo es MAUT (Multi-Attribute Utility Theory) de Keeney y Raiffa (1976). Entre
estos modelos, podemos destacar a TOPSIS (Technique for Order Preference by Similarity
to Ideal Solution) de Hwang y Yoon (1981) que tiene un parametro de compensacion
explicito que permite variar de un modelo compensatorio a uno no compensatorio
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(Bojoquez-Tapia et al. 2005).

Los modelos del segundo grupo se fundamentan en la comparacion por pares de las
alternativas y en el concepto de superacion. Se dice que la alternativa A supera a la
alternativa B en un criterio cuando, al evaluar las alternativas A y B en dicho criterio se
tiene que, la evaluacion de A es superior, en al menos un umbral minimo, a la evaluacion
B. Los métodos de superacion son de tradicion europea, entre estos estan las distintas
versiones de ELECTRE (ELimination Et Choix Traduisant la REalité), desarrolladas por
Bernard Roy (1991). Estos métodos se consideran parcialmente compensatorios, pero no

tienen un pardmetro explicito para la compensacion.

Compensacién. El Diccionario de la lengua espafiola de la Real Academia Espariola
establece dos acepciones al significado del verbo compensar:
Compensar (de raiz latina compensare)®:

1. tr. Igualar en opuesto sentido el efecto de una cosa con el de otra. Compensar la
dilatacion de un cuerpo con la contraccion de otro. Compensar las pérdidas con
las ganancias, los males con los bienes.

2. tr. Dar algo o hacer un beneficio a alguien en resarcimiento del dafio, perjuicio o

disgusto que se ha causado.

Ya en el campo del andlisis multicriterio, “intuitivamente, compensacion se refiere a la
existencia de intercambios, es decir, a la posibilidad de compensar una *desventaja’ en algin
atributo por una ’ventaja’ suficientemente grande en otro atributo, mientras que pequefias

’ventajas’ no harian lo mismo.” (Bouyssou 1986, 150).

Martinez-Alier et al. (1998, 283) complementan esta nocion indicando que una relacién de
preferencia es no compensatoria si no hay resarcimiento; y, si ocurre lo contrario, es

compensatoria.

Para muchos practicantes del analisis multicriterio, una nocién intuitiva de compensacion -
no compensacién, como la indicada previamente, es suficiente. Por ejemplo, Guitouni y

Martel (1998) clasifican a los principales métodos multicriterio a partir de la taxonomia de

1 www.rae.es



Colson y de Bruyn (1989), que califica un método multicriterio como:

1. Compensatorio: en este caso, se acepta que puede existir una compensacion absoluta
entre las diferentes evaluaciones. Por lo tanto, un buen rendimiento en un criterio
puede contrarrestar facilmente una pobre evaluacion en otro. Existen muchos
métodos que caen en esta categoria, por ejemplo, la suma ponderada.

2. No compensatorio: no se acepta la compensacion entre las diferentes dimensiones.
Quien toma las decisiones establece cuales dimensiones son lo suficientemente
importantes como para rechazar cualquier tipo de compensacion. EI método
lexicogréafico se considera un método no compensatorio.

3. Parcialmente compensatorio: en este caso se acepta la existencia de algun tipo de
compensacion entre las diferentes dimensiones o criterios. La mayoria de los
métodos del analisis multicriterio caen dentro de esta categoria. EI problema

principal es evaluar el grado de compensacion de cada uno.

De acuerdo a esta tipologia, Guitouni y Martel (1998) clasifican algunos de los métodos

multicriterio, tal como se indica en la Tabla 1.

Tabla 1: Clasificacion de los métodos multicriterio

Métodos multicriterio Compensacion

Métodos elementales

Suma ponderada Total
Método lexicografico No
Método conjuntivo No
Método disyuntivo No
Maximin No
Suma difusa ponderada Total

Métodos de sintesis (en una Unica evaluacion final)

TOPSIS Total

MAVT Parcial
UTA Parcial
SMART Parcial
MAUT Parcial




AHP Parcial
EVAMIX Parcial
Maximin difuso No
Métodos de superacion
ELECTRE I, Il Parcial
ELECTRE lII, IV, IS, TRI Parcial
PROMETHEE |, Il Parcial
MELCHIOR Parcial
ORESTE Parcial
REGIME Parcial
NAIADE Parcial
Métodos mixtos

QUALIFEX Parcial
Método conjuntivo/disyuntivo difuso No

Método de Martel y Zaras Parcial

Fuente: Guitouni y Martel (1998)

Esta clasificacion presenta algunos problemas. Por ejemplo, el método TOPSIS, como se
indico previamente, tiene un pardmetro de compensacion explicito que permite variar de un

modelo compensatorio a uno no compensatorio.

En cuanto a la definicion formal de no compensacion, Fishburn (1976) establece el concepto
seminal de no compensacién, que posteriormente es complementado por Bouyssou y
Vansnick (1986). Asi, Bouyssou (1986) establece dos definiciones asociadas a la
compensacion. Por otra parte, Roy (1996) construye un marco conceptual para la
compensacion y no compensacion. En los distintos campos de investigacion en el analisis
multicriterio, la construccion axiomatica de los métodos multicriterio (Bouyssou et al. 1997;
Greco et. al. 2003; Bouyssou y Pirlot 2006), la teoria sobre los pesos de criterios (Vanshick
1986; Podinovsky 1994, Podinovsky 2002; Roy y Mousseau 1996), la interaccién entre los
criterios (Grabisch y Roubens 2000; Greco y Figueira 2003), entre otros, lo que se busca es

vincular sus estudios y resultados con la nocion de no compensacion de Fishburn (1976).

Sin embargo, tal como indican Guitouni y Martel (1998), el problema principal es evaluar el
grado de compensacion de los distintos métodos. Dicho de otro modo, se esta reconociendo
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la limitacion que existe en este campo.

Frente a ello, en esta tesis se propone construir un nuevo marco conceptual que permite
fundamentar la construccion de las denominadas estructuras de preferencias paramétrica no-

compensatoria compensatoria con un sentido preciso para el parametro de compensacion.

En este articulo a la compensacion se le dara dos sentidos: como “igualdad o balance de las
ventajas y desventajas” (primera acepcion del diccionario), o como “inversion de la
preferencia” (nocion propia de esta tesis). Se introduciran tres definiciones propias de no
compensacion. La primera puede ser considerada una variante o un caso particular de la

definicion de Fishburn. A ésta se la denominara “no compensacion tipo 2 - T2”.

La segunda definicion, “no compensacion tipo 2b - T2b” es equivalente a la primera bajo el
supuesto comunmente aceptado de que se cumple la condicién fuerte de Pareto. Esta
definicion, conjuntamente con su negacion, permite fundamentar a la preferencia
paramétrica. Ambas definiciones estan relacionadas con la intensidad de las preferencias y

con la inversion de la preferencia.

La tercera definicion, la cual tiene alguna similitud con la definicion de Roy (1996), se
denomina “no compensacion tipo 3 - T3”, y se asocia con la igualdad en ventajas y

desventajas, y con la comparabilidad e incomparabilidad de las alternativas.

El problema del andlisis multicriterio.

Desde el punto de vista formal, la teoria del analisis multicriterio tiene muchos elementos en
comun con la agregacion social de las preferencias de la teoria microeconémica. En el
analisis multicriterio, cada uno de los criterios define sobre el conjunto de alternativas algun
tipo de relacion de orden: un orden completo, un preorden o un semiorden. Estos
ordenamientos parciales no son iguales. Asi, el problema es encontrar el orden agregado que
represente al conjunto de ordenamientos parciales. En el caso de la agregacion social, cada
uno de los agentes, de acuerdo a sus preferencias, puede ordenar a un conjunto de
alternativas. Los ordenamientos generalmente son diferentes entre los distintos agentes. La
preferencia social es la preferencia agregada que sintetiza al conjunto de preferencias

individuales y determina un unico ordenamiento de las alternativas.



De manera formal, el problema del andlisis multicriterio puede describirse de la siguiente
manera: sean A € A un conjunto de alternativas (2 es el espacio de alternativas), R y B
conjuntos de relaciones sobre A que satisfacen ciertas propiedades o caracteristicas. Por
ejemplo, los elementos de R podrian ser relaciones de orden total, los elementos de B
podrian ser relaciones de semiorden. Se busca determinar un funcional o regla de agregacion
H que, a partir de n ordenes parciales R; € R, determina la relacion o preferencia global
agregada R € B:
H: R - B

(R,Ry...,Ry) = R )
Siguiendo a Munda y Nardo (2005, 7), en los modelos 0 métodos multicriterio que se
fundamentan en la comparacion por pares de alternativas, el operador H se descompone en
dos procesos diferenciados?. El primero que llega hasta la determinacion de la matriz o las
matrices de comparacién por pares (operador F); el segundo que parte de las matrices de
comparacion por pares y va hasta la comparacién global de las alternativas (operador G). El

funcional es: H =G o F.

H:R"
(Ry,Ry,...,Ry)

119
llo

m B )

M R

Esta tesis se centrara en la construccion de un modelo para determinar las matrices de
comparacion por pares. Estas matrices corresponderan a las relaciones difusas: indiferencia,
I; preferencia estricta, P; e incomparabilidad, J. En las llamadas estructuras de preferencia
I1-P-], estas relaciones se determinan a partir de una preferencia débil difusa R (Oztiirk et al.
2003; Rudas y Fodor, 2009; Fodor y Roubens, 1994). En consecuencia, parte del problema

sera determinar esta preferencia débil difusa.

En la comparacion global de las alternativas consideraremos dos opciones. La primera
opciodn es un modelo descriptivo, el cual determina la relacion global mediante la

superposicion de las relaciones determinadas por la aplicacion de una generalizacion de la

2 En los métodos multicriterio que no se fundamentan en la comparacién por pares, por ejemplo, en los métodos basados en la utilidad
multicriterio, no se aplica esta descomposicion.



“regla de la mayoria” (May, 1952; Dasgupta y Maskin, 2003), a cada par de alternativas.
Este procedimiento define una preferencia global agregada, la cual describe la relacion

estructural entre las alternativas.

La segunda opcidn es un modelo de decision que genera una preferencia global agregada, la
cual permite seleccionar la mejor alternativa. Para este proceso se aplicara una variante del
método de Condorcet (Young, 1988; Monjardet, 1990; Cioni, 2010), y se calculara el “flujo
neto” de la matriz asociada a la relacion global agregada obtenida. Como se conoce, el flujo
neto es, a su vez, una extension del método de Borda (Young, 1974; Johnson, 1983; Truchon
2006). En la literatura, también se conoce que Borda y Condorcet fueron los pioneros en

introducir las matematicas en las ciencias sociales (Brian, 2008).
Describamos de manera general como procederemos para la construccion de estos modelos.

Matrices de comparacion por pares. Primero se trabajara con relaciones o preferencias
clasicas, esto es, relaciones no difusas; y, posteriormente, los procedimientos se extenderan a

un contexto difuso.

Para la definicion de la preferencia débil R no difusa utilizaremos las estructuras
matematicas conocidas como “conos”. Un cono es una estructura algebraica que se define en
el espacio vectorial R™. En esta tesis se trabajara con un tipo particular de conos: aquellos
cuyos elementos son una combinacion lineal convexa (de coeficientes positivos) de los
elementos de una base del espacio vectorial R™. Los conos y 6rdenes conicos son de uso
comun en varias areas de las matematicas, por ejemplo, en los problemas de optimizacién
multidimensional (Jahn, 2011; Ok, 2007), en los modelos de equilibrio general (Schalk,
1996), entre otros.

Ahora bien, la utilizacion de los 6rdenes conicos impone una restriccion sobre las estructuras
de preferencia: las preferencias parciales s6lo pueden ser el orden mayor o el orden menor
en el conjunto de numero reales R. En todo caso, las definiciones se expondran en un marco

conceptual lo mas general posible.

La extension de la preferencia débil no difusa a una preferencia difusa se hara de manera

muy simple y natural, mediante la utilizacion de la distancia de Minkowski (Ok 2007, Rudin
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1964), en un proceso muy similar a como se define un nimero difuso a partir de un nimero
no difuso (Zimmermann 2001). La distancia de Minkowski es una generalizacién de la

distancia euclidianad.

La definicion de las relaciones I, P y ] a partir de una preferencia débil difusa R se
conoce como la “construccion de una estructura de preferencia difusa I-P-J”. Estos procesos
estan plenamente justificados en los trabajos de Fodor y Roubens (1994) y de Alsina (1985)
- ver tambien Fodor y Baets (2008), VandeWalle (1998). EI modelo difuso, tal como se
presenta en esta tesis, es una aplicacion directa del Teorema de Alsina.

Esta tesis se desglosa en doce capitulos y dos anexos:

1. En el Capitulo 1, titulado “Marco teorico”, se establece el marco conceptual para el
desarrollo de las propuestas de la tesis. Se presentan las definiciones y conceptos
basicos y la definicion formal de no compensacion establecida por Fishburn, (1976),
que constituye, hasta el momento, el modelo con el cual se construye y contrasta los
desarrollos de algunas otras tematicas del analisis multicriterio.

2. En el Capitulo 2, “Preferencias no compensatorias T2, T2b y T3”, se presentan las
definiciones de las preferencias no compensatorias tipo 2 (T2), tipo 2b (T2b) y tipo 3
(T3). Se ha elegido a proposito el calificativo T2 y T2b para destacar la estrecha
relacion existente entre ambas definiciones de no compensacion. En este capitulo se
enuncian y prueban cuatro teoremas que muestran los vinculos entre los conceptos de
preferencias no compensatorias T2 y T2b, y entre preferencias no compensatorias T2
y Fishburn. Se muestra, asimismo, la independencia entre las definiciones de
preferencias no compensatorias T2 y T3.

3. En el Capitulo 3, “Preferencias compensatorias” se presenta la construccion de los
conceptos de preferencias compensatorias T2 y T3, y se establece la tipologia de
preferencias: no compensatoria, parcialmente compensatoria y (totalmente)
compensatoria T2 y T3. El capitulo finaliza con la definicion de las estructuras de

preferencia paramétrica, estructuras que pueden variar de la no compensacion a la

3 La distancia de Minkowski entre dos vectores x,y € R™ es d(x,y) = [ |x; — y;|P]/P), con
p > 0.



compensacion total. Se presenta ademas la clasificacion de las preferencias
parcialmente compensatorias y compensatorias en ilimitadas y limitadas.

El Capitulo 4 “Preferencias conicas y cuasi conicas” estd dedicado al analisis de las
estructuras de preferencia paramétrica conicas y cuasi conicas, que son los modelos
paradigmaticos de las estructuras de preferencia paramétricas ilimitadas y limitadas
respectivamente. Se presenta también, en este capitulo, los modelos de preferencia en
semicriterios que permiten el uso de umbrales de indiferencia en los criterios
individuales, y los modelos ponderados que posibilitan establecer pesos
diferenciados en los criterios.

En el Capitulo 5, “Ejemplo de aplicacion del modelo cuasi conico”, se presenta un
ejemplo sencillo de aplicacion del modelo parcialmente compensatorio limitado para
analizar el desarrollo relativo de cinco paises latinoamericanos: Ecuador, Colombia,
Per(, Costa Rica y Republica Dominicana; mediante dos indicadores: un indicador
economico (PIB per capita), y un indicador ambiental (emisiones de CO- per cépita).
En el Capitulo 6, “Preferencia difusa”, se presenta la construccion de la estructura de
preferencia paramétrica difusa como una extension difusa de la estructura de
preferencia paramétrica cuasi conica y se explican las modificaciones necesarias para
lograrlo.

En los estudios en los que se aplica el analisis multicriterio es usual agrupar los
criterios en la dimensién econdmica, social, ambiental, etc. La compensacion entre
criterios de una misma dimension (por ejemplo, dos criterios econémicos),
seguramente es diferente a la compensacion entre criterios de distintas dimensiones
(por ejemplo, un criterio econdémico y un criterio ambiental). EI Capitulo 7,
“Agrupacion de criterios”, presenta una propuesta para resolver este problema.

En el Capitulo 8, “Criterios difusos, estocasticos y categoricos”, se analiza como se
pueden transformar los criterios o variables difusas, estocasticas y categodricas en
variables reales para aplicar el modelo de preferencia difusa paramétrica, que se
determina a partir de conos en R™. También se describe la manera para realizar el
analisis de sensibilidad, el cual permite examinar el cambio en los resultados frente a
(pequenias) variaciones en los datos y parametros.

El Capitulo 9, “Agregacion global de las preferencias”, estd dedicado a la
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descripcion de los modelos de la comparacion global de las alternativas que, tal
como se indico anteriormente, se bifurcan en un modelo descriptivo que determina la
relacion estructural entre las alternativas; y, un modelo de decision que define una
relacion de semiorden entre las alternativas. Estos procedimientos se describen
mediante su aplicacién al ejemplo tratado en el quinto capitulo.

10. En el Capitulo 10, “Modelo paramétrico compensatorio no-compensatorio”, se
presentan las caracteristicas del modelo Quipu y, como ejemplo de aplicacion, se
realiza el estudio del nivel de desarrollo relativo de un grupo de 5 paises: Ecuador,
Colombia, Pert, Costa Rica y Republica Dominicana; en base a 11 criterios
agrupados en las dimensiones econdémica, ambiental, social y tecnoldgica.

11. En el Capitulo 11, “Evaluacion multicriterio de los proyectos multipropdsito”, se
examina la problematica de los recursos hidricos en el Ecuador, en relacion a los
denominados proyectos multipropoésito. Se analizan y evaltian los ocho proyectos
principales de inversion publica del gobierno ecuatoriano mediante la aplicacion del
modelo multicriterio paramétrico compensatorio no-compensatorio. La evaluacion
multicriterio considera las dimensiones: econdémica, social, ambiental, de servicios y
politica. Como resultado de la evaluacién multicriterio, se obtiene una jerarquia de
los proyectos por orden de importancia y se analiza su aporte a la solucion de los
problemas asociados al agua. Este ejercicio fue realizado con el apoyo de un equipo
interdisciplinario conformado por funcionarios de la Secretaria Nacional del Agua
(SENAGUA), el Ministerio del Ambiente y la Secretaria Nacional de Planificacién y
Desarrollo (SENPLADES).

12. En el Capitulo 12, “Conclusiones y recomendaciones”, se exponen las conclusiones
que se desprenden de los desarrollos realizados en los diferentes capitulos; de igual
manera, se mencionan algunas de las posibles investigaciones futuras que podrian
continuar al trabajo realizado en esta tesis.

13. El primer anexo reune a un conjunto de definiciones sobre las propiedades de las
relaciones binarias.

14. En el segundo anexo, en razon de su extension, se adjunta la matriz de datos del

ejercicio de “Evaluacion multicriterio de los proyectos multiprop6sito™.

Una version preliminar de esta tesis agrupada en tres articulos titulados “Estructuras de
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preferencias paramétrica no-compensatoria compensatoria” (capitulos 1 a 5), “Quipu: Un
modelo paramétrico compensatorio no-compensatorio de analisis y evaluacion multicriterio”
(capitulos 6 a 10), y “La problematica multiple de los recursos hidricos en el Ecuador:
evaluacion multicriterio de los proyectos multipropodsito” (capitulo 11), fue presentada I1I
Congreso Internacional de Economia, Economia Popular y Solidaria, el Buen Viviry la
Economia Matematica, realizado en la Escuela Politécnica Nacional, entre el 13y 17 de
julio de 2015. Los articulos fueron aceptados y aprobados por el Comité Cientifico del
Congreso de Economia. EI Comité Cientifico estuvo conformado por investigadores de
universidades nacionales y extranjeras (Escuela Politécnica Nacional, Facultad
Latinoamericana de Ciencias Sociales, Instituto de Altos Estudios Nacionales, Universidad
San Francisco de Quito, Universidad Central del Ecuador, Universidad Técnica Particular de
Loja, Universidad de Cuenca; Universidad de Barcelona, Universidad Complutense de
Madrid, Universidad del Pais VVasco, Universidad de Deusto; Escuela Normal Superior de

Lyon).

En los articulos presentados al 111 Congreso Internacional de Economia, al modelo

multicriterio paramétrico compensatorio no-compensatorio se le dio el nombre de “Quipu™.

* El quipu (en quechua: khipu, *nudo’) fue un sistema mnemotécnico mediante cuerdas de lana o
algoddn y nudos de uno o varios colores desarrollado por las civilizaciones andinas. Si bien se sabe
que fue usado como un sistema de contabilidad por los quipucamayoc (khipu kamayuq),
administradores del Imperio Inca, ciertos autores han propuesto que podria haber sido usado también
como una forma de escritura. https://es.wikipedia.org/wiki/Quipu
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Capitulo 1

Marco tedrico

1.1. Introduccion

El fundamento para el estudio formal del analisis multicriterio es la modelizacién de las
preferencias. Usualmente, en el anélisis multicriterio se comparan objetos denominados
genéricamente “alternativas”, mediante la valoracion o evaluacion de estas alternativas en un
conjunto de “criterios”, con el objetivo de ordenarlos o determinar la cercania entre unos y

otros.

Se considera que quien toma decisiones frente a dos alternativas x e y, tiene las siguientes
opciones:

1. Prefiere x a y 0 prefiere y a x.

2. Esindiferente entre x e y.

3. No puede o no quiere comparar las alternativas.

De esta manera, se definen tres relaciones binarias sobre X, el conjunto de alternativas,
denominadas de “preferencia estricta” o simplemente de “preferencia” que se notara con el
simbolo >; de “indiferencia” denotada con ~;y, de “incomparabilidad” notada por ¢.
Otras relaciones adicionales son: la “preferencia débil” notada con >, la “preferencia

inversa” <; la “preferencia débil inversa”, notada con <.

Asi, sean x,y € X dos alternativas cualesquiera. Si x > y, se dird que x es preferidaa y, 0
que x es mejor que y. Si x~y, diremos que x es indiferentea y, o que x e y son
indiferentes. Si x ¢ y, se dird que x no se compara con y, 0 que x € y no se pueden
comparar, 0 que x e y son incomparables. Si x > y diremos que x es debilmente
preferidaa y, o que x es al menos tan buena como y. Si x < y se diraque y es preferida
a x,0que x espeorque y.Si x <y diremos que y es débilmente preferidaa x, o que x

es al menos tan mala como y.

La relacion de preferencia estricta > es una relacion asimétrica. La indiferencia ~ es una
relacion reflexiva y simétrica. La incomparabilidad ¢ es una relacion irreflexivay

simétrica.
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En términos formales, una relacion binaria sobre el conjunto X es un subconjunto del
producto cartesiano X x X. Asi por ejemplo si X = {a, b, c}, una relacion cualquiera podria
ser T = {(a,b), (a,c)}. Como se desprende de los parrafos anteriores, la relacion T
también se puede representar o describir de modo operacional mediante algin si-mbolo, por
ejemplo ©, o una letra (usualmente la misma). Esto es, la relacion T se describe por: a o

b,acc;0,aTh, aT c.

El complemento de larelacion T es T¢ = {(a,b) € X X X|(a, b) & T}; y larelacion inversa
es T~1 ={(a,b) € X x X|(b,a) € T} (ver Anexo 1).

Cuando se quiera hacer referencia al conjunto de pares ordenados se representaran las
relaciones por las letras: la preferencia con la P; la preferencia inversa con P71; la
indiferencia con la letra I; la incomparabilidad con la J; la preferencia débil conla R; y la

preferencia débil inversa con R~1,

1.2. Definiciones generales
Iniciamos con una pequefia variacion de la definicion de estructura de preferencia de
Fishburn (1976).

Definicidon 1 (Estructura de preferencia). Una estructura de preferencia es una pareja
(X, ), donde el conjunto X = X; X X, X...x X,, es el producto cartesiano de n conjuntos
no vacios X;;y, © esuna relacion de preferencia sobre X que puede ser: a) una

preferencia estricta >; o, b) una relacion de preferencia débil >=.

Notaremos por x = (x4, X5,...,X,) auna alternativa (o vector) x € X; por X_; = X; X
Xy X Xi—1 X Xi4q X...X Xy, al producto cartesiano de los n conjuntos X; excluido el
conjunto X;; por x_; = (X1,X2,...,Xj—1, Xj+1,--+,Xn) @ unelemento de X_;; por (x;,y_;)

al vector (y1,¥2, -+, Vic1, Xi» Yis1r-- - Yn)s Y, por Q = {1,2,...,n} al conjunto de indices.

1.2.1. Estructuras I-P y estructuras I-P-J
La estructura (X, =) define unicamente una de las siguientes relaciones: la preferencia
estricta o la preferencia débil. En la estructura (X, >) se definen adicionalmente las

relaciones de indiferencia (~) y preferencia débil (32); y, en la estructura (X, >), se definen
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de forma adicional las relaciones de indiferencia (~), preferencia estricta (>), e

incomparabilidad (¢), tal como se indica a continuacion.

Estructuras I-P. Consideremos una estructura de preferencia estricta (X, >), y sean x,y €
X dos alternativas cualesquiera. Se dice que x es indiferente a y, si no se cumple que la
alternativa x sea preferida a y, ni tampoco ocurre que y sea preferida a x. Por otra parte,
se dice que la alternativa x es débilmente preferida a y, si no se cumple que y sea preferida

a x. De manera formal:

Definicion 2 (Estructura I-P). Sea (X, >) una estructura de preferencia estricta y sean
x,y € X dos alternativas cualesquiera. Las relaciones de indiferencia (~) y de preferencia
débil (>) se definen por:

X~y e alx>y)Aa(y > x),

xzy © =l >x). (2.3)

De manera equivalente, en notacion de conjuntos, las relaciones estan definidas por:

[=(PuUP),R=pP1 (1.2)
Se dice que (X, >, ~, ) esunaestructura I-P (Oztlrk et al. 2003, 11).

Estructuras I-P-J. Consideremos ahora una estructura de preferencia débil (X, >), y dos
alternativas cualesquiera x,y € X. Se dice que x es indiferentea y, o que x e y son
indiferentes, si se cumple que la alternativa x es débilmente preferida a y, y la alternativa y
es débilmente preferida a x. Por otra parte, se dice que la alternativa x es estrictamente
preferida a y, si se cumple que x es débilmente preferidaa y, y que y no es débilmente
preferida a x. Finalmente, cuando la alternativa x no es débilmente preferidaa y, y la
alternativa y tampoco es debilmente preferida a x, las alternativas se definen como

incomparables.

Definicion 3 (Estructura I-P-J). Sean (X, >) una estructura de preferencia débil,y x,y €
X dos alternativas cualesquiera. Las relaciones de indiferencia (~), preferencia estricta (>

) e incomparabilidad (¢) se definen por:
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x~y & (xEyY)AY =Xx),
x>y e (xEy)Aaly =x), (1.3
xpy © =(x=y)Aa(y =x).

En notacion de conjuntos, las relaciones estan definidas por:

I=RNRLP=RNR I, J=R°NnR" (1.4)
La estructura (X, =, ~, >, ¢) se denomina estructura I-P-J (Oztirk et al. 2003, 11).

Observacion 1. En ambas estructuras, I-P e I-P-], la preferencia débil R satisface que

R =1 U P. Ademaés, en una estructura I-P, se cumpleque X Xx X =T UP UP~1;y, enuna

estructura I-P-J setieneque X X X =T UPUP~'UJ,yque R"**=PuU].

Cabe remarcar gque en una estructura I-P la preferencia débil es completa. Esto es, se
cumple que dos alternativas cualesquiera se pueden comparar (débilmente). En una
estructura I-P-J la preferencia débil no es completa, lo que quiere decir que no todas las
alternativas se pueden comparar (débilmente). Dicho de otro modo, existe al menos un par
de alternativas x,y € X, tales que x no es débilmente preferidaa y, e y no es débilmente

preferidaa x.

La no comparabilidad puede ser consecuencia de la falta de informacion, la incertidumbre,
la ambigliedad, o el conflicto en las evaluaciones en las preferencias multi-dimensionales
(Oztiirk et al. 2003). La incomparabilidad también puede ocurrir porque, en nuestro legitimo
derecho como ciudadanos, nos negamos a comparar alternativas. La economia ecoldgica al
postular la comparabilidad débil de valores (Martinez-Alier et al. 1998), considera natural la
posibilidad de incomparabilidad cuando hay conflicto entre valores distintos. Si se excluye
el caso de la negativa a comparar y se asume que contamos con toda la informacién
relevante para tomar una decision, la incomparabilidad solo puede ser el resultado de
evaluaciones contradictorias o en conflicto de los criterios de las alternativa en comparacion

(mas adelante se precisara el concepto de evaluaciones contradictorias).

Las estructuras (X, >, ~,>) ¥ (X, >, ~, >, ¢) son denominadas de estructuras de preferencia
asociadas a un problema de decision multicriterio, 0 modelos multicriterio; y, se notaran por

(X,>) y (X, >), respectivamente. Del contexto se entendera si se hace referencia al modelo
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multicriterio o la estructura de una sola relacion.

Sea x € X, se notard R(x) = {y € X|y > x} al conjunto de alternativas débilmente
preferidas a la alternativa x; por P(x) = {y € X|y > x} al conjunto de alternativas
preferidas a x; por 1(x) = {y € X|y~x} al conjunto de alternativas indiferentes a x; y, por

J(x) = {y € X|y ¢ x} el conjunto de alternativas no comparables con x.

Ejemplo 1. Considérese R™ el espacio vectorial n-dimensional real. Sea (R",>) la
estructura de preferencia estricta donde > es el orden mayor (x > y si x; = y; para todo
[ €Ny x; >y paraalgin j € 2) (Figura 1(a)). Por otra parte, sea (R",>) la estructura
de preferencia débil donde > es el orden mayor o igual (x = y si x; = y; paratodo i €
0) (Figura 1(b)).

Representacion grafica. Cuando X = R?, es decir, para el caso de dos criterios, las
distintas relaciones de las estructuras I-P (R™,>), e I-P-] (R", =) del ejemplo 1, se
pueden representar graficamente en el plano cartesiano. Los criterios 1y 2 se asocian al eje
horizontal y vertical respectivamente. Los pares de alternativas (x,y) se representan en el
espacio afin (R?;y) = {d € R?|d = x — y, x € R?}. En el espacio afin, la alternativa y se
ubica en el origen del plano, en tanto que la alternativa x varia en todo el plano. Cada punto
del plano se pinta con el color de la relacion que corresponde de acuerdo a la convencion
siguiente: amarillo para la indiferencia; celeste para la preferencia estricta; verde para la
preferencia inversa; y, gris para la incomparabilidad. Las figuras 1(a) y 1(b) muestran las

estructuras I-P e [-P-] respectivamente.
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Figura 1: Orden Usual

it D Y
Crit 2 Crit2

o
o

Crit 1 Crit 1

(@) Estructura I-P (R™,>) (b) Estructura I-P-] (R",>)

De aqui en adelante se omitira en los graficos los simbolos que denotan las relaciones y los

nombres de los ejes.

Ejemplo 2. En los siguientes apartados se presentan algunos ejemplos de preferencias en

X = R™ que seran utilizados mas adelante. En las siguientes definiciones x =

(X1, X2, e, Xp) € Y = (V1, Y2, -, V) € R™ son dos alternativas (vectores) cualesquiera de

R™.

1. Orden lexicografico estricto L. El orden lexicografico (estricto) es el orden que se

utiliza para las palabras de un diccionario. Las palabras se ordenan de acuerdo a la
primera letray, si dos palabras se inician con la misma letra, se compara la
segunda, y asi sucesivamente. Este principio se aplica a las coordenadas de los

vectores en comparacion (Figura 2):

xLyo (x; >y) VI =y) A A = yi) A (1 > Yier1) ], (15)
paral <k <n-1. '

El orden lexicografico débil L se define afiadiendo la identidad (=) a la preferencia
estricta:

xLye (xLy)V(x=y). (1.6)

Puesto que | = ¢ las estructuras I-P e I-P-] son iguales.
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Figura 2: Orden Lexigrafico

2. Indice lineal estricto >'%. Se prefiere la alternativa x ala y cuando la suma de las
coordenadas de x es mayor que la suma de las coordenadas de y (Figura 3(a)):

x >tye x>y (1.7)
Indice lineal débil >='. La preferencia débil se define afiadiendo la identidad (=) a
la preferencia estricta (Figura 3(b)):

xFlyoe (x =T y)v(x=y). (1.8)

Figura 3: indice Lineal

(a) Estructura I-P (R",>) (b) Estructura I-P-J (R™, ='V)

3. Preferencia no paretiana estricta >* en R2. Se dice que x >* y cuando el vector
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diferencia d = (x — y) pertenece al conjunto A € R?,con A = E; U E, U [—1,0)?
donde E; = {(a,0)|a >0}y E, = {(0,a)|a > 0} son los ejes positivos de las
abscisas y ordenadas respectivamente® (Figura 4(a)):

x>yoed=(x—-y)€EA (1.9)

La preferencia no paretiana débil >* en R? se define afiadiendo la identidad (=)
a la preferencia estricta (Figura 4(b)).
xEFye x>="y)Vvix=y). (1.10)

Figura 4: Preferencia no paretiana

(a) Estructura I-P (R",>") (b) Estructura I-P-J (R",>*)

4. Semiorden débil >¢ de umbral de indiferencia ¢ = (cy, ¢y, ..., cp) € R} .. Se define

x =y por:
x2yoed=x—-y) €]l [—c,x). (1.11)

Los ejes son bandas centradas de longitud 2¢; > 0. Las alternativas indiferentes a
x forman un hiperrectangulo en R™ (un rectangulo en R?, un paralelepipedo en
R3?) con lados de longitud 2c; (Figura 5(b) para R? y ¢ = (1,1)).

Semiorden orden >¢ de umbral ¢ = (cy, ¢y, ..., ¢,) € R} .. Se determina excluyendo

% La propiedad fuerte de Pareto se puntualiza en la Definicion 10. La preferencia del presente

apartado es un ejemplo de una preferencia no fuertemente paretiana que se la denomina simplemente

preferencia no paretiana.
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del semiorden débil las alternativas indiferentes (Figura 5(a) para R? y ¢ =

(1,1)).
x>y od=(x-y) €Il [-c; 0\l [=c ¢l (1.12)

Figura 5: Semiorden

(a) Estructura I-P (R™,>) (b) Estructura I-P-] (R", =€)

5. Preferencia sinérgica® débil >° de umbral s = (1,1) € R%,. Sea B(0,1) la bola
cerrada de centro 0y radio 1. La relacion de x >° y se define por (Figura 6(b)):

x> yed=(x—y)€[~1,0)2\[B(0,1)° N R2]. (1.13)

Preferencia sinérgica estricta >° de umbral s = (1,1) € R2,. Se determina
excluyendo del semiorden débil las alternativas indiferentes (Figura 2(a)).
x> yed=(x-y) € (-1,0)2\[-1L1») U[BO1°NRE].  (1.14)

El conjunto de alternativas indiferentes a y tiene secciones circulares en los

cuadrantes positivo y negativo (Figura 2).

¢ La preferencia de este apartado es un ejemplo de una preferencia sinérgica, cuya definicidn se presenta en la Definicion 15.
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(a) Estructura I-P (R™,>¢)

Notese que en estos ejemplos, que la preferencia estricta es la misma para la estructura I-P

Figura 6: Preferencia sinérgica

(b) Estructura I-P-J (R",>%)

como para la estructura I-P-J. Las denominaremos estructuras pares.

En el indice lineal, los conjuntos de alternativas débilmente preferidas R(y), preferidas
P(y), indiferentes I1(y), y no comparables a y, J(y), se describen mediante conjuntos
afinesde laforma y + A = {x|x = y + z,z € A}, donde A es el semiespacio positivo, S™,

o es el hiperplano, H, ortogonal al vector v, bisectriz de R%. Se definen ST = {d €

R* Y d; >0}, H={deR" ¥ d; =0}, yv=_(1..1).

Tabla 2: indice lineal

;221 l;z:i?/:: Estructura I-P Estructura I-P-J
R(y) y+ St y + (S¥\H) U {0}
P(y) y + (SE\H) y + (SE\H)
I(y) y+H y +{0} = {y}
J) y + H\{0}

Por ejemplo, y + (SP\H) = (x| x =y + d,d € (S"\H)} = {x| x —y = d,d € (SP\H)} =

Xl Z Ci—y)> 03 ={x| ¥ x; > X yi} = {x|x >" y} = P(y).
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1.2.2. Preferencias parciales

En la estructura (X,>) la preferencia > esta definida sobre X, de modo que se puede
comparar la alternativa (el vector) x con la alternativa (el vector) y. El interés esta en
comparar las coordenadas de x con las coordenadas de y. Para ello, a partir de la
preferencia agregada, >, sobre cada uno de los n conjuntos X;, se definen las relaciones

parciales >;.

Siguiendo a Fishburn (1976), se procede de la siguiente manera: sean x = (x4, Xy, ..., X,) €
X un vector; y;, z; € X; dos elementos cualesquiera. Para comparar y; con z;, comparamos
los vectores (y;, x_;) = (X1, s Xi—1, Yis Xit1, - Xn )y Y (ZiyX—i) =

(X1, ooy X1, Zjy Xij11, -, Xp). SipOrejemplo (y;, x_;) > (z;,x_;) sediraque y; >; z;.
Ahora bien, para que la relacidn esté bien definida, la condicion anterior debe satisfacerse

para cualquier vector x_; € X_;, lo que nos lleva a definir:

Definicion 4 (Preferencias parciales). Sean (X,>) una estructura de preferencia, i € .
Consideremos el conjunto X;, y sean y;, z; € X; dos elementos cualesquiera.
1. La preferencia estricta parcial >; se define por:
yi >i zi © (vi, x_;) > (z;,x_;)paratodox_; € X_;. (1.15)

2. Apartir de la preferencia >; se define la indiferencia parcial ~; y la preferencia
débil parcial >>; aplicando las definiciones de una estructura I-P a (X;,>;); esto
es:

yi~iz © 0 2 > z) Az > ).
Vizizi @ iz > yi) (1.16)
La estructura (X;, >;) y el indice i se denominan criterio. Si x,y € X son dos alternativas

ysi x; >; y;, diremos que x es preferidaa y, 0o que x es mejor que y, en el criterio i.

Notese que la estructura completa esta determinada por el conjunto X = X; X X, X ... X X,,,
por las relaciones >, ~, > (enel caso I-P), o por >, ~, >, ¢ (enelcaso I-P-]),Vy las

preferencias parciales >;, ~;, =;,para i =1,..,n.

El término “parcial” hace referencia a que se considera un tnico criterio, el criterio i. De

hecho, de acuerdo a la Definicién 1, las relaciones de preferencia débil >; son completas
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(dos elementos cualesquiera de X; se pueden comparar).

Ejemplo 3. En las estructuras (R",>), (R" L), (R™, >%) y (R", >*) y sus estructuras
pares respectivas, los criterios son las estructuras (R, >). Es decir, las preferencias
parciales son el orden mayor real >. En las estructuras (R, >¢) y (R?,>5) y sus
estructuras pares respectivas, los criterios son las estructuras (R, >¢) y (R,>') donde

>¢ y >1 son el semiorden mayor de umbral c; y 1, respectivamente.

En la recta real, el semiorden mayor de umbral ¢ > 0 es la relacion definida por: u >€ v si
u > v + c; el semiorden menor <¢ se define de manera analoga. Este tipo de estructura de

preferencia es comun entre los métodos multicriterio.

Notemos que en (X;, >;) = (R, >), la preferencia débil >>; es el orden mayor o igual >,y
que la indiferencia ~; es la igualdad =. Se tiene ademas que > es una relacion de orden
completa: reflexiva, antisimétrica y transitiva; y que = es una relacion de equivalencia:

reflexiva, simétrica y transitiva (ver Anexo 1).

Por otra parte, si (X;, >;) = (R, >°), la preferencia débil >; es el semiorden mayor o igual
>¢ entanto que ~; es larelacidn de indiferencia =¢. En este caso se tiene que =€ es una
relacién de semiorden completa: reflexiva, semitransitiva y Ferrer; y que =€ es una relacion
de semejanza: reflexiva y simétrica. Una relacion de semejanza no es transitiva. Justamente,
la caracteristica distintiva de una relacion de semiorden es que la preferencia estricta es
transitiva; pero la indiferencia no es transitiva. Por ejemplo, para =1, puesto que u =! v si
|lu —v| <1, setiene que (2 =! 1,25) y (1,25 =! 0,5), pero (2 > 0,5).

El interés de este trabajo es el caso particular de las estructuras (X, >) = (R",>) donde la
preferencia > es tal que la preferencia parcial >; en R es el orden mayor (>) o el
semiorden mayor (>¢), o es el orden menor (<) o el semiorden menor (<€). En el primer
caso diremos que el objetivo del criterio es de maximizacion (méas es mejor), en el segundo
caso se dice que el objetivo del criterio es de minimizacion (menos es mejor). Sin pérdida de
generalidad, a menos que se indique lo contrario, asumiremos que los criterios son de

maximizacion.
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Por otra parte, las definiciones y teoremas validos para una estructura cualesquiera (X, >)

se enunciaran sobre esta estructura general.

Siguiendo la terminologia de Roy (1996), cuando todas las preferencias parciales >; son el
orden mayor o menor, a la estructura (R"™,>) se la denominara estructura de preferencia
(real) en criterios (EPCr). Bajo la terminologia sefialada, una EPCr determina sobre las
coordenadas “criterios verdaderos”. De igual manera, si todas las preferencias parciales >;
son relaciones de semiorden, continuando con la terminologia de Roy, se la llamaré

estructura de preferencia (real) en semicriterios (EPsCr).

Ejemplo 4. Las estructuras (R™,>), (R"* L), (R", >L) y (R™ >*) y sus estructuras
pares respectivas son EPCr. Las estructuras (R™,>°) y (R?,>5) y sus estructuras pares

respectivas son EPsCr.

Notese que si se acepta que el umbral de indiferencia puede ser cero, se tiene que una EPsCr
de umbral ¢ = 0 es una EPCr. Dicho de otro modo una EPsCr es el caso mas general y

cubre el caso de una EPCr.
Finalmente una caracteristica importante de las EPsCr se describe en la Observacion 2:

Observacion 2. Sea (R™, >¢) una EPsCr con ¢ = (cq, ¢y, ..., c,) € R}, se tiene que para
cualquier i € £,y cualquier € > 0:
(xi + (A + &)y, x_i) > (xi, x_p). (1.17)

1.3. Preferencias no compensatorias Fishburn
En esta seccion se revisara las estructuras de preferencia no compensatorias (EPNC)
definidas por Peter Fishburn (1976) que, hasta el momento, han sido las estructuras que han

sustentado los diferentes desarrollos del analisis multicriterio.

Para x,y € X, notemos por Qp(x,y) al conjunto de indices de los criterios en los cuales la
alternativa x es preferidaa y, y por Q;(x,y) al conjunto de indices de los criterios en los
cuales la alternativas son indiferentes: Qp(x,y) ={i € Q| x; >; vi}; Y (x,y) ={i €

Q| x;~;yi}-
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Se dice que preferencia > es no compensatoria Fishburn (PNC F) si la preferencia de x
sobre y depende sélo de la lista de criterios en los que x es mejor que y, y de la listaen la
que y es mejor que x ([394]Fishburn1976; [253]Bouyssou_Vansnick1986). Esto es, si
x,y,z,w € X son cuatro alternativas cualesquiera y se satisface que Qp(x,y) = Qp(z,w),
Qp(y,x) = Qp(w, 2), se debe cumplir (x > y) & (z > w) o, de manera equivalente, (x >

V)Y (Z>w),0=a(x>y)y —(z>w).

Definicion 5 (EPNC Fishburn). La estructura de preferencia (X,>) se denomina
estructura de preferencia no compensatoria Fishburn (EPNC F) si para x,y,z,w € X

cuatro alternativas cualesquiera se satisface:
[Qp(x, ) = Qp(z W) A [Qp(y, %) = Qp(W,2)] = [(x > y) & (2 > w)]. (1.18)

Ejemplo 5. La Tabla 3 muestra las preferencias de los ejemplos 1y 2 (relaciones de

preferencia de ejemplo) y su conexién con la no compensacion Fishburn.

Tabla 3: No compensacion Fishburn

Preferencia No compensacion
Fishburn
Orden mayor > \/
Lexicografica L \V/
indice lineal 1L F
No paretiana =* E
Semiorden mayor > \/
Sinérgica > F

Por ejemplo, si x = (2,—4), y=(1,2); z=(3,—1), w = (0,1), se tiene que Qp(x,y) =
Qp(z,w) = {1}, y que Qp(y,x) = Qp(w, z) = {2}. Entonces, en este ejemplo, para el orden
lexicografico se cumple que (x L y) y (z L w), es decir, el orden lexicogréafico satisface la
condicion para ser no compensatorio Fishburn. Por otra parte, para el orden mayor se tiene
que = (x > y) y =(z > w), de donde se concluye que el orden mayor (en este ejemplo)
también satisface la condicion para la no compensacion Fishburn. Finalmente, para el indice
lineal, }} y; =3 > —2 =} x;, lo cual que implica (y > x). Pero, por otra parte se tiene

que ), z; =2 >1 =3 w;, queimplica (z > w). En consecuencia, el indice lineal no es no
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compensatorio Fishburn.
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Capitulo 2
Preferencias no compensatorias T2, T2by T3

2.1. Preferencias no compensatorias T2y T2b
En esta seccion se introducen las definiciones de estructura de preferencia no compensatoria
tipo 2 y tipo 2b (EPNC T2 y EPNC T2b respectivamente). Para ello se requiere algunos

conceptos previos que se presentan a continuacion.

Recuérdese que en la nocion intuitiva de compensacion, se dice que la compensacion se
refiere a “() la posibilidad de compensar una ‘desventaja’ en alglin atributo por una ‘ventaja’
suficientemente grande en otro atributo ()”. Por otra parte, extendiendo y precisando el
concepto de ventaja de [Roy(1996)], para alternativas en R™, la ventaja en un criterio
simplemente se define como la diferencia a favor entre las coordenadas de dos alternativas
(recuérdese que se asume que los criterios son positivos, que se prefiere mas a menos). Una

desventaja es una diferencia en contra.

Definicion 6 (Ventajas y desventajas). Sean (IR™, >) una estructura de preferencia;
x,y € R™ dos alternativas.

1. Laventajade x sobre y esel vector V(x,y) = (V;(x,y), ..., V,(x,y)), donde
V;(x,y) eslaventajade x sobre y en el atributo o criterio i que se define por
Vi(x,y) = max(x; — y;,0).

2. Ladesventajade x respectoa y es D(x,y) = V(y,x).

3. Si Vi(x,y) >0 e ié€lp(x,y) sedice que la ventaja es relevante. Y, si V;(x,y) > 0
e i & Ip(x,y) sedice que la ventaja es irrelevante.

4. Si V;(x,y) es mayor que V;(z,w), se dice que la intensidad de la i-esima

preferencia entre x e y es mayor que la intensidad entre z y w.

Ejemplo 6. Sean x = (2,0,—2); y = (0,0,1). Entonces, V(x,y) = (2,0,0); D(y,x) =
(0,0,3). Si la preferencia > es el semiorden de umbral ¢ = (2,1,2). Laventaja V;(x,y) =

2 esirrelevante, la desventaja D;(x,y) = 3 es relevante.

Cuando para las alternativas x,y,z,w € R™ ocurra que V(z,w) < V(x,y) se dird que las

ventajas del par de alternativas (z, w) tienen menor magnitud o intensidad que las ventajas
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de (x,y). Un concepto similar se puede definir para las desventajas.

En una EPCr cualquier ventaja es relevante. A partir de este punto, a menos que se indique

lo contrario, se entendera por ventaja las ventajas relevantes.

No compensacion T2. Para la definicion de preferencia no compensatoria tipo 2,
consideremos dos alternativas x,y € X tales que x > y. Si y tuviese alguna ventaja sobre
x 0, lo que es mismo, si x tuviese alguna desventaja sobre y, para que x > y, deberia
ocurrir que “algo” compense tal desventaja. Ese “algo” solo puede ser las ventajas de x
sobre y. Asi, se dice que la preferencia > es no compensatoria tipo 2 (PNC T2) siempre
que cuando la alternativa x es preferida a y, ocurre que y no tiene ninguna ventaja

(relevante) sobre x.

Definicion 7 (EPNC T2). Se dice que la estructura de preferencia (X,>) es no
compensatoria T2 (EPNC T2) si para cualquier x,y € X se cumple:
(x>y)=0p(y,x) = 0. (2.1)

Ejemplo 7. La Tabla 4, al final de esta seccidn, muestra las preferencias de ejemplo y su

conexion con la no compensacion T2.

No compensacion T2b. Veamos una definicién de no compensacién muy asociada con la
Definicion 7 (més adelante se mostrara que bajo ciertas condiciones son equivalentes), por

lo cual se la ha denominado tipo 2b.

Introducimos un concepto adicional, el de mejorar una alternativa que no es otra cosa que

incrementar el valor de sus coordenadas.

Definicion 8 (Mejora). Sean (R"™,>) una estructura de preferencia, x,y € R™ dos
alternativas, y A un subconjunto de 0.
1. Unamejorade y en A esunaalternativa y' = y + t4, con t, € R}, tal que t,; >
0 parai €A, ty; =0 para i € A°.
2. Supongamos que 2p(x,y) # @. Una mejora de y, que excluye alguna de las

ventajas de x sobre y,esunamejorade y en A € O\{i} con i € Qp(x,y).
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A la alternativa mejorada y’ € X también se la denominara alternativa compensada, y se

dira que t, es la compensacion.

En una mejora que excluye alguna de las ventajas de x sobre y puede ocurrir los siguientes
casos: que se incrementen las ventajas de y sobre x; que las indiferencias entre x e y
cambien a preferencias de y sobre x; que las desventajas de y respecto de x disminuyan
en intensidad o se transformen en indiferencias o en ventajas de y sobre x; pero, al menos,

una ventaja de x sobre y no se altera.
Notese también que la alternativa mejorada satisface y' > y.

Ejemplo 8. Sean x = (3,0,—2,2), y = (2,0,1,1). Una mejora que excluye la ventaja en el

primer criterioes y' = (2,1,2,3) =y + t, con t, = (0,1,1,2).

Se dira que la preferencia > es no compensatoria tipo 2b (PNC T2b) siempre que cuando la
alternativa x es preferida a y, por mas que se compensen las desventajas de y mediante
una mejora que excluya alguna de las ventajas de x sobre y, la relacion de preferencia no se

invierte. De manera simplificada se dird que ninguna desventaja puede ser compensada.

Definicion 9 (EPNC T2b). La estructura de preferencia es (R™, >) es no compensatoria
T2b (EPNC T2b) si para cualquier x,y € R™ y para cualquier para cualquier A € 2\{i}
con i € Np(x,y) se satisface que:

Ejemplo 9. La Tabla 4 valora las preferencias de ejemplo segun la no compensacion T2 y
T2b.
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Tabla 4: No compensacion T2y T2b

Preferencia No compensacion | No compensacion
T2 T2b
Orden mayor > \Y/ V
Lexicogréfica L F F
indice lineal >IL F F
No paretiana >* F vV
Semiorden mayor >¢ \V/ vV
Sinérgica >S5 vV vV

Notese que no existe un ejemplo de una preferencia que sea no compensatoria T2 y no sea
no compensatoria T2b. Tal como se demuestra en el Teorema 1, esta imposibilidad se debe a

que, cuando una preferencia es no compensatoria T2, entonces, es no compensatoria T2b.

2.1.1. Interacciones no compensacion T2y T2b

Para determinar las interacciones entre las definiciones de no compensacion T2 y T2b se
requiere definir la propiedad de regularidad o fuerte de Pareto que nos dice simplemente que
x es preferidaa y si enalgan criterio la alternativa x es mejor que la alternativa y, y si en

ningdn criterio la alternativa y no es mejor que x.

Definicion 10 (Propiedad fuerte de Pareto). Sean (X, >) una estructura de preferencia;
x,y € X dos alternativas cualquiera. Se dice que la preferencia > satisface propiedad de
regularidad o fuerte de Pareto (fp) si:

[Qp(x, ) # DA Qp(y, %) = 0] = (x > y). (2.3)

Ejemplo 10. En las preferencias de ejemplo, sélo la preferencia no paretiana >* no
cumple la condicion fuerte de Pareto. Por ejemplo, si x = (0,5,0,5), y = (0,0) se tiene
que 2p(x,y) ={1,2} # @, Qp(y,x) = @, pero y > x. Las otras preferencias (orden
mayor, orden lexicografico, indice lineal, semiorden y sinérgica) satisfacen la condicion

fuerte de Pareto.

Bouyssou y Vansnick (1986) denominan a la preferencia no compensatoria Fishburn

fuertemente paretiana como “preferencia no compensatoria”.
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Las interacciones entre las definiciones EPNC T2 y EPNC T2b se establecen en el siguiente

teorema.

Teorema 1. Sea (R™, >) una estructura de preferencia.

1.Si (R™, >) esuna EPNC T2 entonces es una EPNC T2b.

2. Si (R™,>) esuna EPNC T2b fp entonces es una EPNC T2.
Demostracion.

1. Supongamos que se cumple que la preferencia > es no compensatoria T2, pero no
es no compensatoria T2b, es decir, existen dos alternativas x,y € R™ tales que x >
y,yunamejora t, > 0 con A € O\{i}, i € Qp(x,y), tal que y +t, > x.
Aplicando la definicion de EPNC T2 al par (y + t,, x) se tendria que 2p(x,y +
ty) = @ que contradice el hecho que 2,(x,y + t,) 3 i, pues la mejora t, dejasin
cambio el criterio i.

2. Ahora supongamos que la preferencia > es no compensatoria T2b fuertemente
paretiana, pero no es no compensatoria T2. Se tiene que existen y',x € X tal que
y' >xy Qp(x,y") #@.Si 2p(y',x) = @; por la condicion fuerte de Pareto se
concluye que x > y', lo que es contradictorio. Si 2,(y’,x) # @ definamos y € R"
de la siguiente manera: y; = y'; para i € Qp(x,y") U 2,(x,y"), y; = x; para
2p(y',x). Tenemos que 2p(x,y) = 2p(x, ") # 0, 2p(y,x) =0, 2(x,y) =
Np(y',x) U Q2;(x,y"); y por la condicién fuerte de Pareto se concluye que x > y.
Sean i € 2p(x,y) # @ cualesquiera, A = 2p(y',x) S O\{i}, ty =y —, ta; =0
para j € Qp(x,y") U2, (x,y") = A°, ta; = y'; —x; >0 para j € A. Se cumplen
las condiciones de preferencia no compensatoria T2b, por tanto se concluye que

—(y" > x), lo que se contradice con y' > x.

Observacion 3. En adelante se asumira que la preferencia estricta > satisface la condicion
fuerte de Pareto, por tanto las definiciones de EPNC T2 y EPNC T2b seran equivalentes.
Sin embargo, la condicion de ser fuertemente paretiana (fp) se explicitara en los enunciados

de los teoremas 2 a 4y en el enunciado del Lema 1 que se presentaran en la Seccion 2.1.2.

2.1.2. Interacciones no compensacion Fishburny T2

32



La Tabla 5 valora las preferencias de ejemplo segun la no compensacion Fishburny T2.

Tabla 5: No compensacion Fishburn'y T2

Preferencia No compensacién No compensacion

Fishburn T2

Orden mayor > Vv v

Lexicografica L Vv E

indice lineal SIL F =

No paretiana S* E .

Semiorden mayor g Vv Vv

Sinérgica =5 = v

En la Tabla 5 se muestran las 4 posibilidades (V-V, V-F, F-V, F-F), de donde se concluye
que las definiciones de preferencia no compensatoria Fishburn y preferencia no
compensatoria T2 son independientes. Sin embargo, a continuacion se verificard que estos
dos tipos de no compensacion, bajo ciertas condiciones bastante generales, estan

relacionados. Para ello, primero veamos algunas definiciones necesarias.

Si (X,>) esunaestructura de preferenciay x,y € X son dos alternativas cualesquiera, se
dice que x domina estrictamente a y si la alternativa x es débilmente preferidaa y en

todos los criterios, y es preferida estrictamente en al menos un criterio.

Definicion 11 (Dominancia). Sean (X, >) una estructura de preferencia; x,y € X dos
alternativas cualesquiera. La relacion de dominancia estricta o simplemente dominancia
=D se define por:

x>Dy<=>ViEQ,xi >l yl/\EIJEQ,x] >} y] (24)

Observacion 4. La relacion de dominancia > es no compensatoria Fishburn y no

compensatoria T2.

Observacion 5. En una EPCr (R™, >), cuando el objetivo de todos los criterios es de
maximizacion, la relacion de dominancia estricta es el orden mayor usual en R™. En el caso

general, cuando los criterios son mixtos (de maximizacion y minimizacion), la relacion de
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dominancia estricta es isomorfa al orden mayor’.

Inclusion: EPNC F ¢ EPNC T2
En esta seccidn se presentaran dos teoremas que indican cuando una EPNC F es una EPNC
T2. El primer caso seré para la preferencia no compensatoria Fishburn mas restrictiva; el

segundo caso tratara con las preferencias continuas y no sinérgicas.

La preferencia no compensatoria Fishburn mas restrictiva

En el Ejemplo 3, se habia mostrado que en las estructuras de preferencia (R",>), (R*, L) y
(R", =1, los criterios son las estructuras (R, >);y, que en las estructuras (R",>¢) y

(R?, >5), los criterios son las estructuras (R,>¢) y (R, >1) respectivamente. Esto motiva

la Definicion 12.

Definicion 12 (Direcciones paralelas) Sean (X, >1), (X, >2) dos estructuras de
preferencia. Decimos que las preferencias >! y =2 tienen direcciones paralelas o
simplemente que son paralelas, lo que se nota por >1|| =2, si las preferencias parciales son

iguales; esto es, cuando (X;,>}) = (X;,>2), paratodo i € 0.

Si (X,>1) =@, >y (X,>%) = (R", >2) son EPsCr, y las preferencias tienen
direcciones paralelas, entonces las preferencias parciales >} y >? tienen iguales objetivos

(de maximizacién o de minimizacion), e igual umbral de indiferencia.

Puesto que las preferencias son conjuntos (subconjuntos del producto cartesiano, X x X), se
pueden aplicar las operaciones de conjuntos. El interés esta en la interseccion de
preferencias paralelas definidas sobre el mismo conjunto de alternativas X (al intersecarse

preferencias no paralelas, en el caso general, esta interseccion es vacia).

Ahora bien, la interseccién de dos preferencias no compensatorias Fishburn paralelas es una

preferencia no compensatoria Fishburn.

" Basta considerar el isomorfismo f: (X,>) — (X, >*) definido por f(x) =

(f1(x1), f2(x2), ..., fu(x,)), donde (X,>") esuna EPCr con todos sus objetivos de maximizacion;
fi(x;) = x; si el objetivo del criterio i es de maximizacion; o, bien, f;(x;) = —x;, cuando el objetivo
es de minimizacion.
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Por ejemplo, el orden lexicografico se puede escribir como L = L,,5 para indicar que
primero se compara el primer criterio, luego el segundo y finalmente el tercero. El orden
lexicogréafico se generaliza a una relacion de orden lexicogréfica, por ejemplo, L,,5 que

indica que primero se compara el segundo criterio, luego el primero y finalmente el tercero.

Ejemplo 11. Consideremos las preferencias lexicograficas L3 y Lp;3 en R3:

Ligz={(y) EREXR3| (x; > y1) V(X1 =y1 Axy > ) (2.5)
V(X1 =y1Ax; =Y, Ax3 > y3)},
Lyiz ={(x,y) ER*XR3 [(xz > y2) V(X2 = y2 Ay > y1) (2.6)

V(X =Y, Axy =y ANx3 > y3)}

La interseccion es: Ljz)3 = L1z3 N L3
Liizys ={(x,y) € R X R [(xz 2 y, Axy > Y1) V(X 2y A%, > ;) (2.7)

V(X1 =Y1 Ax; =Yy, Axg > y3)}

Este orden se puede escribir también de la siguiente manera:

(xl; XZ) > (yl' yZ) (28)

X1,X2,X3) L , V2, si{
(1, X2, x3) (12)3 V1, Y2,¥3) (1, %) = (1, ¥2) A X3 > X3,

que es una mixtura entre el orden mayor y el orden lexicografico: primero se comparan los
criterios 1y 2 del par de alternativas, segun el orden mayor, luego se compara el tercer

criterio.

Ademas, se dice que L(;2); €S mas restrictiva que L3 Y Lyq3, pUes sus parejas de

alternativas deben cumplir con mas condiciones o restricciones.

Las preguntas son ¢cudl es la preferencia no compensatoria Fishburn fp mas restrictiva?, y

¢que relacion tiene esta preferencia con la no compensacion T2?

Definicion 13 (Preferencia no compensatoria Fishburn mas restrictiva). Sea (X, >) una
estructura de preferencia. La preferencia mas gruesa o mas restrictiva, no compensatoria
Fishburn fp, paralela a >, es la preferencia P que se obtiene al intersecar todas las PNC F
fp paralelas a >. Es decir:

P = NpeyP (2.9)
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donde n ={P € X X X|P esuna PNCF fpy P |l >}.
El Teorema 2 caracteriza a la preferencia P.

Teorema 2. Sea (X, >) una estructura de preferencia. La preferencia no compensatoria
Fishburn fp mas restrictiva paralela a > es la relacion de dominancia >P.

Demostracion. Sea n = {P € X X X |P esuna PNCF fpy P |I>}; entonces, P = Npe,P.
Sean x € R", D(x) = {y € R"| y >P x}, P(x) = {y € R"| y P x}. Para demostrar el
Teorema 2, es suficiente con demostrar que D(x) = P(x). Es decir, hay que demostrar que
D(x) € P(x) yque P(x) € D(x). Lacontinencia P(x) € D(x) es inmediata pues si

y P x, y P x para cualquier P € 7, en particular para la dominancia estricta > que es
una PNC F fp paralela a >. Para la continencia D(x) € P(x),sea y € X tal que y >? x.
Se debe demostrar y P x. Sea P una PNC F fp cualesquiera tal que P || >. Como y >P x,
Dp(y,x) # 0, Ip(x,y) = @; puesto que P es paretiana fuerte se tiene que y P x; por

tanto, y (Npey P) x, €s decir, y P x.

Tal como se indic6 en la Observacion 3, asumiendo que la estructura (R™,>) es
fuertemente paretiana y, puesto que, la dominancia =P es una preferencia no compensatoria

T2, el Teorema 2 afirma que:
La EPNC F mas restrictiva es una EPNC T2.

Preferencias continuas y preferencias sinérgicas
Una segunda clase de preferencias no compensatorias Fishburn que resultan ser preferencias
no compensatorias T2 son las preferencias continuas y no sinérgicas. Analicemos estos

conceptos.

Preferencias continuas. En una preferencia continua una sucesion convergente de
alternativas tiene la caracteristica de que, si cada alternativa que conforma la sucesién es
estrictamente preferida a una cierta alternativa, el limite de la sucesion es, a lo sumo,

débilmente preferida a tal alternativa®. Esta condicion también se interpreta diciendo que no

8 La definicion de preferencia > continua es una ligera variacion de las “preferencias continuas” de
la teoria del consumidor (Mas-Colell et al. 1995).
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hay saltos por discontinuidad. Por ejemplo, en el orden lexicografico, que més adelante
verificaremos no es continuo, se presenta un salto discontinuo, se tiene que (2 +
g,3) L71(2,4) para cualquier £ > 0. Si L fuese P-continuo, ocurriria que (2,3) L(2,4),

pero ocurre que (2,3) L™1(2,4). La definicion formal de continuidad es:

Definicion 14 (Preferencias P-continuas). Sean (R™,>) una estructura de preferencia,
y € R™ una alternativa, (xj)y~, una sucesion cualquiera de elementos de R"
convergente a x € R" (x = limy_x) tal que x;, > y. La estructura de preferencia se

dice P-continua si se tiene que x > y.

Ejemplo 12. En R™, el orden mayor y el indice lineal son continuos; en tanto que, el orden

lexicogréfico y la preferencia no paretiana >* no son continuos.

Sinergia. El término sinergia proviene del griego synergo que significa “trabajar en
conjunto”. Se dice que hay sinergia o que la sinergia es positiva, cuando el resultado del
trabajo conjunto de las partes de un sistema es mayor que cuando las partes actlan
independientemente. En la dinamica de sistemas se enfatiza la expresion “el todo es mas que
la suma de las partes”. En el campo del analisis multicriterio, Grabisch_ Roubens2000

formalizan el concepto de sinergia mediante la interaccion positiva del conjunto de criterios.

En (R™, >), se entiende por sinergia cuando, a pesar de que una alternativa x tiene sus
coordenadas indiferentes a las de otra alternativa y, resulta que, como consecuencia de los
efectos positivos de la combinacion entre ventajas irrelevantes, x es preferidaa y. La “no

sinergia” simplemente es la negacion de la “sinergia”.

Definicion 15 (Sinergia y no sinergia). Sea (X, >) una estructura de preferencia. La

preferencia > es sinérgica si existen dos alternativas x,y € X tales que:
[[;(x,y) = Q] A (x> y). (2.10)

La preferencia > es no sinérgica si para dos alternativas x,y € X cualesquiera se tiene que:
[,y) =] = [A(x >y) A=y > x)]. (2.11)
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Figura 7: Sinergia, no sinergia

=

(a) Preferencia sinérgica >* (b) Preferencia no sinérgica >¢

Ejemplo 13. La estructura (R?, >=%) con umbral de indiferencia ¢ = (1,1) es una
estructura de preferencia sinérgica (Figura 7(a)). La estructura (R?, >¢) con ¢ = (1,1) es

una preferencia no sinérgica (Figura 7(b)).

Observacion 6. Si (X, >) es una EPCr, se tiene que la preferencia > es no sinérgica.

Previo a la enunciacion del Teorema 3, se demuestra el Lema 1.

Lema 1. Sean (R",>) una estructura de preferencia no compensatorio Fishburn
fuertemente paretiana P-continua, x,y € R™. Si x > y, entonces, 2,(y,x) ={i €

Dy > %} = 0.

Demostracion. Sea ¢ = (¢y, ¢y, -..,¢1) € R} el vector de umbrales de indiferencia.
Considérese que se cumplen las hipotesis y no se cumple la conclusion; esto es, (R™,>) es
una estructura de preferencia no compensatoria Fishburn fp P-continua, x,y € R™ son dos
alternativas tales que x > y,y 2p(y,x) # @.a) Si 2p(x,y) = @, por la condicion fuerte
de Pareto, y > x, que es contradictorio. b) Asimase ahora que 2, (x,y) # @. Sin pérdida
de generalidad asumamos que los r primeros indices corresponden a Q2p(x,y), los medios

y altimos a £2,(x,y) y 2p(y,x). Sea (x*), k > 1 la sucesion de vectores donde el k-ésimo
vector es x* = (xX, x¥, ..., xK); con xF = y; +% Sii€p(x,y),yxk=xsii€

2p(y,x) U 2;(x,y). Entonces, x* = (y; + ¢; + %, oY+ o + %,xrﬂ, .., Xpn), donde c;
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es el umbral de indiferencia del criterio i. Se concluye que 25(x,y) = 2p(x*,y),
0p(y,x) = 2p(y,x%);y, por ser PNC Fishburn, x* > y. Sea x’ = limy_ox* = (y; +
C1y oo Yy + Cpy Xpi1s s Xp). COMO x* > y, la P-continuidad de > implica: x' > y.
Comparando x’ e y tenemos Qp(x’,y) = @, 2p(y,x") = 2p(y,x) # @, que, por la

condicion fuerte de Pareto, implica y > x', que es contradictorio con x’ > y.

Teorema 3. Sea (R"™,>) una estructura de preferencia. Si la preferencia > es no
compensatoria Fishburn fp P-continua y no sinérgica, entonces es la relacion de
dominancia >?.

Demostracion. Debemos demostrar la relacion de preferencia > es igual a la relacién de
dominancia >?, dicho de otro modo, hay que demostrar: x > y siysolosi x =2 y. Si

x >P y, por ser > fuertemente paretiana se concluye x > y. Si x > y, por el Lema 1 se
tiene que 2p(y,x) = 0. Si 2p(x,y) = @, se tiene que 2;(x,y) = 2 y por la no sinergia se
tendria que —=(x > y), que es contradictorio. Queda la opcion 2p(x,y) # 0. Esta

condiciony 2,(y,x) = @ implican x =2 y.
Observacion 7. En una EPCr la condicion de no sinergia puede suprimirse.

De igual manera, asumiendo que la estructura (R™, >) es fuertemente paretiana
(Observacion 3), considerando las observaciones 6 y 7, y que la dominancia =% es una

preferencia no compensatoria T2, el Teorema 3 dice que:

Una EPNC F P-continua y no sinérgica es una EPNC T2.
Una EPCr NC F P-continua es una EPNC T2.

Inclusion: EPNC T2 ¢ EPNC F
Veamos ahora las interacciones entre una preferencia no compensatoria T2 y la relacion de

dominancia.

Teorema 4. Sea (X, >) una estructura de preferencia. Si la preferencia > es no
compensatoria T2 fp y no sinérgica entonces la preferencia > es la relacion de dominancia
=D,

Demostracion. Se debe demostrar que si x,y € R®, x > y implica x >? y,yque x =P y
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implica x > y. Sea x > y, como la preferencia es no compensatoria T2, 2,(y,x) = @. Si
Np(x,y) = @, por ser no sinérgica, =(x > y) que es contradictorio, por tanto solo puede
ocurrir Qp(x,y) # @ que implica x > y. Ahora supongamos que x >? y. Se tiene que

Dp(x,y) #0y 2p(y,x) = @; puesto que > es fuertemente paretiana, se cumple que x >

.

Bajo el supuesto que la estructura de preferencia es fuertemente paretiana (Observacion 3),
considerando las observaciones 6 y 7, y dado que la dominancia > es una PNC Fishburn,

el Teorema 4 es el “reciproco” de los teoremas 2 y 3, y dice que:

Una EPNC T2 no sinérgica es una EPNC F.
Una EPCr NC T2 es una EPNC F.

Como conclusidn general se tiene que la definicion de no compensacion T2 esta
estrechamente relacionada a la definicion de no compensacion de Fishburn. Asumiendo que
las preferencias cumplen la condiciéon fuerte de Pareto, bajo ciertas condiciones (si la
preferencia es la mas restrictiva, o es P-continua y no sinérgica, o es P-continua en criterios),
una preferencia no compensatoria Fishburn es una preferencia no compensatoria T2 y,
reciprocamente, dadas ciertas condiciones (no sinergia o si €s una estructura de preferencia
en criterios) una preferencia no compensatoria T2 es una preferencia no compensatoria
Fishburn.

2.2. Preferencias no compensatorias T3

Para introducir la definicion de no compensacion tipo 3 (NC T3), se requiere el concepto de
preferencias simétricas entre criterios que es idéntico al concepto de operador de agregacion
simétrico entre agentes de la teoria de la eleccion social. En un operador de agregacion
simétrico entre agentes, los “agentes reciben igual tratamiento”. Este concepto se vuelve
operativo definiendo que la preferencia agregada no cambia cuando se permutan los
argumentos del operador de agregacion. Iniciemos entonces con los conceptos de

permutacion.

Una funcidn biyectiva o de Q en Q se denomina permutacion de los elementos de Q. Si,

por ejemplo, Q = {1,2,3,4}, la permutacion o tal que (1) =4, 0(2) =3, 0(3) =2y
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o(4) =1, senota, (4,3,2,1). La permutacién del vector x € R™ es el vector a(x) =
(Xg(1), -+ Xg(ny) Gue se obtiene al permutar las coordenadas de x. El conjunto de
permutaciones de € se nota por I'(Q2). Se dice que una estructura de preferencia es
simétrica entre criterios si la preferencia de la alternativa x sobre y no cambia cuando se

aplica la misma permutacion tanto a x como a y.

Definicion 16 (Simetria entre criterios). La estructura de preferencia (X,>) se dice
simétrica entre criterios (EP SC) si para cualquier par de alternativas x,y € X, y para
cualquier permutacién o de elementos de 12, se tiene que:

x>y e oalx)>aly). (2.12)

Se introducen algunos conceptos adicionales sobre ventajas y desventajas para estructuras de

preferencia simétricas entre criterios.

Definicion 17 (Informacién contradictoria). Sean (R™, >) una estructura de preferencia,
x,y € R™ dos alternativas.

1. Sedice que las alternativas x e y tienen evaluaciones contradictorias o que la
informacidn es contradictoria si la alternativa x tiene alguna ventaja sobre y,y
reciprocamente, la alternativa y tiene alguna ventaja sobre x; esto es, si V(x,y) >
Oy V(yx)>0.

2. Lainformacion contradictoria es equilibrada si V(y,x) = a(V(y, x)) para alguna

permutacion o € I'(2).

Ejemplo 14. Sean x = (2,1,0,—3,4),y = (—1,1,2,0,2). Se tiene que V(x,y) =
(3,0,—2,-3,2), V(y,x) = (=3,0,2,3,—2).

Se nota por ICE e ICER los conjuntos de parejas de alternativas con informacion
contradictoria equilibrada e informacion contradictoria equilibrada relevante

respectivamente. Nétese que en una EPCr se tiene que ICE = ICER.

La no compensacion T3 dice simplemente que la incomparabilidad esté estrechamente
asociada a la informacion contradictoria equilibrada. Especificamente, si la preferencia es

NC T3, y si una pareja de alternativas es un elemento de ICER, las alternativas no son
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comparables.

Definicion 18 (EPNC T3). Sean (R™,>) una estructura de preferencia, x,y € R" dos
alternativas cualesquiera. Se dice que la estructura de preferencia es no compensatoria T3
(EPNC T3) si:

(x,y) EICER = (x ¢ ). (2.13)

Ejemplo 15. La Tabla 6, al inicio de la Seccion 2.2.1, valora las preferencias de ejemplo

segun la no compensacion T2y T3.

2.2.1. Independencia no compensacion T2y T3

Puesto la Tabla 6 muestra las 4 posibilidades (V-V, V-F, F-V, F-F), se concluye que las
definiciones de no compensacion T2 y T3 son independientes. Ademas, la Tabla 6 muestra
que la no compensacion T3 depende del tipo de estructura definida: en una estructura I-P-J,
la preferencia > es no compensatoria T3; en una estructura [-P, la preferencia > no es no

compensatoria T3.

Tabla 6: No compensacion T2y T3

Preferencia Estructura ocom_lpig sacto 0 co $g saclo
R™, =) I-P- Vv v
Orden mayor > (R", =) I-P]
(R",>) I-P Vv =
IL
indice lineal SIL (R™, >7) I-P-] F Vv
(Rn’ >IL) I-P F F
Rn) >* I‘P' F V
No paretiana ot (R™,>") I-P]
(R™,>*) I-P F =
R", =€) I-P- vV v
Semiorden mayor =€ ( ) J
(Rn’ >C) I'P V F
Sinérgica s (R, >%) I-P-] Y% v
(Rn’ >S) I'P V F

Téngase en cuenta que la Definicion 18, de no compensacion T3, no aplica para el orden

lexicogréafico, pues no es simétrico entre criterios.
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Capitulo 3

Preferencias compensatorias

En principio, la compensacion es la negacion de la no compensacion. Bouyssou (1986)
aplica este concepto para la definicion de las denominadas preferencias minimamente
compensatorias como aquellas que resultan de la negacién Idgica de la no compensacién
Fishburn.

En nuestro caso no se trabajara con preferencias minimamente compensatorias. EI punto
importante es que en las proposiciones que resultan de la negacion logica de las preferencias
no compensatorias T2b y T3, se puede realizar modificaciones que permitiran la

construccion de las estructuras parametricas.

En adelante, se seguird asumiendo que las preferencias son fuertemente paretianas. En este
caso, ya no se explicitara este supuesto. La implicacion de esta condicién es que una
preferencia no compensatoria T2 es una preferencia no compensatoria T2b y viceversa. Sera
esta Ultima definicion la que se niegue. Ademas se trabajara solo sobre estructuras de
preferencia real (R™,>), EPCr o EPsCr.

La negacion de preferencia no compensatoria T2b es: existen dos alternativas x,y € R™, un
indice i € Qp(x,y), unconjunto A € Q\{i}, y un vector t, € R} tal que:

(x>y) ANy +ty > x). (3.2)

Esta expresion dice que, mediante una cierta mejora que excluye alguna de las ventajas de x
sobre y, las desventajas de la alternativa y (desventajas que hacen que x sea preferida a y)

pueden invertirse de tal manera que se llega a que y + t, sea preferidaa x.

3.1. Preferencias compensatorias y parcialmente compensatorias T2

Las preferencias compensatorias y parcialmente compensatorias T2 seran preferencias que
no satisfacen la condicidn de ser no compensatorias T2. Las preferencias compensatorias
seran un subconjunto de las preferencias parcialmente compensatorias que cumpliran una

cierta condicion adicional.

Se introduciran dos tipos de compensacion: ilimitada y limitada. La compensacion limitada
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busca expresar el concepto de capital critico: la consideracion de que hay funciones
ambientales criticas que no pueden ser remplazadas por el capital artificial England (2000).
Es decir, la compensacion entre capital artificial y natural es limitada. Otro concepto que
igualmente se trata de recoger es el que los sistemas ecologicos presentan alta resiliencia a
impactos negativos de pequefia magnitud. Sin embargo, la resiliencia, es decir, la capacidad
de auto regenerarse y regresar a su estado original pasado cierto tiempo, disminuye o se

anula completamente frente a afectaciones negativas de gran magnitud.

Se dira que la estructura de preferencia es parcialmente compensatoria ilimitada cuando la
preferencia x > y se pueda invertir mediante una mejora a la alternativa y que excluya
alguna ventaja de x sobre y, a la alternativa y. Méas aun, la mejora puede ser en un Unico
criterio, en cualquier criterio diferente a aquel cuya ventaja se excluye. De manera

simplificada se dira que cualquier desventaja puede ser compensada.

Diremos que la estructura de preferencia es parcialmente compensatoria limitada cuando
existe un umbral de compensacion A, > 0 tal que, cuando se da la preferencia x > vy,
ocurre que: las desventajas de y pueden ser compensadas si las desventajas de y sobre x
son menores que el umbral de compensacion; pero, si las desventajas son mayores que el
umbral, no pueden ser compensadas. Se parafrasea diciendo que solamente desventajas

limitadas pueden ser compensadas.

Se exigira ademas que la preferencia > sea monétona. En una preferencia monétona la
preferencia entre alternativas se mantiene frente a eventuales mejoras de la mejor
alternativa. Esto es, si la alternativa x es preferidaa y;y, si x' esigual a 0 es una mejora

de x, ocurre que x' también es preferida a y.

Definicion 19 (EP PCI, EP PCL). Sean (R",>) una estructura de preferencia, e; el j-
ésimo vector de la base candnica de R", x,y € R™ dos alternativas cualesquiera. Decimos
que la estructura de preferencia es parcialmente compensatoria T2.

1. lHimitada (EP PCI): si para cualquier i € Qp(x,y) y cualquier j # i, se tiene que:

(x>y)=>3t>0,(y + te > x). (3.2)
2. Limitada (EP PCL): si existe un umbral de compensacion 4, > 0 tal que si x >y
se tiene que:
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(@) Si maxV(x,y) < 4,, se cumple que: cualquiera que sea i € 2p(x,y),
cualquiera que sea j # i, se satisface:
3t >0,y + tej > x. (3.3)
(b) Si minV(x,y) > 4,, se cumple que: cualquiera que sea i € 2p(x,y),
cualquiera que sea A < 2\{i}, se satisface:
Vty, > 0,=(y + t, > x). (3.4)
Ademas se satisface que la preferencia > es mondtona, esto es, para tres
alternativas cualesquiera x, x',y € R"

(xX'=x)A(x>y)=> (' >y). (3.5)

Ejemplo 16. El indice lineal >t es una preferencia compensatoria T2 ilimitada. Digamos
que x =L y. Setiene que ¥ x; > Y y; que implica que para algln i, x; > y;. Ahora para
cualquier j # i, la compensacion t = ¥, x; — Y. y; + 1, satisface y' = (y + te;) >'* x. La

monotonia se cumple pues si x' = x, x >y setieneque X x'; =Y x; > X y;.

La definicion de monotonia del analisis multicriterio es distinta a la definicion de monotonia
de la microeconomia. En microeconomia se define: la preferencia débil > es mondtona si
para cualesquiera canastas x,y € R™, si x » y (estoes, x; > y;, paratodo i) se cumple
que x > y. La definicion de monotonia permite diferenciar “bienes” de “males”. Los bienes
son aquellos productos que satisfacen la monotonia y representan un beneficio para el

consumidor.

3.1.1. Preferencias compensatorias T2

Para que una preferencia parcialmente compensatoria (ilimitada o limitada) sea
compensatoria (ilimitada o limitada) se impone una condicion adicional: que la preferencia
sea fuertemente mondtona. Esta condicion dice que si la alternativa x es indiferente 0 no es

comparable con y, se cumple que cualquier mejora de x es preferidaa y.

Definicion 20 (Monotonia fuerte). Sean (R™, >) una estructura de preferencias, y
x,x',y € R™ tres alternativas cualesquiera. Se dice que las preferencia > satisface la

monotonia fuerte si (x" > x) A (x~y V x ¢ y), se cumple que x’ > y.

En la microeconomia también se define la monotonia fuerte diciendo que si la canasta x
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tiene més cantidad de productos que la canasta y, entonces, la canasta y es preferida a x.

Es decir, para x,y € R™, si x > y, se cumple que x > y.

Las definiciones de monotonia fuerte del analisis multicriterio y de la microeconomia estan
relacionadas. En la microeconomia, la monotonia fuerte indica que el conjunto de canastas
indiferentes a x, I(x), no contiene una bola B(x,r), r > 0. En R?, la curva de indiferencia
de la canasta x no contiene partes “solidas”, es decir, es justamente una curva, y no una
banda. En el analisis multicriterio, la monotonia fuerte dice que los conjuntos 1(x), de
alternativas indiferentes a x, y J(x), de alternativas no comparables a x, no contienen una
bola B(x,r), r > 0.

Definicion 21 (EP CI, EP CL). La estructura de preferencia (R",>) parcialmente
compensatoria (ilimitada o limitada T2) se dice compensatoria T2 si satisface la monotonia

fuerte.

Para énfasis, a una preferencia compensatoria se la puede denominar también preferencia

totalmente compensatoria.

Ejemplo 17. La preferencia indice lineal >~ es (totalmente) compensatoria ilimitada T2

(ver ejemplo 2, figuras 3(a) y 3(b)).

A las preferencias parcialmente compensatorias y compensatorias T2 (ilimitadas y limitadas)
se las denominara también simplemente preferencias parcialmente compensatorias y

compensatorias (ilimitadas o limitadas).

3.2. Preferencias compensatorias y parcialmente compensatorias T3
En esta seccion se considera que (R™, >) es una estructura de preferencia simétrica entre
criterios (EP SC).

La negacion de preferencia no compensatoria T3 es la siguiente: existen dos alternativas
x,y € R™ con informacion contradictoria relevante tales que son comparables. De manera
simbdlica, 3(x,y) € ICER A —(x ¢ y). Puesto que las ventajas y desventajas se equilibran
(ambas alternativas tienen las mismas ventajas y desventajas), y los criterios reciben el

mismo tratamiento, si x e y son comparables, —(x ¢ y), entonces no puede ocurrir que
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x >y, nique y > x. Por lo tanto, la Gnica opcion es que las alternativas sean indiferentes,
de donde se concluye que la negacion de preferencia no compensatoria T3 es: existe un par
de alternativas (x,y) € ICER tales que x~y. En este caso diremos que la compensacion T3

es parcial.

Ademas, seria deseable un comportamiento parsimonioso 0 monétono de la indiferencia,
que se define como: si se parte de un par de alternativas indiferentes con informacion
contradictoria equilibrada, y si las ventajas y desventajas disminuyen en magnitud, puesto
que las alternativas tienden a la igualdad, entonces las alternativas seguiran siendo
indiferentes. Lo anterior no excluye la posibilidad de que si las ventajas y desventajas

incrementan en magnitud, las alternativas se vuelvan incomparables.

Notese que en una estructura EP SC, las ventajas y desventajas del par de alternativas (z, w)

tienen menor o igual magnitud que las ventajas y desventajas del par (x,y) si V(z,w) <
V(x,y).

Definicion 22 (EP PC T3). La estructura de preferencia simétrica entre criterios (R",>)
se dice que es parcialmente compensatoria T3 si existe una pareja de alternativas x,y con
informacion contradictoria equilibrada relevante e indiferentes, y si la relacion de
indiferencia ~ es mondtona. Esto es:

3(x,y) € ICER, (x~y) AV(z,w) € ICE,[V(z,w) < V(x,y)] = (z~w). (3.6)

Si, adicionalmente para cualquier par (x,y) € ICE ocurre que x~y, se tiene que las
ventajas y desventajas equilibradas de cualquier magnitud se anulan o compensan
mutuamente. En esta circunstancia, se asumira que se esta en el caso compensatorio T3,

denominado también caso totalmente compensatorio, para mayor énfasis.

Definicion 23 (EP C T3) La estructura de preferencia simétrica entre criterios (R", >)
parcialmente compensatoria T3 se dice compensatoria T3 (EPC T3) si para dos alternativas
cualesquiera x,y € R™:

(x,y) € ICE = (x~y). (3.7)

Ejemplo 18. La estructura de preferencia indice lineal estricto (R", =) es una estructura
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de preferencia totalmente compensatoria T3 (EPC T3) (ver Figura 3(a)). La estructura
indice lineal débil (R™, %) no es compensatoria, ni parcialmente compensatoria T3 (ver
Figura 3(b)).

3.3. Estructuras de preferencia paramétrica

Las definiciones de preferencias no compensatorias, parcialmente compensatorias y
compensatorias T2 se pueden agrupar para conformar el concepto de estructura de
preferencia paramétrica no-compensatoria compensatoria o, por simplicidad, estructura de
preferencia paramétrica. El pardmetro de compensacioén a € [0, 1], que también se lo puede
denominar grado de compensacion, indica que no hay compensacion (a = 0), 0 que la

compensacion es parcial (@ < 1), o que es total (& = 1).

Definicion 24 (EPP I, EPP L). Sea (R", >%) una estructura de preferencia donde la
preferencia >% depende de un parametro real a € [0, 1]. Se dice que (R™,>%) es una
estructura de preferencia paramétrica (ilimitada - EPP | o limitada - EPP L) si la
estructura de preferencia satisface:

1. Para a = 0 es no compensatoria T2.

2. Para a € [0, 1] es parcialmente compensatoria (ilimitada o limitada).
3. Para a = 1 es compensatoria (ilimitada o limitada).
4

Las preferencias estan encajadas, esto es, P* > P* para a > a'.

Hay una infinidad de familias de preferencias paramétricas. Por ejemplo, consideremos la
preferencia débil =%, a € [0,1], en R? definidapor:sean x,y ER?, x >* y & d = (x —
y) € A% c R?, donde:

A° = R?, (3.8)
A* =B, UB, URZ,a € (0,1], (3.9)
B; ={(dy,dy)| di € (—,1],dy = [1 + |dq|]¥* — 1}, (3.10)
B, = {(dy,d;)| d; € (—o0,1],dy = [1 + | dq|]/* — 1}. (3.11)

Se tiene que A = §2.
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Figura 8: Estructura de preferencias paramétrica ilimitada

a=0
| o= .33

a=.59

Las familias de preferencias paramétricas mas importantes son las familias de preferencias

conicas y cuasi conicas que se estudiaran en el Capitulo 4.
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Capitulo 4

Preferencias conicas y cuasi conicas

4.1. Estructura de preferencia paramétrica ilimitada conica

Una de las estructuras matematicas mas utilizadas en distintas areas de la matematica y la
economia son los conos. Los conos permiten combinar la estructura de espacio vectorial y el
concepto de convexidad. En un espacio vectorial, un vector es una combinacién lineal de los
elementos de la base. En un cono, en cambio, un vector es una combinacion lineal con
escalares positivos de los elementos de la base del cono (combinacion lineal convexa).
Como se conoce, los vectores de la base de un espacio vectorial son linealmente

independientes; los vectores de la base de un cono pueden ser linealmente dependientes.

Definicion 25 (Cono). Sea B = {by, b,, ..., b,} € R™ un conjunto de vectores R™. El cono
"(B) de base B esel conjunto C}(B) = {x € R"*|x =), A;b;,b; € B,A; = 0}.

Figura 9: Cono de base B = {b;,b,}
A

b2

b1

0

Para otras propiedades de los conos ver Pomerol y Barba-Romero (2000) y Jahn (2011).

Trabajaremos con los conos C% (a) de base B(a) = {by, by, ..., b,} € R™, donde el i-ésimo
vector de labasees b, = (—=1/z,...,1,...,—1/z),con z = p(a) = (n— 1) /a, para 0 <

a < 1. De manera equivalente, « = ¢¥(z) = (n—1)/z, para z > 0. Se tieneque z =n —
l=¢p(@) sia=1,yque a =1=¢(z) si z=n—1.Para a = 0, ponemos b; =

(0, ...,1,...,0). Notese que si « —» 0, z = o, 1/z — 0, por lo que, por convencion, se toma
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1/0 = o0, 1/c0 = 0, de modo que, se puede decirque z = = @(a) si a =0y, a =

0 = @(z) si z= o, esdecir, ¢:[0,1] > [n—1,00], Y = @~ 1:[n—1,0] - [0,1].
La base B(a) expresada como matriz es:

1 -1/z - -=1/z

sw=[ 1

"1z —1/z - 1

(4.1)

Caso 0 < a < 1. Para estos valores de a, los vectores de B(a) son linealmente
independientes, es decir son una base del espacio vectorial R™. Para a = 0 la base es

B(0) = {ey, ..., e, }, la base candnica, y el cono es C%}(0) = R%, el ortante positivo.

Matriz de cambio de base

Puesto que B(a) es una base del espacio vectorial R™, cualquier d € R™ se expresa como
la combinacion lineal de los elementos de la base: d = ), A;b;, 4; € R. El vector d
expresado en labase B(a) es dg = (A4, ..., ).

La matriz de cambio de base A, de la base candnica a la base B(«), es la matriz que

satisface la condicion dy = Ad, y es igual a la matriz B(a)™:

a b - b
Bt =2 & Y 2
b b - a
— _ #zon+2) -
donde a = — Z-n+2)-(n-1)' © _ z2@z-n+2)-(n-1)’

Notese que a/b = (z—n+2) > 1.
Ejemplo 19. Para n = 2,3 y a = 0,5 las matrices B 'y B~ son las siguientes:

1 -0,5
-05 1

1,333 0,667

0,667 1,333F (4.3)

Bz[ , B =|
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1 —-0,25 —0,25 1,2 04 04
B=|-025 1 -0,25/, B‘1:[0,4 1,2 0,4]. (4.4)
~-0,25 —025 1 04 04 1,2

Caso a = 1. Los vectores de la base B(1) son linealmente dependientes y el cono C%}(1)
esigual a H, el hiperplano ortogonal a v = (1,1, ...,1), el vector bisectriz de R’. En este
caso, se define la base del cono por B = {by, by, ..., by, v}, y Se tiene que C%} (1) = S%, el
semiespacio positivo. Entonces, para 0 < a < 1, se tiene que C%(0) = R} € C}(a) S

S* = CH(1). Ademaés, para 0 < a’ < a < 1, los conos estan encajados: C%(a) o Ch(a').

Apertura entre vectores de la base. El parametro a también determina la apertura de los
vectores de la base del cono. La apertura se mide mediante el angulo 6 formado por
cualquiera de los vectores b; de la base y el vector v, y se cumple que:

(1-a)Vn-1 )
Jnn-1+a?))’

de donde se deduce que si la compensacion a se incrementa, la apertura 6 también crece.

0= acos( (4.5)

La Figura 10 muestra los conos en R? para a = 0; 0,5; 1.

Figura 10: Cono C%(a)

bz b2

b1
b1

@ a=0 (b) @ =0,5 C© a=1

La Tabla 7 muestra la relacion entre « y 6 para n = 2,3 y 4.
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Tabla 7: Relacion entre oy 0

(2]
a
n=2 n=3 n=4
0 45° 54,7° 60°
0,25 59,00 64,8° 68,2°
0,50 71,6° 74,2° 76,1°
0,75 81,9° 82,7° 83,4°
1 90° 90° 90°

Orden cénico débil. Para un valor dado de «a, el orden cénico débil se define por: x es
débilmente preferido a y siempre que el vector diferencia d = x — y pertenezca al cono

C% (). Esto nos lleva a la Definicion 26.

Definicion 26 (Preferencia conica). Sean « € [0,1], x,y € R" dos alternativas, d = x —

y el vector diferencia, C%}(a) el cono de base B(«). La estructura de preferencia

paramétrica conica es la estructura (R™, ), donde > se define por:
xzryed=(x—-y) el (a). (4.6)

La estructura de preferencia paramétrica ilimitada (EPP 1) es la estructura I-P-J

determinada por la estructura de preferencia conica (R™, 3>).

Para a € [0, 1], la condicion d € C}(a) esequivalentea d = ), A;b;, 4; = 0 paratodo

i € Q, que es equivalente a dg = (44, ...,4,) = 0. Ademas, se tiene que C%(0) = R%. Por
otra parte, C’t(1) = S%. De esta ultima igualdad se deduce que la condicion d € C}(1) es
equivalente a }; d; = 0. Las condiciones anteriores permiten expresar el modelo
paramétrico conico de varias maneras equivalentes, tal como se muestra en las tablas 8, 9 y
10.
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Tabla 8: a = 0. Modelo no compensatorio

Relacion Condicion Condicion Condicion
sobre d sobre d sobre x e y
XZy d € R} d=0 xX=y
x>y d € R}\{0} d>0 x>y
X~y d € {0} d=0 xX=y
xXpy d¢R}UR™ 3i,j,d; <0,d; >0 3i,j, % < Vi Yj > X

El modelo conico de pardmetro a = 0, (R", ), es el orden mayor o igual (R", >).

Tabla 9: 0 < a < 1. Modelo parcialmente compensatorio ilimitado

Relacion Condicion Condicion Condicion
sobre d sobre d sobre x e y
XEy d € C}(a) dg € R} dg =0
x>y d € C} (a)\{0} dg € R}\{0} dg >0
X~y d € {0} dg € {0} dg =0
xXpy d ¢ Ch(a)UC(a) dp ¢ R} UR? 3i,j,dp; < 0,dg; >0
Tabla 10: @ = 1. Modelo compensatorio ilimitado
Relacion Condicion Condicion Condicion
sobre d sobre d sobre x e y
Xzy d e S} Y>di =0 DX =XV
x>y d € ST\H >d; >0 DX > Vi
x~y deH 2d;=0 XX =XV

El modelo cénico de parametro « = 1, (R", =), es el indice lineal (R", >L) que define el

funcional lineal, I(x) =) x;.

Valoracion de la compensacion. Para a = 0, ninguna desventaja relevante se puede

compensar. Para 0 < a < 1, una desventaja de 1 unidad en un criterio se compensa con
unaventaja de t = z — n + 2 unidades en otro criterio. Y, si a = 1, la desventaja de una

unidad se compensa con una ventajade t =1 + &, € > 0 unidades y se balancea con una

ventaja de t = 1 unidades.
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Para valorar la compensacion a una desventaja de 1 unidad, consideremos el vector y — x =
d =(-1,¢0,...,0), que indica que la desventaja en una unidad en el primer criterio se

compensa con t unidades en el segundo criterio.

Para 0 < a < 1, la condicién y > x esequivalentea B~d = (—a + bt,—b + at,—b +
bt, ..., —b + bt) > 0. Por tanto debe cumplirse que, t > a/b, t = b/a,y t = 1, con alguna
de las condiciones estrictamente positiva. Como a > b, los requerimientos se satisfacen si

t =a/b =z—n+ 2;loque concluye el cdlculo. En el caso del indice lineal (« = 1), la
condiciones d € ST\H, equivalente a ), d; = —1 4+ t > 0, de donde se obtiene que t =

1+ ¢&cone>0.

4.2. Estructura de preferencia paramétrica limitada cuasi conica
La estructura paramétrica limitada es la estructura de preferencia paramétrica cuasi conica.

Antes de definirla, veremos previamente el concepto de funciones de credibilidad.

Una funcion de credibilidad real con umbral de indiferencia es una funcion que indica si la

diferencia entre dos valores es relevante o importante, o si es irrelevante o no importante.

Por ejemplo, si deseamos comprar un automovil y comparamos dos autos de precios,
digamos $20.000 y $20.200, estaremos de acuerdo que una diferencia de $200 en el precio
es pequefia y que nuestra decision se basara en otros criterios; pero si la diferencia es, por
ejemplo, $2.000, seguramente consideraremos esta diferencia importante y el precio sera un

factor a tomar en cuenta al momento de la decision.

Hay dos maneras de formalizar esta situacion. La primera es con una funcion de credibilidad
discreta de umbral ¢ > 0. Aqui simplemente se dice que si x e y son dos nimeros reales,
entonces, si |x — y| < c, ladiferencia entre x € y no es importante y podemos considerar a
estas magnitudes similares o indiferentes; pero si |x — y| > c, se considera que la diferencia
es importante y que, por tanto, uno de los valores es mayor al otro. Una segunda posibilidad
es introducir una funcion de credibilidad difusa. En una funcion de este tipo se asigna un
valor de credibilidad a la condicion x > y. La credibilidad es un valor en el intervalo [0, 1].
El valor 0 indica que la proposicion x > y es absolutamente no creible, en tanto que el

valor 1 indica credibilidad absoluta y total en x > y.
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Especificamente, si h es la funcion de credibilidad, x,y son dos nimeros realesy d = x —
y es la diferencia, se tiene que si d > 0, h(d) es el grado de credibilidad de d > 0 (de

x >y ode x >y, puesto que se esta asumiendo que el objetivo de los criterios es de
maximizacion); cuando d < 0, —h(d) es la credibilidad de d < 0 (de y > x ode y > x);
en tanto que 1 — |h(d)| es la credibilidad de d = 0 (de x = y o de x~y). El umbral de
indiferencia marca el limite entre la indiferencia y la preferencia estricta. Por esta razon se

exige que h(c) = 0,5. De manera formal:

Definicion 27 (Funcion de credibilidad real). Sea d € R. Una funcién de credibilidad real
o0 un criterio difuso de umbral de indiferencia ¢ > 0 es una funcién h: R — [—1,1], que
cumple las condiciones h(0) = 0, h es creciente, h esimpar h(—d) = —h(d),
lim,_oh(x) =1, h(c) =1/2.

Ejemplo 20. Sea s(d) la funcién signo: s(0) = 0, s(d) = d/|d|,d # 0. Consideremos la

funcién de credibilidad (ver Figura 20):

d 2
h(d) = s(d) 1 s @)

Figura 11: Criterio difuso

Otra posible funcion es la variante del “criterio gaussiano” del método PROMETHEE

(Brans y Mareschal 2005):
h(d) = s(d)exp(—In(2)(d/c)?) (4.8)

Si |d] < ¢, se cumple que |h(d)| < 0,5 y, en consecuencia, el grado de indiferencia es
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mayor a 0,5. Por el contrario, cuando |d| > c, se cumple que |h(d)| > 0,5 vy, el grado de

preferencia es mayor que 0,5.

La funcion de credibilidad real se extiende al caso vectorial. Sean d € R™ un vector, ¢ =
(c1,¢p, ..., ) € Ry, el vector de umbrales de indiferenciay {h4, h,, ..., h,} las funciones
de credibilidad real de umbral ¢; > 0, respectivamente. La funcion de credibilidad vectorial
h = (hy, hy, ..., hy,) se define por:

BRRT - [-1,1]"

d o r=hd) = (h(dy) hy(dy), o hu(dy)). (4.9)

La funcion de credibilidad vectorial también puede ser vista como la normalizacién de las
coordenadas del vector diferencia d = x — y. Esto es, poner todas las coordenadas de d en
una misma escala, el intervalo [—1, 1]. También diremos que h “transforma el espacio d”

en el “espacio .

Para mantener la simetria entre criterios, se requiere que los umbrales de indiferencias sean
iguales. Tomaremos ¢ = (¢, ¢y, ..., cy) = (1,1, ...,1). En la Seccidn 4.4, preferencias en
semicriterios, se mostrara que esto es siempre posible. La funcién de credibilidad vectorial

h de umbrales ¢; = 1 se denomina funcién de credibilidad vectorial estandar.

Para un valor dado de «, el orden cuasi conico débil se define por: x > y siempre que el
vector diferenciar = h(d) = h(x — y) pertenezca al cono C% («). Esta condicion es
equivalente aque d = h™1(r) pertenezca al conjunto h=1(C%(a)), la preimagen del cono.

A este conjunto lo denominamos cuasi cono, y se nota por Q% ().
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Figura 12: Preferencia cuasi cdnica

N b2

> i
/ g ,

Cuasi cono Q% (a) = h™1(C}(a)) Cono C%(a)

Definicion 28 (Preferencia cuasi conica). Sean « € [0,1], x,y € R™ dos alternativas;

d = x — y el vector diferencia, C%(«) el cono de base B(«a), h la funcién de credibilidad
vectorial estandar de umbrales de indiferencia ¢; = 1, Q% (a) = h™1(C%(a)) el cuasi
cono. La estructura de preferencia paramétrica cuasi conica es la estructura (R", >) donde
> se define por:

xryor=hd)eC(a) e deQr(a). (4.10)

La estructura de preferencia paramétrica limitada (EPP L) es la estructura I-P-J

determinada por la estructura de preferencia cuasi conica (R™, >).

Con las mismas consideraciones que en la Seccion 4.1, el modelo paramétrico cuasi conico

puede expresarse de varias maneras equivalentes (tablas 11, 12 y 13):

Tabla 11: @ = 0. Modelo no compensatorio

. Condicion Condicion Condicion Condicion
Relacion
sobre r sobre r sobre d sobre x e y
XEYy r € R} r=0 d=0 xX=y
x>y r € R}\{0} r>0 d>0 x>y
X~y r € {0} r=20 d=0 xX=y
xXpy rg REURE | 3i,),1,<0,1;, >0 (3i,),d; <0,d; > 0|3, /,x; <y, ¥ > %

El modelo cuasi conico de parametro a = 0, (R™, >), es el orden mayor o igual (R",>).
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Los modelos conico y cuasi conico son iguales.

Tabla 12: 0 < a < 1. Modelo parcialmente compensatorio limitado

., Condicion Condicién Condicién Condicién
Relacion
sobre r sobre d sobre rp sobre rp
XEYy r € C}(a) d € Q}(a) rg € R} 3 =0
x>y r € Ci(a)\{0} d € Qt(a0)\{0} rp € RT\{0} g >0
x~y r € {0} d € {0} rg € {0} rg =0
xpy |[reCHa)UCli(a)|deQi(@)UQr(a) | s ¢ RFURE | 3i,j,15, <0, 15;>0

En el modelo cuasi conico de parametro a = 1, para n = 2, la condicién ) r; > 0 es
equivalente a ¥, d; > 0. El modelo cuasi conico es el indice lineal, (R?,>1), que define el
funcional lineal I(x) = ), x;. Para n > 3, el modelo cuasi conico es lineal en el espacio r

(x >y si X r; > 0); pero, no es lineal en el espacio d (x >y si Y, d?/(1+ d?) > 0).

Tabla 13: @ = 1. Modelo compensatorio limitado

., Condicion Condicion Condicién
Relacion
sobre r sobre d sobre rg
x>y resn Y7 >0 Y di/(1+df) =0
x>y r € ST\H >r; >0 Y d?/(1+d?) >0
x~y reH Xn=0 Xdi/1+dH) =0

Notese que los modelos son simétricos entre criterios.

Valoracion de la compensacion. Para a = 0, ninguna desventaja se puede compensar. Para
0 < a < 1, en el origen, la desventaja marginal de una unidad en un criterio se compensa
con una ventaja de t = vz — n + 2 unidades en otro criterio. Ademas, la compensacion
marginal es creciente. Para « = 1, la desventaja marginal de una unidad se balancea con

una ventaja de t = 1 unidades.

El procedimiento de calculo de la compensacion se explica a continuacién. Para 0 < a < 1,
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sea k = z —n + 2, puesto que en el modelo conico la compensacién es k, se tiene entonces
que en el espacio r, r, = —kry. Por otra parte, r; = d?/(1 + d?), de donde se llega a:

dy = — Yk (4.11)

,1—(k—1)df’

que al derivar se obtiene que dd,/ dd, = —Vk.

Para a = 1, puesto que para el calculo de la compensacion se toma el vector d =
(—-1,¢,0,...,0), lacondicidn ) r; > 0 es equivalente a ). d; > 0, de donde se obtiene el

resultado.

Por otra parte, en el espacio r, dado que b; = (—=1/z,—-1/z,...,—1/z,1) € B(a), se tiene
que cualquier desventaja tal que el minh;(V;(x,y)) sea inferiora 1/z podra ser

compensada. De donde se concluye que el umbral de compensacion A, esiguala Ay =
h~1(1/z) = J1/(z - 1).

El marco conceptual actual establece las definiciones de no compensacion T2 y T2b,
complementarias a la de no compensacion de Fishburn, el cual ha permitido fundamentar la
construccidn de las estructuras de preferencia paramétrica ilimitada y limitada con un
sentido preciso para el parametro de compensacion. La compensacién y la no compensacion

T2 se asocian con la inversidn y no inversion de la preferencia, respectivamente.

4.2.1. Representaciones graficas de los modelos cénicos

En la representacion grafica de los modelos conicos® en el plano R?, la alternativa x se
ubica en el origen; la alternativa y en el eje horizontal izquierdo, lo que implica que x tiene
una ventaja sobre y en el primer criterio; y, la alternativa compensada y’' = y + te,, se
coloca sobre la prolongacion vertical de la alternativa y. Las figuras 13(a)-13(d) muestran

las representaciones graficas de los modelos cénicos.

® Para una redaccion mas clara, el adjetivo conico expresara conico y cuasi conico.
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Figura 13: Modelos cénicos

(a) No compensatorio, @« = 0 (b) Parcialmente compensatorio ilimitado,

(conico y cuasi conico) 0<a <1 (conico)

(c) Parcialmente compensatorio limitado, (d) Compensatorio, a = 1
0 < a < 1 (cuasi conico) (conico y cuasi conico)

4.3 Preferencias cénicas y no compensacion y compensacion T3

Los modelos no compensatorio y parcialmente compensatorio limitado e ilimitado son
estructuras I-P-J; es decir, son no compensatorios T3. En particular, si (x,y) € ICER,
entonces x ¢ y. La incomparabilidad es consecuencia de la presencia de informacion
contradictoria equilibrada. Sin embargo, estos modelos se pueden definir como estructuras
I-P y obtener modelos compensatorios T3. Basta con considerar la preferencia conica
estricta (x > y & d € C}(a)\{0}), y la cuasi conica (x > y & r € C}(a)\{0}), como
preferencia inicial. Ahora ocurre que si (x,y) € ICER, entonces x~y. Esto es, cuando las

ventajas y desventajas se igualan o equiparan, la relacion entre las alternativas es de
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indiferencia.

Por otra parte, los modelos compensatorio limitado e ilimitado son estructuras I-P y, por
tanto, compensatorios T3 ((x,y) € ICER = x~y). Estos modelos se pueden definir como
estructuras I-P-J, y obtener modelos no compensatorios T3. Para lograr esto, se debe tomar
las preferencias débiles conica (x > y & d € (ST\H) U {0}) ycuasiconica(x >y & r €
(SH\H) U {0}) como preferencia de partida. En este caso, se tendra que si x,y € ICER

entonces, x ¢ y.

Figura 14: a = 1. Modelo compensatorio T2 y parcialmente compensatorio T3

3

También pueden realizarse construcciones para obtener modelos parcialmente

compensatorios T3. Por ejemplo, en el indice lineal se puede definir R(y) =y + (S}\H) U
(H n B(0,8)), y se tiene que la estructura I-P-J viene determinada por:

1) =y+HNB(0,8),P(y) =y +ST\H,J(¥) =y + H\B(0,5).  (4.12)

Esta estructura de preferencia es parcialmente compensatoria T3, pero no es totalmente

compensatoria (ver Figura 14).

Esta seccidn muestra que las definiciones de compensacion no compensacion T2 'y
compensacion no compensacion T3 son independientes. La compensacion no compensacion
T3 se relaciona con el balance de las ventajas y desventajas, y con la indiferencia y la

incomparabilidad de las alternativas como consecuencia de informacién contradictoria,
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respectivamente.

4.4. Preferencias en semicriterios
Para definir estructuras de preferencia en semicriterios, es decir, modelos con umbrales de

indiferencia, se procede como sigue:

Considérese que estan dados: una alternativa cualquiera x = (xq, x5, ..., Xx,) € R™ yel
conjunto de umbrales de indiferencia de los n criterios ¢ = {c;, ¢y, ..., ¢z}, €CON ¢; > 0,
donde las coordenadas de la alternativa y los umbrales de los criterios estan expresados en

una misma unidad de medida.

Dendtese por x’ € R™ al vector cuyas coordenadas se obtienen al dividir cada coordenada
de x por su umbral de indiferencia, x" = (x;/cy, x5/¢3, ..., X5 /Cy). La unidad de medida de
la i-ésima coordenada de la alternativa x’ es el i-ésimo umbral de indiferencia [ui;]. Estas

nuevas unidades son en principio no comparables.

Por ejemplo, supongamos que los criterios son el PIB per capita, medido en délares $, y las
emisiones de CO , per capita, medidas en toneladas t. Digamos que x = (8000 [$], 2 [t])
y que ¢; = 1000 [$], c, = 0,5 [t]. Entonces,

' [ui,] [ui;] . .
X = (8000 [$] x wgglm 2t X o,?fq) = (8 [uiy], 4 [uiy]). (4.13)

En las nuevas unidades, los umbrales de indiferencia son c¢; = 1. Por otra parte, para
cualquier e >0, (8+ (1+¢),4) > (8,4) y (8,4 + (1 +¢€)) > (8,4) (ver Observacion
2).

En el caso general se tiene que (x'; + (1 + €),x'_;) > (x';, x'_;) paracualquier e >0y
cualquier i € Q. Los distintos umbrales de indiferencia comparten como caracteristica
comun que una mejora de (1 + &) unidades en cualquier criterio hace que la alternativa
mejorada sea preferida a la alternativa inicial. Esto permite eliminar el subindice de la
unidad de medida [ui;] y expresar las coordenadas de x’ en una Unica unidad [ui]. Siendo

este el caso, diremos que la alternativa x' esta expresada en escalas comparables.

Cuando las alternativas se expresan en escalas comparables, los umbrales de indiferencia
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son iguales a 1 y los valores de las coordenadas de x’ son invariantes a los cambios en las
unidades de medida. Ademaés, la funcion de credibilidad vectorial h que se aplica a un

vector cualquiera es la funcion de credibilidad estandar.

4.4.1. Transformacién semicriterio-criterio
Para definir los modelos en semicriterios, introducimos una funcion vectorial que permite
transformar una EPsCr en una EPCr, es decir, una estructura de preferencia en semicriterios

en una estructura de preferencia en criterios.

Figura 15: Transformacion semicriterio-criterio

4 7(d)

Primero introducimos la funcion real, denominada funcion de transformacion de semicriterio
acriterio, :R -» R, d = d' = 7,(d), que se define por (Figura 15):

d—1 si d>1
d =1,(d) =30 si |d| <1 (4.14)
d+1 si d<1

La funcion real se extiende al caso vectorial mediante la funcion = = (74,74, ..., T1), quUe Se
define por:
:R* - R™

d o d=1(d) = (1(dy),11(dy), . 71 (dn)) (4.15)

4.4.2. Preferencias conicas en semicriterios
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Las preferencias conicas en semicriterios se determinan con la ayuda del cono y cuasi cono
en semicriterios que son la preimagen por £~ del cono y cuasi cono en semicriterios
respectivo. El cono en semicriterios se define y nota por, ,-1C%(a) = t71(C%(a)), en tanto

que el cuasi cono en semicriterios se define y nota por, .-1Q% (a) = 77 1(Q% ().

Figura 16: Preferencia cénica
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Cono en semicriterios -1 C% () Cono (en criterios) C} (@)

Figura 17: Preferencia cuasi conica

\ b
v v
1 T h

q — T
0] -1 0 : b
Rl L o
Cuasi cono en semi- Cuasi cono Cono (en criterios)
criterios -1 Q% (a) (en criterios) Q% () T(a)

Definicion 29 (Preferencias conicas en semicriterios). Sean x,y € R™ dos alternativas en
escalas comparables calculadas a partir del vector de umbrales de indiferencia, ¢ =
(¢1,€32, .., Cp), CON ¢; > 0; h, la funcidn de credibilidad vectorial estandar; d = x — y el
vector diferencia, 7 la transformacion semicriterio-criterio, d' = 7(d) el vector diferencia

transformado (a un vector en criterios). La preferencia conica débil en semicriterios > se
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define por:
xzryed=10d)eCl(a) ©de,1 Ci(a). (4.16)

La preferencia cuasi cénica débil en semicriterios > se define por:
xzyer=hd)eC(a) ©de,1Qi(a). (4.17)

Las figuras 16 y 17 muestran el cono y cuasi cono en semicriterios.

Los modelos conicos en semicriterios son las estructuras I-P-J definidas a partir de
estructuras de preferencias conicas en semicriterios (R, >). Su representacion gréfica es la

Figura 18.

Figura 18: Modelos cénicos en semicriterios

(a) No compensatorio, « = 0 (b) Parcialmente compensatorio ilimitado,
(conico y cuasi conico) 0 < a <1 (conico)
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(c) Parcialmente compensatorio limitado, (d) Compensatorio, a = 1 (conico
0 < a <1 (cuasi conico) y cuasi conico)

Las representaciones gréficas de los modelos en semicriterios de la Figura 18, se obtienen de
los graficos de los modelos conicos mediante la expansion de los ejes a rectangulos de 2

unidades de ancho; y, la expansion del punto origen al cuadrado unidad.

Si a = 0, la estructura conica en semicriterios (R™, 3*) es el orden semiorden mayor o igual
(R™, >€) de umbrales de indiferencia ¢; = 1 (modelo no compensatorio T2). La estructura
cuasi conica en semicriterios coincide con la estructura conica en semicriterios. Ninguna

desventaja relevante se puede compensar.

Si 0 < a < 1. El modelo conico en semicriterios es parcialmente compensatorio. Cualquier
desventaja relevante se puede compensar. Una desventaja de 2 = 1 + 1 unidades se
compensa con una ventajade t = (z + n — 2) + 1 unidades. Para a = 1, la desventaja de
2 =1+ 1 unidades se compensa con una ventajade t = (1 +¢€) + 1, € > 0 unidades y se

balancea con una ventaja de t = 1 + 1 unidades.

En el modelo cuasi conico en semicriterios, la compensacion marginal no cambia. EI umbral

de compensacion A, esiguala Ay =/1/(z—1) + 1.
Por otra parte, ndtese que los modelos son simétricos entre criterios.

4.5. Ponderacion de los criterios
La posibilidad de ponderar los criterios es una caracteristica deseable de los modelos

multicriterio porque amplia el espectro de problemas que se pueden resolver.

Para construir estos modelos, partimos de una estructura de preferencia en criterios EPCr.
Supongamos dado el vector de pesos o ponderaciones w = (w4, Wy, ..., Wy,), w; > 0,
> w; = 1. En este caso se considera la funcion o transformacion ponderacion de los criterios
w definida por:
w:R" - R"
dwed=wld)= (a)1(d1)» w5 (dy), ---’a)n(dn)) (4.18)
= (nwdq, nwydy, ..., nwydy).
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Notese que w; representa tanto a la funcion w;(-) como al peso w;. También hay que
destacar que en el modelo equiponderado, es decir, en el modelo con pesos iguales en todos
los criterios, w; = 1/n, se tiene que nw; = 1y, por tanto, que d’' = d. Dicho de otro modo

el modelo “no ponderado” es en realidad el modelo equiponderado.

Las preferencias conicas ponderadas se determinan con las preimagenes por w™?, del cono y
cuasi cono ponderado respectivo. Se definen y notan por ,-:1C%?(a) = 0 1(CE(a)) Yy

w-1Q% (@) = 0 1(Q%(a)), al cono y cuasi cono ponderados, respectivamente.

Figura 19: Preferencia cénica

b2
b2 W v
T,
a '\w—i/ . b1 )
bt
Cono ponderado ,-1C% () Cono C%}(a)

Figura 20: Preferencia cuasi cénica

" v 5 b2 -
e W
—ol ’ e i ’ b
Cuasi cono ponderado Cuasi cono Q% (@) Cono C%}(a)

w‘lQﬁ(a)
Definicion 30 (Preferencias conicas ponderadas). Sean x,y € R™ dos alternativas; d =
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x — y el vector diferencia; w = (w1, Wy, ..., wy), w; >0, Y w; = 1, el vector de pesos o
ponderaciones; d’' = w(d) el vector diferencia ponderado. La preferencia cénica débil
ponderada se define por:

xzryed=w(deCi(a) ©de,1 Cl(a). (4.19)

La preferencia cuasi conica débil ponderada se define por:
xzryer=hd)eCl(a) ©deQi(a) ©de,1 Q). (4.20)

La figura 19 y 20 muestran la representacion grafica del cono y cuasi cono ponderados.
Los modelos cénicos ponderados son las estructuras I-P-J definidas a partir de las

preferencias conicas ponderadas (Figura 21).

Si a = 0, los modelos cénico y cuasi conico ponderados (R™, 3) coinciden con el orden
mayor o igual (R™,>), que es un modelo no ponderado y no compensatorio T2. Si 0 < a <
1, el modelo es parcialmente compensatorio (ilimitado y limitado). Y, si a = 1, los modelos
conico y cuasi conico son totalmente compensatorios ilimitado y limitado, respectivamente.

Cuando n = 2, los modelos coinciden.

Figura 21: Modelos cdnicos ponderados

y'=(A 1
A

o

e V'=(t-8)
(a) No compensatorio, =0 (b) Parcialmente compensatorio ilimitado,
(conico y cuasi conico) 0<axl1
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——+ = ¥y =(z1,-A)
y=CA-A)
(c) Parcialmente compensatorio limitado, (d) Compensatorio, a =1 (conico
0<a<x<l1 y cuasi conico)

En los modelos ponderados, los pesos de los criterios determinan la magnitud de la
compensacion y los umbrales de compensacion. De manera general, en los modelos
parcialmente compensatorios y compensatorios ponderados, a igual desventaja, la

compensacion y el umbral de compensacion es menor para el criterio de mayor ponderacion.

Especificamente, para 0 < a < 1, la desventaja de 1 unidad en el criterio i se compensa
con una ventaja de (w;/w;)(z — n + 2) unidades en el criterio j. En el caso compensatorio
(@ = 1), ladesventaja de 1 unidad en el criterio i se revierte con una ventaja de (w;/w;) +

& unidades en el criterio j, € > 0;y se balancea con una ventaja de (w;/w;) unidades.

Ejemplo 21. Considérese el caso de dos criterios (R?) con las ponderaciones w =
{2/3,1/3}. Es decir, el primer criterio tiene mayor peso (el doble) que el segundo. Se tiene
entonces por ejemplo, que si a = 0,4, equivalente a z = 2,5, una desventaja de 1 unidad en
el primer criterio se compensa con 5 unidades del criterio 2; en tanto que una desventaja de
1 unidad en el segundo criterio se compensa con 1,25 unidades del criterio 1. Si se
comparan estos resultados con la compensacion de 2,5 unidades del criterio
complementario frente a una desventaja de 1 unidad en cualquiera de los dos criterios, en el
primer caso se tiene 5 = 2,5 = 2; y, en el segundo se tiene que 1,25 = 2,5 x (1/2). Enel
caso de a = 1, equivalente a z = 1, una desventaja de 1 unidad en el primer criterio se
compensa con 2 unidades del criterio 2; en tanto que una desventaja de 1 unidad en el

segundo criterio se compensa con 0,5 unidades del criterio 1 (ver Figura 21).
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Ponderacion limite. Consideremos n = 2. Cuando w;/w; = o (w; = 1, w, — 0), el
segundo criterio se vuelve irrelevante, en consecuencia, la comparacion entre las alternativas
solo depende del primer criterio. El caso limite para 0 < a < 1, y para los modelos
compensatorio y parcialmente compensatorio es el Unico modelo, representado en la Figura
22.

Figura 22: Ponderacion limite (w; = 1, w, 2 0), 0 <a <1

4.6. Ponderaciones y semicriterios
Finalmente, se puede analizar un modelo que considere la ponderacién de los criterios en

una estructura con umbrales de indiferencia.

Figura 23: Modelos conicos ponderados en semicriterios

(&) No compensatorio, @ = 0 (b) Parcialmente compensatorio ilimitado,
(conico y cuasi conico) 0<a<1
(c)
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(d)

(c) Parcialmente compensatorio limitado, (d) Compensatorio, a =1
0<a<l1 (conico y cuasi conico)

Supongamos dados el vector de pesos 0 ponderaciones w = (wq, Wy, ..., W), wW; > 0,
Y. w; = 1, y el vector de umbrales de indiferencia ¢ = (¢4, c5, ..., ¢,), CON ¢; > 0. Sea
d*,d € R™ dos vectores, donde d* es el vector d expresado en escalas comparables, esto
es, d = (di/cy,d5/cy, ..., dy,/cy). En este caso consideramos la transformacion compuesta

¢ = T o w definida por:

¢:R" - R"
d w d"=¢(d)=(rew)(d)

= (Tow1(d1), 7o wy(dy), ..., T o wp(dy))
= (1(nw,1dy), T(Mw,d,), ..., T(mw,dy)).

(4.21)

Los modelos conicos ponderados en semicriterios son la preimagen por ¢! = w to771
del modelo conico y cuasi conico respectivo. EI cono y cuasi cono ponderados en
semicriterios se definen y notan por, ,-1,,-1C%(a) = 0™t o7 1(CH(a)),y

w-1or-1 Q1 (@) = w™1 o T71(Q% (a)), respectivamente.

Definicion 31 (Preferencias conicas ponderadas en semicriterios). Sean x,y € R™ dos
alternativas en escalas comparables calculadas a partir del vector de umbrales de
indiferencia, ¢ = (¢, ¢y, ..., ¢y), CON ¢; > 0; h, la funcidn de credibilidad vectorial
estandar; d = x — y, el vector diferencia; w = (w1, W3, ..., W), CON w; >0 Y w; =1, el
vector de pesos o ponderaciones; d' = w(d), el vector diferencia ponderado; d"' =

p(d) = (tow)(d) = 7(d") el vector diferencia ponderado y transformado (a un vector en
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criterios).
La preferencia conica débil ponderada en semicriterios se define por:
xzyed =¢(d)eCl(a) ©dEe, 1,1 Ci(a). (4.22)

La preferencia conica débil ponderada en semicriterios se define por:
xzyer=hd")eCta) ©deE,y1,.-1Q(a). (4.23)

Los modelos cénicos ponderados en semicriterios son las estructuras I-P-J definidas a partir
de las estructuras de preferencias conicas ponderadas en semicriterios. Para los pesos, w =

(2/3,1/3), la Figura 23 muestra la representacion gréfica de estos modelos.

Ponderaciones limites. Al igual que en los modelos conicos en criterios, al considerar la
ponderacion limite, w; = 1, w, — 0, la preferencia sdlo depende del primer criterio.

La Figura 24 muestra el gréafico para la ponderacion limite.

Figura 24: Ponderacion limite (w; - 1, w, 2 0), 0 <a <1

o

0.5
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Capitulo 5
Ejemplo de aplicacion del modelo cuasi cénico

Como aplicacion del modelo parcialmente compensatorio limitado ponderado (cuasi
conico), se realiza el analisis de cinco paises latinoamericanos: Ecuador, Colombia, Peru,
Costa Rica y Republica Dominicana, mediante 2 indicadores: el PIB ($ PPP) y las emisiones

de CO, per capita (KQg).

El objetivo de un criterio, de maximizacion si se prefiere mas a menos o de minimizacion si
se prefiere menos a mas, se sefiala en la matriz de datos mediante la variable o; que toma el
valor o; = 1 si objetivo del criterio i es “maximizar”, y 0; = —1 si es “minimizar”.
Téngase presente que un objetivo de minimizacion se cambia a uno de maximizacion

multiplicando por —1 los valores de las alternativas en el respectivo criterio.

5.1. Matriz de datos

La matriz de datos y el grafico de dispersion de las 5 alternativas son:

Tabla 14: Matriz de Datos

Criterio PIB pc CO, pc
Unidad Ussoot0| KO
Objetivo max min
Umbral 686 110
Peso 0,5 0,5
Grado de 3 03
compensacion ’
Ecuador 7.830 2111
§ Costa Rica 11.260 1.812
g Peru 8.790 1.646
% Colombia 9.000 1.560
gg‘r’:;‘i?]'iig:na 8.990 2.076

Fuente: World Development Indicators.
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Figura 25: Alternativas Tabla 15: Alternativas en escalas comparables

2400 | PIB pc CO; pc
» Ecuador 11,41 -19,19
o Rep. Dominicana
o fuador  © Costa Rica 16,41 -16,47
g & Peru 12,81 -14,97
o .
© Perig o Colombia 13,12 -14,18
1600 Lt
Colombia Republica 1310 | -18,87
Dominicana
1200
6000 8000 10000 12000
PIB pc

5.2. Vectores diferencia y regiones

Las alternativas en escalas comparables y con las coordenadas transformadas a objetivos de
maximizacion (el i-ésimo criterio viene expresado como o;x;/c;) se muestra en la Tabla 15.
De esta tabla se calculan los vectores diferencia (d = x — y) en escalas comparables, y los
vectores diferencia transformados d’' = 7(d) y r = h(d") (ver Seccién 4.2). Estos vectores

se muestran en la Tabla 16:

Tabla 16: Vectores diferencia d, d’, r

d d’ r

PIB pc Cco, PIB pc Cco, PIB pc Cco,
Ecu - CRic -5,00 -2,72 -4,00 -1,72 -0,94 -0,75
Ecu — Per -1,40 -4,23 -0,40 -3,23 -0,14 -0,91
Ecu - Col -1,76 -5,00 -0,71 -4,01 -0,33 -0,94
Ecu — Dom -1,69 -0,32 -0,69 0,00 -0,32 0,00
CRic — Per 3,60 -1,51 2,60 -0,51 0,87 -0,21
CRic - Col 3,29 -2,29 2,29 -1,29 0,84 -0,62
CRic — Dom 3,31 2,40 2,31 1,40 0,84 0,66
Per — Col -0,31 -0,78 0,00 0,00 0,00 0,00
Per — Dom -0,29 3,91 0,00 2,91 0,00 0,89
Col — Dom 0,01 4,69 0,00 3,69 0,00 0,93

Ecuador (Ecu), Costa Rica (CRic), Peru (Per), Colombia (Col), Republica Dominicana (Dom)
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Por ejemplo, para el punto RD (Costa Rica — Republica Dominicana), en el espacio d, el
vector diferencia de coordenadas (3,31, 2,40), se grafica en el espacio afin (R?;y), es
decir, en el origen esta la Republica Dominicana. Asi también, para el punto EP (Ecuador —
Per0), el vector diferencia (—1,4,4,23) se grafica en el espacio afin (R?;y). En este caso,

Per( esta en el origen.

En la Figura 26 se grafican las regiones >, <, ~, ¢ y los vectores diferencia asociados a

cada par de paises en el espacio d y en el espacio r.

Figura 26: Pares de alternativas

(a) Espacio d (b) Espacio r
Ecuador (E), Costa Rica (R), Pert (P), Colombia (C) y Republica Dominicana (D).

5.3. Matriz coloreada

De cualquiera de las figuras 26(a) y 26(b), se determina la relacién entre los pares de paises.
Por ejemplo, puesto que el par RD esté en la region celeste, que corresponde a la
preferencia estricta, se concluye que Costa Rica > RepuUblica Dominicana. Para el par RC
(Costa Rica—Colombia) que esta en la region gris (no comparabilidad), se establece que
Costa Rica ¢ Colombia. Los resultados se resumen en la matriz denominada de relaciones o
matriz coloreada, en razon de que cada celda se pinta del color que le corresponde a la

relacion. La matriz coloreada es:
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Matriz coloreada

Ecu CRic Per Col Dom
Ecu ~ < < < <
CRic ~ > ¢ >
Per = ~ >
Col ~ -
Dom ~

Ecuador (Ecu), Costa Rica (CRic), Pert (Per), Colombia (Col) y Republica Dominicana (Dom).

Estos resultados se pueden obtener analiticamente considerando la matriz B(«), base del
cono C2(a), con a = 0,3, equivalente a z = 10/3; y, la matriz de cambio de base,
B(a)™1:

1.099 0.330

1 ~03 L
]'B(“) _[0.330 1.099)° (5-1)

B(a) = [—0,3 1

Con la matriz B~1(a) de cambio de base, se calculan los vectores 5 = B~1(a)r, y se
aplican las condiciones de la Tabla 12, para obtener en qué relacion estan el par de
alternativas respectivo. Los resultados para los vectores rg para todos los pares de paises se

presentan en Tabla 17, y se incluye la columna “Relacion”.

Por ejemplo, rzp = (0,84, 0,86), que conduce a rz gp = (1,11,1,01) > 0, por tanto, se
concluye que Costa Rica > Republica Dominicana. De manera similar, 1. =
(0,84,—0,62), que lleva a rz pc = (0,72,—0,41), donde la primera coordenada es positiva
y la segunda es negativa, lo que conduce a la conclusién que Costa Rica ¢ Republica

Dominicana.

Los resultados para los vectores rg para todos los pares de paises se presentan en la Tabla

17, y se incluye la columna “Relacion”.
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Tabla 17: Vectores rz y columna Relacion

g Relacion

Ecu — CRic -1,13 -1,28

Ecu — Per -1,05 -0,45 <
Ecu - Col -1,14 -0,68 <
Ecu— Dom -0,11 -0,36 <
CRic — Per 0,06 0,89 >
CRic - Col -0,41 0,72 ¢
CRic— Dom 1,01 1,14 >
Per — Col 0 0 ~
Per — Dom 0,98 0,29 >
Col — Dom 1,02 0,31

Grafo asociado a la matriz coloreada. La matriz coloreada se puede representar mediante
el grafo asociado. Un grafo es una estructura matemética G (N, R) donde N es un conjunto
finito no vacio y R es una relacion sobre N. Los elementos de N se denominan nodos y se
los representa graficamente mediante pequefios circulos. Los elementos de R se denominan
arcos. Sean a,b € N.Si (a,b) € Ry (b,a) & R, entonces, el arco orientado (a, b) se
representa mediante un segmento rectilineo orientado (una flecha) que une el nodo a con el
nodo b. Perosi (a,b), (b,a) € R, entonces, el arco no orientado (a, b) se representa

mediante un segmento rectilineo no orientado (un segmento sin puntas).

En nuestro caso, el conjunto de nodos N es el conjunto de alternativas A; el arco orientado
(a, b) corresponde a la preferencia estricta; y, el arco no orientado (a, b) corresponde a la

indiferencia. La incomparabilidad no esta asociada a ningun tipo de arco.
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Figura 27: Grafo asociado

Ecuador (E), Costa Rica (R), Peru (P), Colombia (C) y Republica Dominicana (D)

El grafo asociado a la matriz coloreada (Figura 27) es un grafo transitivo, (a > b > ¢ =
a > c) y,ademascumpleque a~b > ¢ = a > c.Parasimplificar el grafo no se

dibujan todos los arcos que se deducen por transitividad.
La matriz coloreada y el grafo determinan el siguiente resultado:

Costa Rica > Per0 > Republica Dominicana > Ecuador;
Colombia ~ Peru;
Colombia > Republica Dominicana > Ecuador;

Costa Rica ¢ Colombia.

Por ejemplo, Costa Rica tiene el PIB pc més alto y las emisiones de CO, pc mas bajas que
las de la Republica Dominicana, por lo que, se puede decir que esta mejort?: Costa Rica, PIB
pc = 11260 USD = 16,41[ui]; CO, pc =1812 Kg = 16,47 [ui]; Republica Dominicana,
PIB pc = 8990 USD = 13,10[ui]; CO, pc =2076 Kg = 18,90 [ui]. A pesar de que
Colombia esté mejor que Peru en el PIB pc y en las emisiones de CO, pc, puesto que las

diferencias son “pequenias” (0,31 [ui] y 0,78 [ui] respectivamente), estos paises se evallan

10 para decir si una diferencia es relevante, en la unidad [ui] (umbrales de indiferencia) es
suficiente observar si la diferencia es mayor que 1.
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como indiferentes. Costa Rica tiene un PIB pc mas alto que Colombia (con una diferencia a
favor de 3,29 [ui]), y unas emisiones de CO, pc también mas altas (con una diferencia en
contra de 2,29 [ui]); como la informacion es contradictoria, estos paises no se pueden

comparar.

En este analisis parcial, con solo dos indicadores, el mejor pais es Costa Rica, el peor pais es

Ecuador. Més adelante se realizara un andlisis con un mayor niumero de indicadores.

Los modelos presentados hasta esta seccion son modelos basados en la teoria clasica de
conjuntos. Las preferencias son conjuntos discretos, no difusos. Este tipo de modelos
presentan como inconvenientes la discontinuidad de las preferencias. Por ejemplo, en un
modelo no compensatorio o parcialmente compensatorio (en criterios),sin =2y x =y, se
tiene que x~y. Ahora, para cualquier € > 0, se tiene que x + (&,¢&) > y; x + (5,—¢€) ¢ y.
Tal como es conocido, los problemas de discontinuidad de los modelos discretos se
resuelven con la aplicacion de los conjuntos difusos, que se tratara en los siguientes

capitulos.

Los pesos tienen una interpretacion mixta. En los modelos no compensatorios son
indicadores de la importancia de los criterios, en tanto que en los modelos compensatorios
los pesos expresan la tasa de compensacion entre criterios. En el caso de que los pesos
fuesen 1/3, 2/3 en las variables del ejemplo de aplicacion de este capitulo, se estaria
asumiendo que las condiciones del medioambiente (emisiones de CO, pc) son el doble de
importantes que los aspectos econdmicos (el PIB per cépita). En los modelos
compensatorios los pesos expresan la tasa de compensacion entre criterios: en el caso
totalmente compensatorio (@« = 1), dos umbrales de indiferencia en el PIB per cépita
compensarian exactamente un incremento de un umbral de indiferencia en las emisiones de

CO, per capita.
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Capitulo 6
Preferencia difusa

En los capitulos anteriores se presentaron diversos modelos multicriterio fundamentados en
la 16gica y teoria de conjuntos clésica, es decir, en modelos no difusos. En este capitulo se
hara una extension difusa del modelo cuasi conico. Esta operacion implica el cambio en tres
de los aspectos de este modelo:

1. Ladefinicion de la preferencia cuasi conica débil > (Definicion 28).

2. Ladefinicion de la estructura I-P-J a partir de la preferencia débil > (Definicion 3).

3. Larelacion entre a, el grado de compensacion, y z, el parametro de la base B(z); es

decir la funcion z = ¢@(a) (Seccion 4.1).
Previo a realizar estos cambios, se hace un repaso agil de la teoria de conjuntos difusos.

6.1. Conjuntos difusos

En un conjunto “clasico”, no difuso, dado un conjunto A y un elemento x, se tiene que: x
pertenece a A 0, x no pertenece a A. Por ejemplo si A = {x| xesalto} y x = Jorge, se
tiene que Jorge es alto o Jorge no es alto. Si, digamos, Jorge mide 1,90 [m] (y lo
consideramos alto), ¢qué se puede decir de Santiago que mide 1,85 [m], y de Maria que
mide 1,60 [m]? Posiblemente la respuesta sea: Santiago es casi alto, Maria es muy poco

alta. Los conjuntos difusos permiten expresar estas ideas.

En los conjuntos clésicos se puede definir una funcion de pertenencia al conjunto A que
tomael valor1si x € A yvale Osi x € A (y solo toma estos valores). En los conjuntos
difusos, la funcion de pertenencia o grado de pertenencia al conjunto difuso A puede ser
cualquier valor entre 0 y 1. El grado de pertenencia igual a 0 significa que es absoluta 'y
totalmente certero que x & A; el grado de pertenencia igual a 1 significa que es absoluta y
totalmente certero que x € A. Asi, para el conjunto difuso A (el conjunto de los altos), se
tendra que, por ejemplo, gr(Jorge € A) = 0,98; gr(Santiago € A) = 0,90; gr(Mari'a €

A) = 0,30. Veamos ahora la Definicion 32 formal de conjunto difuso.

Definicion 32 (Conjunto y relacion difusa). Sea X un conjunto cualesquiera que lo
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denominaremos universo del discurso.
1. Un conjunto difuso A es una funcion u,: X — [0, 1] que a cada elemento de x € X
le asocia el grado de pertenencia, o credibilidad de la pertenencia, de x al conjunto
A. Senota py(x) = gr(x € A).
2. Una relacion difusa R sobre X es un subconjunto difuso en X x X. El grado de
pertenencia del par (x,y) € X x X al conjunto R se nota R(x,y). Se dice también
que R(x,y) esel grado de credibilidad, o simplemente credibilidad, de la relacion

XRYy.

6.1.1. Operaciones entre conjuntos difusos
Las operaciones clasicas entre conjuntos: union, interseccion y complemento se extienden a

los conjuntos difusos de la siguiente manera:

Complemento. Un complemento difuso de un conjunto difuso A es una funciéon N que al
grado de pertenencia de x al conjunto difuso A le asocia el grado de pertenencia de x al
conjunto difuso complemento A€:
N:[0,1] - [0,1]
Ha(x) = NQua(x)) = pae(x), (6.1)

gue cumple las condiciones siguientes:
1. N(0)= 1, N(1) = 0, condiciones de borde,

2. a<b = N(a) = N(b), monotonia no creciente.

Adicionalmente se puede exigir el cumplimiento de las condiciones siguientes:
3. N esuna funcion continua,
4. N es estrictamente decreciente, en tal caso se denomina negacion estricta,

5. N(N(a)) = a, involucion. De ser este el caso se denomina negacion fuerte.
Ejemplo 22. La negacion usual es la funcion N(a) =1 —a.

Interseccion. La interseccion difusa de dos conjuntos difusos A y B es una funcion T,
denominada norma triangular o t-norma, que al par de grados de pertenencia del elemento x

a los conjuntos A y B, le asocia el grado de pertenencia de x al conjunto difuso
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interseccion A Ny B:
T:[0,1] x [0,1] - [0,1]

W) () = T(UAGO), (1)) = tang (X), (62)

que cumple las condiciones:
1. T(1,a) = a, condiciones de borde,
2. T(a,b) =T(b,a), conmutatividad,
3. a<d Ab<b =T(ab)<T(a,b"), monotonia no decreciente,
4. T(T(a,b),c) =T(a,T(b,c)), asociatividad.

Adicionalmente se puede exigir el cumplimiento de la condicion que T sea una funcion

continua.

Unidn. La unién difusa de dos conjuntos difusos A y B es una funcion S, denomina co-

norma triangular o t-conorma o s-norma, que al par de grados de pertenencia de x a los

conjuntos A y B, le asocia el grado de pertenencia de x al conjunto difuso union A Ug B:
S:[0,1] x [0,1] — [0,1]

s G () = SGta(0 s (X)) = avs (), (63)

que cumple las condiciones:
1. S(0,a) = a, condiciones de borde,
2. S(a,b) = S(b,a), conmutatividad,
3. a<a'Ab<b' = S(ab)<S(a,b"), monotonia no decreciente,
4. S(S(a,b),c) = S(a,S(b,c)), asociatividad.

Adicionalmente, se puede exigir el cumplimiento de la condicion que S sea una funcion

continua.

Ejemplo 23. Veamos los siguientes ejemplos:

1. Lat-normay lat-conorma de Frank de pardmetro s € (0, ), son:

T%(a, b) = log, (1 +<22Y) (6.4)
§%(a,b) = 1 — log, (1 + U720 (6.5)

2. Lat-normay lat-conorma de Lukasiewics son:
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T(a,b) = max(a + b —1,0), S(a,b) = min(a + b, 1). (6.6)

Observacion 8. La negacion usual, la t-norma y la t-conorma de Frank de parametro s; la
negacion usual, la t-normay la t-conorma de Lukasiewics son tripletas de De Morgan; es

decir, satisfacen las leyes de De Morgan:

(A US B)C = AC nT BC, (6 7)

(A ﬂT B)C = AC US BC. '
La t-norma y la t-conorma de Frank de parametro s, satisfacen que:

limT%(a,b) = T(a,b) = ab,

oL - . (6.8)

limS%(a,b) = S%(a,b) =min(a + b,1).

S—00

6.2. Extension difusa de un subconjunto de R"

Un namero difuso real es un conjunto difuso en R con ciertas caracteristicas particulares
[Reina(2008)]. Entre los nimeros difusos mas utilizados estan los nimeros difusos
triangulares que cuya funcién de pertenencia se grafica en la Figura 28 para el nUmero
triangular difuso A = (1,3,5) = (3 — ¢, 3,3 + ¢). Este es el nimero difuso triangular 3 con

una amplitud de incertidumbre de ¢ = 2.

Figura 28: NUmero difuso triangular

La funcion de pertenencia se puede escribir como:

Ua(x) = 1-—min(1,0,5|3 —x|)
= 1-—min(1, kd(x, 3)),

donde k = 0,5; d es la distancia (euclideana) de x al punto 3.

(6.9)
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Como sabemos, la distancia de Minkowski de parametro p > 0, entre los vectores x,y €
R™ esiguala d(x,y) = [|x —y||, = [X |x; — y;|P1*/P; y la distancia del vector o punto
r € R™ al conjunto A c R", esigual a d(r,A) = inf,c4d(r,v). Si p = 2, la distancia de

Minkowski es la distancia euclidiana.

Una vez definida la distancia entre un punto y un subconjunto de R™, para extender el
conjunto no difuso A ¢ R™ a un conjunto difuso aplicamos una funcién de pertenencia

similar a la de un nimero triangular difuso.

Definicion 33 (Conjunto difuso de R™). Sean A c R™ un conjunto no difuso, k > 0 una
constante, d la distancia de Minkowski de pardmetro p. El grado de pertenenciade r €
R™ al conjunto difuso A se define por:

ua(r) = gr(r € A) =1 —min(1, kd(r, A)). (6.10)

La Figura 29 muestra las curvas de nivel de la funcion p,(r) para A c R?.

Figura 29: Conjunto difuso A c R?. Curvas de nivel de ug(r) = gr(r € A)

Se cumple que el grado de pertenencia del punto r al conjunto A se incrementa cuando la
distancia de r a A disminuye. El parametro k determina las dimensiones globales de las

curvas de nivel.
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6.3. Preferencia debil difusa R
Para definir la preferencia débil difusa modificamos la Definicién 28 mediante dos cambios:
1. La condicion “el vector r pertenece al cono C}(a), r € C}(a)”, se cambia a “el
grado de pertenencia del vector r al cono difuso C%(z), gr(r € C}(2))”. (Una vez
que se establezca la relacién entre a y z, se notara el cono como es usual, como
F(a),
2. Las alternativas x,y € R™ para las cuales se define la preferencia estaran expresadas

en escalas comparables.

Para la determinacidn de la constante, consideremos lo siguiente. Si n = 2, se toma la
constante k = 1 y se tiene que el valor maximo de la distancia de r al cono C%(z) es
d(r,C%(z)) = 2P, que se obtiene cuando r = (—1,—1). Para n > 2 se elige k de tal
manera que kd(r, C%(z)) sea justamente igual a 2'/? y, asi, mantener homogeneidad entre
los espacios vectoriales de diferente dimension. Puesto que el méximo de d(r, C%(z)) es
igual n'/?, ocurre que cuando r = (=1, —1, ..., —1), se tiene que la distancia maxima es

n'/P, de donde se concluye que k = (2/n)/?.

Por otra parte, la ecuacion (4.10) del modelo no difuso, x > y © r = h(d) € C}(a) &

d € Q% (), se extiende para el caso difuso de la siguiente manera:
R(x,y) = gr(r € C(a)) = gr(d € Q%(a)). (6.11)

Esta expresion permite definir la preferencia débil difusa de la manera siguiente.

Definicidon 34 (Preferencia cuasi conica débil difusa R). Dada la distancia de Minkowsky
de parametro p; sean (x,y) € R™, dos alternativas en escalas comparables calculadas a
partir del vector de umbrales de indiferencia ¢ = (cy, ¢y, ..., €z), €ON ¢; > 0; C}(2), el
cono de base B(z) de pardmetro z € [n — 1, «]; h, la funcidn de credibilidad vectorial
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